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从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏 联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 苏联 数学 教材 . 这 些 教 材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编纂 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 苏联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 革命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 


改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 ,大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 启发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改革 , 引进 却 基 本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟踪 , 能 看 
懂 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 ,不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 . 


事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . SEN, 在 由 中 国 数学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 , 有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数 学 教材 组 织 翻 译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 支持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引进 俄罗斯 的 数学 教材 , 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改革 均 十 分 必要 .《 俄 罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 , 


.ii . 序 


经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
E, 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教 材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 已 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培 养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
响 , 无 疑 值 得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 
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本 书 的 主要 部 分 写 于 1968 年 . 这 一 段 时 间 中 作为 本 书 基础 的 辛 几何 的 思想 和 
方法 在 数学 物理 和 其 他 应 用 领域 , 以 及 在 数学 本 身 中 , 都 得 到 了 很 多 应 用 . 特别 应 该 
提 到 的 是 短波 渐 近 及 其 在 光学 、 波 动 理论 、 声学 、 光谱 学 甚至 在 化 学 中 的 迅猛 发 展 ， 
还 有 拉 格 朗 日 和 勒 让 德 奇 性 和 流 形 的 同时 发 展 , 这 也 就 是 聚焦 面 和 波 前 , 它们 的 拓 
扑 学 与 转换 的 理论 . 

哈密 顿 动力 学 的 可 积 问题 的 研究 有 了 异常 深远 的 推进 .找到 的 可 积 动力 系统 ， 
为 数 之 多 出 乎 预料 , 研究 这 些 系 统 还 找到 了 它们 与 困难 的 代数 几何 和 数学 物理 问题 
的 意 想 不 到 的 、 互 相 受 益 的 联系 . 

辛 拓扑 在 20 世纪 70、80 年 代 得 到 了 很 大 的 成 功 ， 这 里 首先 要 提 到 1983 年 
C. Conley 和 E. Zehnder 得 到 的 关于 辛 微分 同 胚 不 动 点 定理 的 证 明 , 推广 了 庞 加 莱 
的 “几何 定理 ”( 见 附录 9)， 紧 随 着 这 个 证 明 则 有 M. Chaperon, A. Weinstein, J-K. 
Sikcrava, M. Gromov，HO，Ueranos, Floer, Viterbo, Hofer 等 人 的 工作 . 我 预计 在 这 
个 很 热门 的 领域 中 很 快 会 得 到 更 大 的 进展 , 证 明 辛 拓扑 与 接触 拓扑 一 一 这 是 由 力学 
和 光学 问题 催生 的 新 数学 领域 -一 中 已 经 提出 的 和 新 发 现 的 定理 . 

本 书 第 三 版 即 已 增加 了 三 个 新 的 附录 ( 即 下 文 的 附录 13~15). 它们 反映 了 以 下 
领域 中 的 新 进展 : 射线 族 的 几何 学 ( 即 聚焦 面 与 波 前 的 奇 性 与 变化 的 理论 , 这 与 反射 
所 成 的 群 的 理论 有 关 ); 可 积 系统 理论 ( 即 适用 于 无 穷 维 推广 的 椭 球 坐标 的 几何 理论 ); 
以 及 泊 松 构造 理论 (这 是 辛 构造 在 数学 物理 中 时 常 遇 到 的 推广 , 其 特殊 之 处 在 于 其 
V Pe f E NERI). 

在 本 版 中 改正 了 以 前 各 版 中 的 错误 和 细心 的 读者 指出 的 错误 . 

关于 摄 动 理论 的 更 详细 的 叙述 , 读者 可 参考 B. M. Apnonsza, A. M. Heitur- 
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aara n B. B. Kosmosa, MaremarTtnueckne acIeKTEI Kiàccuueckol ns HeOecuol 
mexannkn (增订 第 二 版 M. YPCC，2000)， 读 者 也 可 阅读 百科 套 书 系列 Cospe- 
MeHHEIe IpOGNeEMPI MareMaruku. CynnaMegradbHbre HaHPaBJeHHR (JITOrH HayKH 
n rexuuka. M.:BIHMTH，1985)0, 其 中 包含 了 辛 几何 现代 状况 的 综述 (作者 B. 
LH. ApHonpn, A. b. TuseaTanp), A. A. KapamzmzoB 关 于 几何 量子 化 的 论文 ， 以 及 C. 
II. Hosukos 等 作者 关于 可 积 系统 理论 发 展 的 总 结 , 这 在 本 书 中 只 略 有 涉及 . 

射线 族 的 几何 问题 在 两 卷 本 的 Arnold V. L, Varchenko A. N., Gusein-Zade S. M. 
[1] "P, 以 及 在 B. M. ApHonpn, Teopus karacrpo (第 三 版 . M.: HayKka，1990)2) 
和 B. M. ApHONpA, OQcoGenHOCcTH kaycruk n BoxHEOBEIX 中 poHTOB (M.: asuc, 
1996) 中 有 详细 讨论 , 并 有 丰富 的 文献 . 

在 Boubaki 讨论 班 上 D. Bennequin 的 报告 @ 以 及 一 系列 文章 中 可 以 找到 辛 几 
何 和 接触 几何 应 用 的 总 结 . 这 些 文章 有 

B. H. ApHonpn. IlepBple maru cuuanzekrmaeckolB TONoNoruan. YMH. 1986. 
T.41, Ne.6. 3~18. 

B. H. Apnuosxsn. Oco6eHHocTH ccTeM nyuei. YMH. 1983. T.38, Ne.2. 
77~147. 

B. Hi. ApHOnpA. Ocoó6ennocra B BapHanHoHHoM ucuncaeunuu. COBPeMeHHPIE 
npo6zeMbr MareMmaTuKa. 1983. 3-595. 

O. II. Illep6óak, BoasoBBe 中 pogTPI nm rpyuug orpaxeuuá. YMH. 1988. 
T.43, Ne.3. 1257160. 

Conspeweunue npoOxeuar MareMaTyKH 丛书 的 22 与 33 卷 中 关于 辛 几何 和 接 
触 几 何在 变 分 问题 研究 (从 而 也 在 力学 、 光 学 与 最 优 控制 理论 等 方面 的 研究 ) 有 广泛 
的 补充 材料 . 

分 枝 理 论 与 摄 动 理论 (不 仅 是 关于 哈密 顿 系统 的 ,而 且 是 关于 一 般 动 力 系统 的 ) 
在 教科 书 Arnold V. L, [17], [18] 中 有 讨论 . 新 的 材料 可 见 1888 年 在 Grenoble 召开 
的 第 十 二 届 国 际 理论 与 应 用 力学 大 会 上 关于 分 梳理 论 及 其 在 数学 与 力学 中 的 应 用 的 
许多 报告 , 以 及 B.M. ApHonpn, B. C. Appañmosny, IO. C. Viseamenxo, JI. II. 
manpHMKOB 的 总 结 ， 还 有 M. 丛书 CosppeweHEEIe mpo6reMPI MareMaTuKH, Óyn- 
AaMeHTaAJIbHEI€ HarpaBreHH 中 的 JImaamnueckne ccTeMEI-5 (M.: BHHMTM, 
1986). 该 丛书 中 的 一 册 JraaMzruecgkwe cmcreMpr-2 (M.: BAHHTH, 1985) 是 N. 
II. Kopagenpnom, S. D. Cusaeu 等 人 写 的 , 讲 动力 系统 的 遍历 问题 . 讲 这 个 问题 的 


OD. Bennequin, Caustique Mystique (d'Apres Arnol'd et al) Seminaire Bourbaki 1984/1985, 
Asterisque 133-134, (1986), 19-56. 


0 这 里 和 以 下 的 许多 Bnznrtn 出 版 物 有 英 译 本 ， 由 Springer- Verlag 出 版 ， 构成 Dynamical System 
多 册 . 一 一 中 译本 注 (从 此 处 开始 , 用 数码 加 半 括 号 表示 译 者 注 ; 用 数码 加 圆圈 表示 作者 注 .) 
2 有 中 译本 : 突变 理论 , 高 等 教育 出 版 社 . 一 一 中 译本 注 


第 四 版 序言 vs 


还 有 B.M. Apnozea 5j A. Asen 写 的 9promrueckue Hpo6mreMPI xziaccuuaeckoit 
MeXAàHMKH (19994£, Æ Perynzspuas n xaorwmueckas uumauuka 丛书 的 第 11 AT) 一 
P, 它 的 基础 是 作者 们 1965 年 的 讲义 (Arnold V. L, Avez A. [1]). 

在 这 些 理 论 中 讨论 的 事实 都 可 能 有 广泛 的 应 用 , 但 因 它们 都 是 不 久 前 才 发 现 的 ， 
而 且 只 出 现在 专门 文献 中 , 所 以 对 从 事 应 用 的 人 , 目前 还 有 数学 文章 的 相当 的 难度 . 
我 希望 , 本 书 能 有 助 于 掌握 这 些 成 就 , 不 仅 有 助 于 数学 家 , 而 且 有 助 于 力学 家 、 物 理 
学 家 以 及 其 他 需要 动力 系统 理论 、 辛 几何 和 变 分 法 的 人 . 


B. M. 阿 诺 尔 德 
1999 年 12 月 
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经 典 力学 中 用 了 许多 不 同 的 数学 方法 和 概念 : 微分 方程 和 相 流 、 光 滑 映射 和 流 
形 、 李 群 和 李 代数 、 辛 几何 和 遍历 理论 . 许多 现代 的 数学 理论 都 来 自力 学 问题 , 后 来 
才 有 了 公理 化 的 抽象 形式 , 使 它们 很 难 读 了 . 

在 这 本 书 里 , 我 们 要 从 最 初步 开始 建立 起 经 典 力学 的 数学 工具 ; 所 以 除了 标准 
的 分 析 课 程 (微分 和 积分 , 微分 方程), 几何 课程 (矢量 空间 , 矢量 ) 和 线性 代数 课程 ( 线 
性 算 子 , 二 次 形式 ) 以 外 , 不 假设 读者 有 比 这 更 进一步 的 知识 . 

借助 于 这 些 工具 , 我 们 要 考察 动力 学 的 所 有 基本 问题 , 包括 振动 理论 , 刚体 运动 
理论 和 哈密 顿 的 形式 化 . 作者 一 直 试图 表现 出 各 种 现象 的 几何 的 、 定性 的 侧面 . 在 
这 一 方面 , 本 书 与 那些 由 数学 家 讲授 的 传统 的 理论 力学 课程 相 比 , 更 接近 于 为 理论 
物理 学 家 开设 的 理论 力学 课 . 

本 书 相当 大 的 部 分 用 于 变 分 原理 和 分 析 力 学 . F. 克 莱 因 在 他 的 《十 九 世 纪 数学 
发 展 史 讲义 》 一 书 中 这 样 刻画 过 分 析 力 学 :“.…… 一 个 物理 学 家 想 要 解决 自己 的 问 
题 , 从 这 些 理论 中 所 得 无 几 , 而 工程 师 则 将 一 无 所 得 .” 以 后 年 代 中 科学 的 发 展 明确 
地 否定 了 这 个 评论 . 哈密 顿 形式 化 是 量子 力学 的 基础 , 而 且 是 物理 学 的 数学 武 库 中 
最 常用 的 工具 之 一 . 在 认识 到 辛 构造 和 惠 更 斯 原理 对 各 种 优化 问题 的 意义 以 后 , 在 
工程 计算 中 也 开始 经 常 应 用 哈密 顿 方 程 了 ， 另 一 方面 , 与 空间 探索 相关 的 天 体力 学 
的 新 近 发 展 , 对 分 析 力学 的 方法 和 问题 也 赋予 了 新 的 意义 . 

经 典 力学 和 数学 与 物理 学 的 其 他 领域 的 联系 是 多 种 多 样 的 . 本 书 附录 就 是 用 来 
讲 其 中 的 少数 几 个 . 经 典 力学 的 工具 被 应 用 到 : 黎 曼 几何 的 基础 理想 流体 动力 学 ， 
柯 尔 莫 艾 洛 夫 关于 条 件 周期 运动 的 摄 动 理论 , 数学 物理 方程 的 短波 渐 近 法 以 及 几何 
光学 中 聚焦 面 的 分 类 . 
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这 些 附 录 是 为 有 兴趣 的 读者 写 的 , 而 不 是 一 般 的 必修 课程 的 一 部 分 . 其 中 有 些 可 
以 成 为 专门 课程 的 基础 (例如 关于 非 线性 振动 理论 的 渐 近 方法 或 准 经 典 渐 近 ). 这 些 
附录 也 包含 了 一 些 参考 性 质 的 知识 (例如 有 一 个 二 次 哈密 顿 函数 的 标准 形式 表 ). 在 
本 书 的 基本 各 章 中 作者 总 是 力求 把 证 明 写 得 尽 可 能 明确 而 避免 再 引用 其 他 材料 , 附 
录 总 的 说 来 则 是 结果 的 总 结 , 其 证 明 则 可 在 所 引述 的 文献 中 找到 . 

这 本 书 的 基础 是 作者 在 1966 一 1968 年 为 国立 莫斯科 大 学 数学 力学 系数 学 专业 
三 、 四 年 级 学 生 所 开 的 一 门 一 年 半 的 必修 课 . 


B. N. 阿 诺 尔 德 
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第 一 部 分 


顿 


牛顿 力学 研究 质点 组 在 三 维 欧 氏 空 间 中 的 运动 . 在 此 空间 中 有 六 维 的 空间 运动 
群 作用 、 牛 顿 力 学 基本 概念 和 定理 (用 笛 卡 儿 坐标 表述 ) 对 于 这 个 运动 群 都 是 不 变 
的 .@ 

一 个 有 势 的 牛顿 力学 系 可 以 用 质点 的 质量 和 力学 系 的 位 能 表述 . 保持 位 能 不 变 
的 空间 中 的 运动 对 应 于 各 种 守恒 律 

牛顿 运动 方程 使 我 们 能 完全 解 出 一 系列 重要 的 力学 问题 , 例如 在 有 心力 场 中 的 
运动 问题 


号 对 更 大 的 伽利略 时 空 变换 群 也 是 不 变 的 . 


我 们 将 在 本 章 中 给 出 作为 力学 基础 的 实验 事实 : 人 各 利 略 相对 性 原理 和 牛顿 微分 
方程 . 我 们 要 考查 由 相对 性 原理 所 加 于 运动 过 程 上 的 限制 , 还 要 举 出 一 些 简 单 例子 . 


$1. 相对 性 原理 和 决定 性 原理 


我 们 将 在 本 节 中 介绍 和 讨论 惯性 参考 系 (坐标 系 ) 的 概念 . 本 节 的 准确 数学 提 法 将 在 下 一 节 
给 出 . 


经 典 力学 的 基础 是 一 些 实验 事实 @. 我 们 将 列 出 其 中 的 三 个 . 
A. 空间 与 时 间 

我 们 所 在 的 空间 是 三 维 欧 氏 空间 , 时 间 则 是 一 维 的 . 

B. 伽利略 相对 性 原理 


存在 一 些 参考 系 (坐标 系 ) 称 为 惯性 系 , 它们 有 以 下 两 个 性 质 : 

1. 一 切 自然 规律 在 任何 时 刻 , 在 所 有 惯性 系 中 都 相同 . 

2. 相对 于 一 个 惯性 系 作 匀速 直线 运动 的 一 切 参考 系 也 都 是 惯性 系 . 

换 句 话 说, 如 果 附 着 在 地 球 上 的 参考 系 是 惯性 系 , 那么 在 一 个 相对 地 球 作 匀 速 
直线 运动 的 列车 上 , 实验 者 完全 在 列车 内 作 任 何 实验 都 不 能 使 他 觉察 到 列车 的 运动 . 

事实 上 , 附着 在 地 球 上 的 参考 系 只 是 近似 地 是 惯性 系 . 附着 在 太阳 或 其 他 恒星 
等 上 的 参考 系 则 更 接近 于 惯性 系 . 


OMARE “实验 事实 ”都 只 是 近似 为 真 , 而 可 用 更 精确 的 实验 推翻 . 为 避免 叙述 繁 元 , 以 下 我 
们 不 再 讲 这 一 点 , 讲 到 我 们 的 数学 模型 时 , 都 当 它 是 精确 地 描写 了 物理 现象 的 . 


Zn 第 一 章 实验 事实 


C. 牛顿 的 决定 性 原理 

一 个 力学 系 的 初始 状态 ( 即 其 中 各 点 在 某 一 时 刻 的 位 置 与 速度 的 总 体 ) 唯一 地 
决定 其 运动 . 

因为 我 们 很 早 就 认识 到 这 一 点 , 所 以 很 难 怀疑 这 个 事实 . 可 以 想像 这 样 一 个 世 
界 ， ERPAT AE PRENATAN mR, 但 是 经 验 表 
明 , 我 们 的 世界 并 不 是 这 样 . 


82. 伽利略 群 和 牛顿 方程 


在 本 节 中 我 们 将 定义 和 研究 伽利略 时 空 变换 群 . 然后 我 们 考虑 牛顿 方程 以 及 它 对 于 伽利略 变 
换 的 不 变性 质 对 方程 右 方 所 加 的 最 简单 的 限制 9. 

A. 记号 

我 们 用 R 记 全 体 实数 的 集合 . 用 R d n 维 实 矢量 空间 . 

n 维 仿 射 空间 4" 与 R^ 的 区 别 在 于 它 没 有 “固定 原点 ”, PER 作为 平移 群 作用 
在 A* 上 (图 1): 

a—a--b,ac A",beR",a+beR". 
| 所 以 A^. 中 两 点 的 和 没有 定义 , 但 其 差 有 定义 而 且 是 -R? 中 的 一 个 矢量 ]. 
矢量 空间 R^. 上 的 一 个 欧 氏 构造 就 是 一 个 正定 对 称 双 线 

、 人。 性 形式 , 称 为 数量 积 . 数量 积 使 我 们 能 定义 相应 的 仿 射 空间 


a b. bel 
yg CU a 中 两 点 的 距离 : 
图 1 平移 


p(z,y) = lx — yl = v (z — y, £ — y). 
HAS Te AE S RAAR e IRL, 并 记 作 E". 
B. fn R&t4s 


Æ iy 伽利略 时 空 构 造 包含 以 下 三 要 素 : 
1. 字 宙 二 这 是 一 个 四 维 仿 射 @ 空 间 44. 44 中 的 点 称 为 
好 ， 世界 点 或 事件 . 宇宙 44 中 的 平移 构成 一 个 矢量 空间 R^. 
2. 时 间 一 这 是 一 个 线性 映射 +: RER, 由 宇宙 的 平移 矢 
pu 量 空间 映 到 实 的 “时 间 轴 ”. 由 事件 ce 44 到 事件 be At 的 时 间 
图 2 时 间 t 的 间隔 ” 问 RAEI tO — a)(Fl 2). Æ tb 一 a) = 0, 就 说 事件 a M bR 
时 的 . 


@ 不 需要 第 1 节 论 断 的 数学 表述 的 读者 可 以 略 去 本 节 . 
@ 在 古代 , 对 宇宙 并 不 赋 以 仿 射 构造 而 赋 以 线性 构造 ( 即 宇宙 的 地 心 系 统 )- 
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与 一 个 固定 事件 同时 的 事件 之 集合 是 A 的 一 个 三 维 仿 射 子 空间 . 它 叫做 同时 
事件 空间 AS. 

映射 c 的 核 由 44 的 这 样 一 些 平移 构成 , 它们 把 某 一 事件 (从 而 也 将 每 个 事件 ) 
变 为 与 它 同时 的 事件 . 这 个 核 是 矢量 空间 R 的 一 个 三 维 线性 子 空间 R. 

伽利略 构造 还 包含 一 个 要 素 : 

3. 同时 事件 的 距离 

pla,b) = |a — b| = v(a —b,a—b),a,be A’, 

由 R? 上 的 数量 积 给 出 . 这 个 距离 使 每 个 同时 事件 空间 都 成 为 三 维 欧 氏 空间 E3. 

具有 伽利略 时 空 构造 的 空间 44 称 为 伽利略 空间 . 

可 以 谈论 在 不 同位 置 同时 发 生 的 两 个 事件 , 但 是 “在 三 维 空间 同一 位 置 上 发 生 的 不 同时 事件 
a,b c A” 这 种 说 法 没有 意义 , 因为 我 们 没有 选 定 一 个 坐标 系 . 

伽利略 群 就 是 伽利略 空间 中 保持 其 构造 的 一 切 变换 所 成 的 群 . 这 个 群 的 元 素 称 
为 徊 利 略 变换 . 所 以 , 伽利略 变换 就 是 44 中 保持 时 间 间 隔 和 同时 事件 的 距离 不 变 的 

例 "— t 和 一 个 三 维 矢量 空间 R 的 直 积 @ 及 x R3, 这 里 设 R3 有 一 固 
定 的 欧 氏 构造 . 这 样 的 空间 有 自然 的 伽利略 构造 . 我 们 称 之 为 伽利略 坐标 空间 . 

我 们 要 举 出 这 空间 中 伽利略 变换 的 三 个 例子 . 首先 是 速度 为 v 的 匀速 运动 : 


gi(t, 2) — (tm vt), VteR,z eR. 
其 次 ,原点 的 平移 : 
golt, x£) = (t+s,r+s), vieR,weR. 
最 后 , 坐标 轴 的 旋转 : 
ga(t, a) = (t,Gz), Vt € R,z € R?. 


G : R?2R? 是 一 个 正 交 变换 . 

问题 证 明 空间 R x IR? 的 每 个 伽利略 变换 都 可 唯一 地 表 为 一 个 旋转 、 一 个 平移 和 一 个 匀速 
运动 的 组 合 (g = gio ga o gs)( 所 以 , 人 向 利 略 群 的 维 数 是 3+4+3=10). 

问题 ”证明 一 切 伽利略 空间 均 互 相同 构 @, 而 特别 是 同 构 于 坐标 空间 取 x 及 3. 

S M 为 一 集合 . 一 个 1-1 对 应 pl : M>R x R? 称 为 集 M 上 的 伽利略 坐标 系 ， 
坐标 系 po 称 为 对 pl 均匀 地 运动 , p 10 95 : R x RS2R x R? 是 一 个 伽利略 变换 . 
伽利略 坐标 系 v 和 ws 给 M 以 相同 的 伽利略 构造 . 

@ 我 们 要 再 提 一 下 , 两 个 集合 4 和 B 的 直 积 就 是 有 序 对 (a,b) 的 集合 , a € 4,5 e B. 两 个 空间 


(矢量 、 仿 射 或 欧 氏 空间 ) 的 直 积 仍 有 同类 型 空间 的 构造 . 
@ 即 存在 相互 之 间 的 一 个 保持 伽利略 构造 的 1-1 映射 . 
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C. 运动 , 速度 , 加 速度 
RN 中 的 运动 就 是 一 个 可 微 映射 x : IRN, I 是 实 轴 上 的 一 个 区 间 . 
导数 


_ jm ZE +h) - z(to) _ RN 
h—0 h 


称 为 to c I AKERE. 
二 阶 导数 


- dar 


. t—to 
称 为 如 点 的 加 速度 矢量 . 

我 们 将 假设 遇 到 的 函数 都 可 以 连续 求 导 所 需要 的 那么 多 次 . 以 下 除非 另 有 声明 ， 
映射 、 函 数 等 等 都 理解 为 可 微 映 射 、 可 微 函 数 等 等 .映射 m: I 一 RN 的 像 称 为 RN 
中 的 一 个 轨迹 或 曲线 . 

问题 平面 上 一 个 可 微 运动 的 轨迹 可 否 具有 图 3 的 形状 ? 其 加 速度 矢量 可 否 有 图 上 所 示 的 
值 ? 

答 是 . 否 . 


图 3 一 点 的 运动 轨迹 = 图 4 世界 线 


我 们 现在 定义 在 三 维 欧 氏 空间 中 nn 个 动 点 的 力学 系 . 

S z: ROR? 为 R? 中 的 运动 . "RUE ERO E R x R? 中 的 曲线 . 

伽利略 空间 中 的 曲线 若是 一 个 运动 在 某 个 (因此 也 在 每 个 ) 伽利略 坐标 系 下 的 
图 像 , 就 称 为 世界 线 (图 4). | 

n 点 系统 的 运动 在 傅 利 略 空间 中 给 出 n 条 世界 线 . 在 伽利略 坐标 系 中 , 它们 可 
Fi n 个 映射 zi : R>R3, i= 1,2,… n 来 表示 . 

n 个 R3 的 直 积 称 为 n 点 系统 的 构 形 空间 . 上 述 ”个 映射 zi : RR? 构成 了 由 
时 间 轴 到 构 形 空 间 的 一 个 映射 : 


z:R—oRN, N=3n. 


这 个 映射 也 称 为 此 n 点 系统 在 伽利略 坐标 系 取 x R9 中 的 运动 . 
Oit f: 4 一 B 的 图 像 是 直 积 A x B 中 由 所 有 形 如 (a, f(a)),a € A 的 元 所 成 的 子 集 . 
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D. 牛顿 方程 


根据 牛顿 的 决定 性 原理 ( 节 1C), 一 个 系统 的 一 切 运动 都 由 其 初始 位 置 (z(t0) € 
RA) 和 初速 度 (z(to) € RN) 唯一 地 决定 . 

特别 是 , 初始 位 置 和 初速 度 决定 了 加 速度 . 换言之 , 存在 一 个 函数 FF : RY x RN x 
R—RN 使 得 


ë = F(z,&,t). (1) 


牛顿 以 方程 (1) 作为 力学 的 基础 . 它 称 为 牛顿 方程 . 

由 常 微分 方程 解 的 存在 与 唯一 性 定理 , 函数 F 与 初始 条 件 z(to) 和 z(to) 唯一 
决定 一 个 运动 号 . 

对 每 个 特定 的 力学 系 , 函数 F 的 形状 是 由 实验 决定 的 . 从 数学 观点 来 看 , F 的 
形状 构成 该 力学 系 的 定义 . 


E. 由 相对 性 原理 所 加 的 限制 


伽利略 相对 性 原理 指出 : 在 物理 时 空中 有 一 个 特定 的 入 z 
伽利略 构造 (“ 惯 性 参考 系 类 ”), 具有 以 下 性 质 . = > | 
若 对 任 一 力学 系 @ 各 点 的 世界 线 作 同一 伽利略 变换 ， t t 
将 得 出 同一 系统 的 世界 线 (但 有 新 初始 条 件 )( 图 5). 图 5 伯 利 略 相 对 性 原理 
这 就 对 在 惯性 系 中 写 出 的 牛顿 方程 的 右 方 加 上 了 一 系 
列 限制 : 方程 (1) 对 伽利略 变换 群 必须 不 变 . 
例 1 时 间 平 移 是 人 利 略 变换 . 对 于 时 间 平 移 的 不 变性 意味 着 “自然 界 的 法 则 
是 恒定 的 ”, BI, 若 z = g(t) 是 方程 (1) 的 解 , 则 对 任意 s € R, plt + s) 也 是 一 个 解 . 
由 此 可 知 , 在 惯性 参考 系 中 (1) 式 右 方 不 含 时 间 : 


ë = (x, t). 


ik 在 以 下 情况 下 会 出 现 右 方 含 时 间 的 微分 方程 ， 
设 我 们 研究 力学 系 IHI 的 部 分 I 部 分 I 对 部 分 I 的 影响 有 时 可 以 用 描述 部 分 I 的 方程 组 
中 参数 对 时 间 的 变化 来 代替 . 


这 里 需要 一 定 的 光滑 性 条 件 , 这 些 条 件 我 们 假设 是 适合 的 . 一 般 说 来 , 方程 (1) 只 在 时 间 轴 的 
某 区 间 上 决定 一 个 运动 . 为 简单 计 , 我 们 设 此 区 间 就 是 整个 时 间 轴 , 而 在 大 多 数 力学 问题 中 都 是 如 
此 . 

@ 在 叙述 相对 性 原理 时 , 必须 记 住 , 讲 的 只 是 封闭 的 物理 系统 (包括 力学 系统 ), 即 是 说 , 在 研究 
这 个 给 定 现象 时 , 一 切 与 此 现象 相互 作用 因而 有 影响 的 物体 , 都 必须 包括 在 该 系统 内 , 严格 说 来 ， 
我 们 应 该 把 宇宙 中 一 切 物体 都 包括 在 系统 中 . 但 是 从 经 验 中 知道 , 其 中 许多 可 以 忽略 . 例如 在 研究 
行星 绕 日 运动 时 , 我 们 可 以 忽略 行星 之 间 的 引力 . 

另 一 方面 , 在 研究 地 球 附 近 的 物体 时 , 如 果 不 把 地 球 包 括 在 内 , 这 系统 就 不 是 封闭 的 ; 在 研究 飞 
机 的 运动 时 , 如 果 不 把 飞机 周围 的 空气 包括 在 内 , 系统 也 不 是 封闭 的 , 等 等 . 将 来 ,“ 力 学 系 ” 一 词 
在 大 多 数 情况 下 表示 封闭 系 , 如 果 有 非 封闭 系 的 问题 , 将 要 明显 地 指出 (例如 见 83). 
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例 ”在 研究 地 球 上 大 多 数 现象 时 , 月 球 对 地 球 的 影响 可 以 不 计 . 然而 , 在 研究 潮汐 时 , 必须 考 
虑 到 这 个 影响 ; 但 是 , 不 必 引 人 月 球 的 引力 , 只 要 引 人 地 球 上 重力 大 小 的 周期 性 变化 就 可 以 做 到 这 
—H. 


在 求解 一 个 问题 时 作 形 式 运算 的 结果 也 会 出 现 变 系 数 方程 . 
例 2 三 维 空间 中 的 平移 也 是 伽利略 变换 . 方程 (1) 对 于 这 种 平移 的 不 变性 意味 
空间 是 均匀 的 , 即 “ 空 间 各 点 有 相同 性 质 .” 也 就 是 说 , X» mi = pi(t)(i Ln) 

是 适合 (1) 的 nn 个 点 的 运动 , 则 对 任意 7 € R9, 运动 pit) 十 7(i = 1, ,n) 也 满足 
方程 (1). 

由 此 可 得 , 在 惯性 参考 系 中 , 方程 (1) 的 右 方 只 能 依赖 于 “相对 坐标 "zj 一 v. 

过 渡 到 匀速 运动 的 坐标 系 下 , 也 有 不 变性 (这 并 不 改变 ti 和 m; — ae 但 对 每 个 
t; 都 会 加 上 一 个 定 矢量 v), 由 此 可 知 , 惯性 参考 系 下 的 方程 (1) 之 右 方 只 能 依赖 于 
相对 速度 

ži = fi([rj; — Ek, Bj — tk} d k= l3, ,nN. 

例 3 伽利略 变换 中 还 有 三 维 空间 的 旋转 ， 对 这 些 旋转 的 不 变性 ， 意 味 着 空间 
是 各 向 同性 的 ; 没有 什么 事先 特定 的 方向 . 

于 是 , 如 果 pi : ROR3(í = 1,… ,n) 是 n 个 点 的 系统 的 满足 (1) 的 运动 , 而 
G : RÈR? 是 一 个 正 交 变 换 , 则 运动 Goi: R 一 R3(i = 1,… ,n) 也 满足 (1). 换言之 

F(Gz,G&) = GF(z,&). 


Gz 表示 (Gzi,--- ,Gen), 2; € R$. 
问题 若 一 力学 系 只 由 一 点 组 成 , 证 明 它 在 惯性 参考 系 中 的 加 速度 为 零 (“ 牛 顿 第 一 定律 ”). 
提示 ”由 例 1、 例 2, 加 速度 矢量 不 依赖 于 x. è xk t, 而 由 例 3, 矢量 F 应 对 旋转 不 变 . 


问题 设 一 个 力学 系 由 两 点 组 成 . 在 初始 时 刻 其 速度 (在 某 惯性 参考 系 中 ) 均 为 零 . 证 明 它 
们 将 停留 在 初始 时 刻 联结 它们 的 直线 上 . 


问题 设 一 个 力学 系 由 三 点 组 成 . 在 初始 时 刻 其 速度 (在 某 惯性 参考 系 中 ) 均 为 零 . 证 明 它 
们 总 位 于 初始 时 刻 包含 它们 的 平面 上 . 


问题 设 一 个 力学 系 由 两 点 组 成 . 证 明 对 任意 初始 条 件 都 存在 一 个 惯性 参考 系 , 使 在 其 中 这 
两 点 总 位 于 一 个 固定 平面 上 . 


问题 证 明 “镜子 里 面 ”的 力学 和 我 们 的 力学 是 一 样 的 . 

提示 “在 伽利略 群 中 有 一 个 反射 变换 , 它 改变 R? 的 定向 . 

问题 惯性 参考 系 类 是 否 唯 一 ? 

E 否 . 改变 长 度 和 时 间 单 位 或 时 间 的 方向 就 可 得 出 其 他 的 惯性 参考 系 类 . 


83. 力学 系 的 例子 
我 们 已 经 提 到 对 于 每 个 力学 系 , 牛顿 方程 (1) 中 函数 F 的 形状 由 实验 确定 . 下 面 是 些 例子 . 


83， 力 学 系 的 例子 9. 


在 考查 具体 的 力学 系 时 , 不 把 宇宙 间 一 切 物 体 都 归 人 这 个 系统 是 合理 的 ; 例如 , 在 研究 发 生 在 
地 球 上 的 多 数 现象 时 , 可 以 忽略 月 球 的 影响 . 此 外 , 通常 也 可 以 不 计 所 研究 的 过 程 对 地 球 本 身 运 动 
的 效应 ; 我 们 甚至 可 以 把 附着 在 地 球 上 的 一 个 坐标 系 看 作 “ 固 定 的 ”". 很 清楚 , 相对 性 原理 不 再 把 
前 述 的 限制 加 在 用 这 样 的 坐标 系 写 出 的 运动 方程 上 . 例如 , 在 地 球 附近 就 有 一 个 特殊 的 方向 : 铅 直 
方向 . 


A. 例 1: 石 块 落 向 地 球 
ior 是 石 块 在 地 面 上 方 的 高 度 , 实验 表明 


这 = -9g， 这 里 g = 9.8 m/s? (MAI). (2) 
若 引 入 “位 能 ”7 = gr, 则 方程 (2) 可 以 写 为 
_ 4U 


~ dz” 


若 避 :BEN 一 及 是 欧 氏 空间 上 的 可 微 函 数 , 则 我 们 将 用 /az 
表示 函数 U 的 梯度 . 若 EN = E" ox. x Em™ 是 欧 氏 空间 的 直 
fa, 则 我 们 记 一 点 x € EN 为 (zl ,zx), 记 9U/6z HRE 9 
(8U/8z1,… ,9U/6zk). 特别 是 , 若 x1,… ,zN 是 EN PRE 
JLE, 则 矢量 9U/ðx 的 分 量 是 0U/Oxi,--- ,9716zk. 图 6 石 块 落 向 地 球 
实验 表明 石 块 对 地 球 上 某 点 O 的 径 矢 量 满足 方程 


右边 的 矢量 指向 地 球 . 它 称 为 重力 加 速度 矢量 g( 图 6). 
B. 例 2: 从 很 高 高 度 下 落 


和 所 有 的 实验 事实 一 样 , 运动 (2) 的 适用 范围 是 有 限 的 . 按照 牛顿 所 发 现 的 一 
个 更 精确 的 落体 定律 , 加 速度 反比 于 距 地 心 距离 的 平方 : 


rà 
T To 


= 7075 
及， 7 


RE r= ro 十 z( 图 7)， 
如 果 我 们 引入 与 到 地 心 的 距离 成 反比 的 位 能 图 7 地 球 的 重力 场 


U= -£, k= gre, 
则 这 个 方程 也 可 以 写成 (3) 的 形状 . 
问题 ”决定 必须 以 什么 速度 掷 出 石头 才能 使 它 无 限 地 远离 地 球 表 面 @. 
Æ > 11.2 km/s. ro—6 400 km. 


@ 这 就 是 所 谓 第 二 宇宙 速度 wz( 或 称 对 于 地 球 的 逃逸 速度 . 一 一 — 我 们 的 方程 中 并 没 
有 计 人 太阳 的 引力 , 如 果 石 块 对 地 球 的 速度 小 于 16.6 kmy/s( 对 太阳 系 的 逃逸 速度 . 一 一 中 译 者 注 ) 
的 话 , 太阳 的 引力 会 制止 石 块 逃逸 出 太阳 系 . 
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C. 例 3: 物体 在 弹簧 作用 下 沿 直线 的 运动 
实验 表明 , 弹 得 在 小 的 拉 伸 下 , 其 运动 方程 将 是 (图 8) 


EI 
SERI MIDI 如 果 我 们 引入 位 能 
Quz 


U=- 


图 8 弹簧 上 的 物体 ”这 方程 也 可 以 写成 (3) 的 形状 . 
如 果 把 这 一 个 物体 换 成 两 个 与 它 相同 的 物体 , 则 在 弹簧 
同样 的 拉 伸 下 , 加 速度 只 有 一 半 大 . 
已 经 在 实验 中 证 实 , 对 于 任意 两 个 物体 , 在 弹簧 同样 的 拉 伸 下 , 加 速度 之 比 21/2 
是 固定 的 ( 即 不 依赖 于 拉 伸 的 程度 或 弹簧 的 特性 , 而 只 依赖 于 物体 本 身 ). 这 个 比 的 
倒数 定义 为 这 两 个 物体 的 质量 比 : 
di .m; 
Ëo m; 
我 们 取 一 固定 物体 , 例如 一 升水 >), 作为 质量 单位 . 我 们 从 经 验 中 知道 所 有 物体 
的 质量 都 是 正 的 . 质量 与 加 速度 的 乘积 mz 不 依赖 于 物体 , 而 是 弹簧 拉 伸 的 一 个 特 
征 . 这 个 值 称 为 弹簧 作用 于 物体 的 力 . 
我 们 以 “牛顿 ” 作为 力 的 单位 . 如 果 把 一 升水 悬挂 在 地 球 表面 上 的 一 个 弹簧 上 ， 
弹簧 的 作用 力 是 9.8 牛顿 (=1 kg). 


D. Bi 4: RFA 
4 E9 = E95 x...x E? 是 欧 氏 空间 ES 中 一 个 n 点 系统 的 构 形 空间 ， 令 
U : E9^ 5 R 为 一 可 微 函 数 , ml …… ,mm 均 为 正 数 . 


定义 质量 为 m, ,ma BS n 个 点 在 位 能 为 U 的 势 场 中 的 运动 由 以 下 微分 方 


程 组 给 出 : 
OU 


Oz 
例 1 到 例 3 中 的 运动 都 有 这 样 的 形状 . 许多 其 他 力学 系 的 运动 方程 也 有 相同 的 
形状 . 例如 , 天 体力 学 中 的 三 体 问题 就 是 一 个 (4) 那样 的 问题 , 其 中 
mimi ma2ams M3am1 
la 一 zz llez- esl] læs- æl 
许多 来 源 完 全 不 同 的 方程 也 可 以 化 成 (4) 的 形状 , 例如 电 振 动 的 方程 就 是 . 
在 下 一 章 里 我 们 主要 研究 (4) 那样 形式 的 微分 方程 组 . 


3 严格 说 , 还 应 指出 这 升水 所 处 的 温度 、 压 力 等 等 . 一 一 日 译 者 注 


Mii = 一 i=1, ,Nn. (4) 


第 二 章 ”运动 方程 的 研究 


在 绝 大 多 数 情况 (例如 , 三 体 问题 ) F, 我 们 既 不 能 解 出 运动 的 微分 方程 组 , 也 不 
能 完全 地 描述 解 的 性 态 . 在 这 一 章 里 , 我 们 要 考虑 一 些 简 单 然而 重要 的 问题 , 它们 的 
牛顿 方程 是 可 解 的 . 


84. 具 一 自由 度 的 力学 系 


在 本 节 中 我 们 要 研究 微分 方程 (1) 的 相 平 面 . 看 一 看 位 能 的 图 像 就 足够 对 这 个 方程 作 定性 的 
分 析 了 . 此 外 , 用 求 积 法 积 出 了 方程 (1). 
A. 定义 


具 一 自由 度 的 力学 系 就 是 可 以 用 一 单个 微分 方程 来 描述 的 力学 系 : 


ï= f(z) xc€R. (1) 
动能 是 二 次 型 
T - iS. 
位 能 是 函数 a 
v)--[ FO. 


此 式 前 的 符号 使 得 当 石 块 高 于 地 面 时 , 其 位 能 为 正 . 
注意 , 位 能 决定 了 f. 因此 , 为 了 刻画 (1) 形 的 系统 , 给 出 位 能 就 够 了 . 对 位 能 加 
一 个 常数 不 会 改变 运动 方程 (1). 
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总 能 量 是 二 者 之 和 : 
E-T4U. 
所 以 , 总 能 量 是 x 和 之 RR E(x, iż). 
定理 (能 最 守恒 定律 按 方程 (1) 运动 的 点 之 总 能 量 守 恒 :(z(t),z(t)) 与 
xx. | . 
证 
STU) = ES RT 8(B- ja) =0. n 
B. TH3E TRI 


方程 (1) 等 价 于 以 下 两 个 方程 的 方程 组 
t=y, y= f(z). (2) 
考虑 坐标 ry 的 平面 , 称 为 方程 (1) 的 相 平 面 . 相 平面 上 的 点 称 为 相 点 . 方程 组 (2) 
的 右 方 在 相 平面 上 决定 了 一 个 矢量 场 , 称 为 相 速 度 矢量 场 . 
(2) 的 解 是 相 平面 上 一 个 相 点 的 运动 p : R 一 R?, 而 动 点 在 每 时 刻 的 速度 等 于 相 


点 在 该 时 刻 @ 所 在 位 置 处 的 相 速 度 矢 量 . 
e 的 像 称 为 相 曲 线 . 因此 , 相 曲 线 由 以 下 的 参数 方程 给 出 


r—w(t), y-u(t) 
问题 证 明 经 过 每 个 相 点 有 一 条 且 仅 有 一 条 相 曲 线 ， 


提示 “参考 常 微分 方程 教 本 . 
我 们 要 注意 , 相 曲 线 可 能 缩 为 一 点 . 这 种 点 称 为 平衡 位 置 . 平衡 位 置 上 的 相 速度 
矢量 为 零 . | 
能 量 守恒 定律 使 我 们 很 容易 找到 相 曲 线 . 在 每 个 相 曲 线 上 , 总 能 量 是 恒定 的 . DÀ 
此 , 每 个 相 曲 线 都 完全 位 于 一 个 等 能 集 E(x,y) = h E. 
C. 例子 


例 1 振动 理论 的 基本 方程 是 


到 为 简单 计 , 我 们 于 此 假设 解 p 定义 在 整个 时 间 轴 RR 上 . 
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这 时 (图 9) 我 们 有 
r? z i? m 
T-—U-LE-LL 


等 能 集 是 同心 圆 和 原点 . 相 点 (m, v) 处 的 相 速度 矢量 分 量 是 (y, 6). 它 与 动 径 方向 垂 
直 , 大 小 相等 . 因此 , 相 点 在 相 平面 上 的 运动 是 绕 O 的 匀速 旋转 :x = ro cos(o—t), y = 
ro sin(ypo — t). 每 个 等 能 集 都 是 相 曲 线 . 


E E, 
E, 
E 
图 9 方程 = -z 的 相 平面 图 10 位 能 和 相 曲 线 


例 2 设 位 能 由 图 10 的 图 像 给 出 . 我 们 要 画 出 等 能 集 Lu? +U) = E. 下 面 的 
事实 对 此 是 有 用 处 的 . 

1. (2) 的 平衡 位 置 必 在 相 平面 的 x 轴 上 . 若 & 是 位 能 的 临界 点 , 即 (9U/8zj|。-e = 
0, 则 点 z = E, y = 0 是 一 个 平衡 位 置 . 

2. 等 能 集 在 其 上 各 点 附近 都 是 光滑 曲线 , 只 要 这 点 不 是 平衡 位 置 (这 可 由 隐 函 
数 定理 得 出 ). 特别 是 , 车 数 e 不 是 位 能 的 临界 值 ( 即 不 是 位 能 在 其 一 个 临界 点 上 所 
取 的 值 ), 则 能 量 为 E 的 等 能 集 是 一 个 光滑 曲线 . 

因此 , 为 了 研究 等 能 曲线 , 应 该 注意 五 的 临界 值 与 近 临 界 值 . 这 里 , 想象 一 个 小 
球 在 势 阱 7 中 的 滚动 是 很 方便 的 . 

例如 , 考虑 以 下 的 论证 :动能 是 非 负 的 . 这 意味 着 位 能 小 于 或 等 于 总 能 量 . 位 能 
越 小 , 速度 越 大 .” 这 一 点 就 可 以 翻译 成 :小 球 不 可 能 升 高 到 高 于 其 初始 能 量 的 能 级 
上 而 跳出 势 阱 . 当 它 跌 人 势 阱 时 , 小 球 就 获得 了 速度 .” 我们 也 注意 到 , 位 能 的 局 部 极 
大 点 是 不 稳定 的 , 但 其 极 小 点 是 稳定 平衡 位 置 . 

问题 证 明 这 一 点 . 
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问题 图 10 中 相应 于 能 级 E» 的 分 离 曲线 (或 称 分 界 流 形 ), 即 相应 于 Ez 的 8 字形 曲线 ， 
由 几 条 相 曲 线 组 成 ? 


答 三 条 . 

问题 ”决定 沿 分 离 曲线 运动 所 需 时 间 ， 

答 ”由 唯一 性 定理 知 时 间 为 无 限 . 

问题 证 明 ( 沿 一 个 方向 ) 由 zl 到 zs 所 需 时 间 等 于 


t2 一 五 一 n ad 0 
zı vV2(E-U(z)) 


问题 给 出 位 能 的 图 像 如 图 11, 画 出 相 曲 线 . 


M Dw 
e ^ (b) ? 


图 11 位 能 
答 图 12. 
(8) (b) 
图 1:2 相 曲 线 


问题 ” 画 出 “理想 平面 摆 ”( 即 数学 摆 ) 方程 > = —sinz 的 相 曲 线 . 
问题 “” 画 出 “在 旋转 轴 上 的 摆 方 程 " 羡 = 一 sinz 十 M 的 相 曲 线 . 


ik ”以 上 两 题 中 r 表示 摆 的 角 位 移 . 坐标 相差 2r 的 点 对 应 于 摆 的 相同 位 置 . 所 以 , 除了 相 
平面 以 外 , 考虑 相 柱 面 {fz(mod 27), y} 是 很 自然 的 . 
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问题 求 出 相应 于 最 大 位 能 E = U(&)( 图 13) 的 临界 等 能 曲线 各 分 枝 的 切线 . 
答 y= 土 VU”(&)(z -—é). 
问题 $ S(E) 为 对 应 于 能 级 E 的 封闭 相 曲 线 所 包围 的 面积 . 证 明 沿 此 曲线 运动 的 周期 是 


_ d8 


T= JE 


问题 令 Eo 为 位 能 在 极 小 点 6 的 值 . 求 在 点 上 附近 的 小 振动 的 周期 To, XE To = 
limg_,go T(E). 

答 ox/ /U"(E). 

问题 考虑 相应 于 能 级 E 的 封闭 相 曲 线 . 它 是 否 在 李 雅 普 诺 夫 意义 下 稳定 2? 


€ omo. 
[个 
€ zr 
y gs 
gt 
€ Lamm 
T M 
图 13 临界 等 能 曲线 图 14 相 流 
D. 相 流 


S M 为 相 平面 上 一 点 . 我 们 来 看 方程 组 (2) 的 解 , 其 在 t= 0 时 的 初始 条 件 由 
点 M 表示 . 我 们 假设 方程 组 的 任 一 解 都 可 以 拓展 到 整个 时 间 轴 上 . 我 们 的 解 在 任意 
值 t 时 所 取 的 值 依赖 于 M. 我 们 记 所 得 的 相 点 (图 14) 为 


M(t) — gM. 


这 样 , 我 们 定义 了 相 平面 到 其 自身 的 映射 gt: R2—IR2. 由 常 微 分 方程 中 的 定理 ， 
映射 gt 是 一 个 微分 同 胚 ( 即 具有 可 微 逆 的 1 一 1 可 微 映射 ). 这 些微 分 同 且 g' te R 
构成 一 个 群 : g^** = gtogs. 映射 g? 是 恒 等 映射 (gM = M), g~t 是 gt 之 逆 . 由 式 子 
g(t, M) = g! M 所 定义 的 映射 g : R x R?5R? 是 可 微 的 . 把 所 有 这 些 性 质 综合 起 来 就 

吕 唯 一 的 例外 是 周期 不 依赖 于 能 量 的 情况 . 
IJ) 关于 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 的 定义 , 见 V. I. Arnold, Ordinary Differential Equations,, MIT Press 


1973, 155. 英 译 者 注 
2) 见 Smale S, Hirsch M W,[1]. 一 一 日 译 者 注 
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说 , 变换 gt 构成 相 平 面 的 微分 同 胚 的 一 个 单 参数 群 . 这 个 群 也 称 为 由 方程 组 (2)( 或 
方程 (1)) 给 出 的 相 流 . | 

例 D ë= -2z 给 出 的 相 流 即 绕 原 点 旋转 角 t 的 旋转 gt 之 群 . 

问题 ”证明 位 能 为 UV = -et 的 力学 系 不 定义 相 流 . 

问题 证 明 若 位 能 为 正 , 则 必 有 相 流 . 

提示 ”用 能 量 守恒 律 证 明 解 必 可 无 界 地 拓展 . 


问题 MEA z^ 十 (y 一 1)? < 1 在 方程 (8) REP =r 5 (b) GEREP a — -sinz 的 
相 流 之 变换 作用 下 的 像 


答 图 15. 


图 15 相 流 对 圆 的 作用 


85. 具 二 自由 度 的 力学 系 


分 析 一 个 一 般 的 具有 二 自由 度 的 有 势力 学 系 超出 了 现代 科学 的 能 力 , 在 这 一 节 里 我 们 将 看 几 
个 最 简单 的 例子 . 


A. 定义 
所 谓 二 自由 度 的 力学 系 , 我 们 是 指 由 以 下 微分 方程 所 定义 的 系统 : 
ë= f(x), z E E?, (1) 


f 是 一 个 平面 矢量 场 . 
一 个 力学 系 如 果 有 一 函数 U V ER 使 f = -oU ðr, 就 称 为 保守 系 . 于 是 保 
守 系 的 运动 方程 的 形状 是 € = -6U7/8zO 


包 在 平面 E? 的 稍 卡 儿 坐 标 中 是 2 = —0U/0zi 和 ia = —9U/0z2. 


这 里 设 U HERE, 因为 U 是 位 能 , 而 位 能 总 是 单 值 的 . —— 中 译 者 注 
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B. 能 最 守恒 定律 
定理 保守 系 的 总 能 量 守恒 , MA 


= =0, XĦ E= je + U(x), t? = (à, à). 
证 由 运动 方程 ， 
| : = (ż, ë) + (9U/Ox., à) 
= (ë + ðU /ðz, à) = 0. o 
系 若 初 始 时 刻 的 总 能 量 为 E, 则 一 切 轨道 均 位 于 区 域 U(z) <E 中, 即 一 点 在 
任何 时 刻 都 位 于 势 阱 (z1, za) < E 内 . 
注 对 具 一 自由 度 的 力学 系 , 总 可 以 引入 位 能 


v=-/ EOLA 


具有 二 自由 度 的 力学 系 就 不 是 这 样 了 . 
问题 REH ë= f(s), x € E? 的 非 保守 系 之 例 . 


c. 相 空间 
运动 方程 (1) 可 以 化 为 方程 组 
ii-W. t2 = ys, 
ðU 


OU l (2) 


Ózi' y2 = ~ O72 


具 二 自由 度 力 学 系 的 相 空 间 即 坐标 为 21,2, yi 和 y2 的 四 维 空间 . 

方程 组 (2) 在 四 维 空间 中 定义 了 相 速 度 矢量 场 以 及 相 流 9 ( 它 是 四 维 空间 中 微 
分 同 胚 的 一 个 单 参数 群 )，(2) 的 相 曲 线 是 四 维 相 空间 的 子 集 . 整个 相 空间 被 分 解 成 
相 曲线 的 集合 . 把 相 曲 线 由 四 维 空间 投影 到 zi, za 平面 上 就 给 出 了 动 点 在 21,22 平 
面 上 的 轨迹 . 这 些 轨 迹 称 为 轨道 . 尽管 相 曲线 彼此 不 相交 , 轨道 则 可 以 有 交点 . 能 量 
守恒 定律 的 方程 


ji--— 


A2 2 2 
E-T Us) LH 232 4 Ula, ga). 


在 四 维 空间 中 定义 一 个 三 维 超 曲面 : E(xi,22,y1, y2) = Eo; 这 个 曲面 re, 在 相 流下 
不 变 : g'mp, = rm、 可 以 说 , 相 流 沿 等 能 超 曲面 流动 . 相 速度 矢量 在 各 点 上 都 切 于 
neo 所 以 ne, 完全 由 相 曲 线 组 成 (图 16). 


@ 在 和 上 节 相 同 的 通常 限制 下 . 
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v 2 To 
TE; 


T2 


图 16 等 能 面 与 相 曲 线 图 17 球面 摆 的 等 位 能 曲线 


D. 例 1 (< 球面 摆 的 小 振动 ") 令 U= jc 22). 在 21,25 平面 上 的 等 位 能 
集 是 同心 圆 (图 17). 
运动 方程 $1 = 一 x1, 人 2 = 一 22 等 价 于 方程 组 


tı =Y, t2 = Y2, 


ğı = g1, = T2. 


这 个 方程 组 可 以 分 解 为 两 个 独立 的 方程 组 ; 换言之 , 坐标 xi 和 zs 的 每 一 个 随 
时 间 变 化 的 方式 都 和 具 一 自由 度 的 力学 系 一 样 . 
每 一 个 解 的 形状 都 是 


zı = cl cost + co sint, Z9 = ca Cost + casint, 
yı = —c sin t + c2 cost, yo = —cssint + c4 cost. 


由 能 量 守恒 定律 ， i 1 
E = 5(yi * v3) + S (ei c o2) 一 常数 ， 
因此 , 等 能 超 曲面 是 四 维 相 空间 (1,22, 91, y2)) 中 的 球面 . 
问题 证 明 上 例 的 相 曲线 是 此 球面 上 的 大 圆 ( 即 球面 与 过 球 心 的 二 维 平 面 的 截 口 ). 


问题 证 明 曲 面 rs 上 之 相 曲线 集 构成 一 个 二 维 球面 . 公式 w= (ci dii) / (12 + iy) 给 
出 了 由 三 维 球面 re 到 此 二 维 球面 ( 即 w 的 复 平面 补充 以 oo 点 ) ER EER (Hopf) 映射 ”. 
相 曲 线 即 点 在 霍 普 夫 映射 下 的 原 像 


问题 ” 求 相 曲线 在 zl, za 平面 上 的 投影 ( 即 画 出 一 点 的 运动 轨道 ). 


E. 例 2 (“ 利 萨 如 (Lissajous) MW”). 我 们 再 来 看 一 个 平面 运动 (“具有 二 
自由 度 的 小 振动 ”): 


dj = 一 Z1， jo = 一 w2zo. 
位 能 是 


1 1 
U = 5*1 十 ze t2 
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由 能 量 守恒 定律 , 若 初 始 时刻 的 总 能 量 为 


l,. PNE 
Pier + 2) + U (1,22) = E, 


则 所 有 的 运动 都 发 生 在 椭圆 (21,22) < E W. 
除 此 以 外 , 我 们 的 力学 系 包含 了 两 个 独立 的 一 维 力学 系 . 因此 , 能 量 守恒 定律 对 
其 中 的 每 一 个 都 分 别 成 立 , 即 是 说 , 以 下 的 量 都 分 别 是 守恒 的 : 


1 1 1 
Bl = = 这 十 =z3， Po = 二 2 十 ze 03, (E = E; + E2). 


所 以 ， 变量 Ti 界 于 区 域 [zi] < Ai 内 ， Ai = V2B1(0), 而 T2 则 在 区 域 |zz| < EU 内 
振动 , Aa = V2E2(0)/w. 这 两 个 区 域 的 交 定义 了 包含 着 一 切 轨道 的 矩形 (图 18). 


问题 ”证明 此 和 矩形 内 接 于 椭圆 UV < E. 我 们 的 方程 通 解 
是 zl = Ai sin(t + p1), za = hz sin(wt + p2), 动 点 独立 地 在 
水 平方 向 上 作 一 个 频率 为 1 振幅 为 A, 的 振动 , 以 及 在 铝 直方 
向 上 作 一 个 频率 为 w 振幅 为 A2 的 振动 . 

考虑 下 面 的 在 rr. 平面 上 描画 轨道 的 方法 . E 
一 个 底 长 为 241, 高 为 242 的 带 形 . 在 带 上 作 一 个 周 
期 为 2r4i/w 振幅 为 A» 的 正弦 波 , 并 把 这 带 卷 成 加 M AY SEN < 
柱 面 (图 19). 把 绕 在 圆柱 面 上 的 正弦 波 正 交 投 影 到 zl， 
za 平面 上 就 给 出 了 所 求 的 轨道 , 称 为 利 萨 如 图 形 . 

利 萨 如 图 形 可 以 在 示波器 上 很 方便 地 看 见 , 示波器 可 以 把 水 平和 铅 直 轴 上 独立 
的 谐振 动 分 别 显示 出 来. 


x? 


图 19 利 萨 如 图 形 的 作法 


利 萨 如 图 形 的 形状 与 频率 v 很 有 关系 . 若 w = 1( 例 1 中 的 球面 摆 ), 圆柱 面 上 的 
曲线 是 一 个 椭圆. 它 在 x1, za 平面 上 的 投影 依赖 于 相位 差 pz — pl. 对 于 pl = wa 我 
们 得 到 矩形 的 一 条 对 角 线 ; 对 于 小 的 pa - p1, 我 们 得 到 一 个 内 接 于 和 矩形 而 很 接近 于 
对 角 线 的 椭圆 . 对 wa - pi = T 我 们 得 到 一 个 主轴 为 z1, zs 轴 的 椭圆 ; 当 wa — y 
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由 x/2 增加 到 r 时 , 椭圆 缩 成 第 二 条 对 角 线 ; 当 wa — pi 再 增加 时 , 整个 过 程 又 从 头 
重复 (图 20). 


Eo. EZ EJ 


图 20 w= 1 时 的 一 串 利 萨 如 图 形 ”图 21 oci 的 利 萨 如 图 形 图 22 w= 2 的 利 萨 如 图 形 


现在 设 频 率 仅 为 近似 相等 : w zs 1. 曲线 上 相应 于 0 < t < 27 的 一 段 很 接近 于 一 
个 椭圆 . 下 一 圈 也 还 很 像 椭 圆 , 但 这 时 相位 差 wa — oi 比 原来 增加 了 2r(w — 1) fis. 
所 以 w ex 工时, 利 萨 如 图 形 是 一 个 变形 了 的 椭圆 而 随 位 相 之 改变 由 与 一 条 对 角 线 相 
合 进而 与 另 一 条 对 角 线 相合 (图 21). 


若 一 个 频率 为 另 一 个 的 2 fi (w = 2), 则 对 于 某 些 特定 的 相 移 , 利 萨 如 图 形 将 变 
成 一 个 两 次 走 过 的 弧 (图 22). 


问题 证 明 此 曲线 是 一 个 抛物 线 . 
增加 相 移 ps — pi 将 依次 得 出 图 23 上 的 曲线 . 


Ta X3 

Tl TI 
Ta X2 

Ti Ti 


图 23 w = 2 时 的 一 串 利 萨 如 图 形 


一 般 说 来 , 若 一 个 频率 是 另 一 个 的 m 倍 (w = n), 则 在 相应 的 利 萨 如 图 形 的 图 像 
中 有 一 个 n 次 多 项 式 的 图 像 (图 24); 这 个 多 项 式 称 为 切 比 雪夫 (Chebyshev) $ AR. 


问题 证 明 若 w = m/n, 则 利 萨 如 图 形 是 一 个 闭合 的 代数 曲线 ; 但 车 w 是 无 理 数 , 则 利 萨 如 
图 形 将 处 处 稠密 地 填 满 矩形 . 相应 的 相 曲 线 将 填 满 什 么 ? 
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图 24 切 比 雪夫 多 项 式 
86. 保守 力 场 
我 们 将 在 本 节 中 讨论 功 与 位 能 的 关系 . 


A. 力 场 沿 一 路 径 所 作 的 功 


回忆 一 下 力 五 沿路 径 S 所作 的 功 的 定义 . 恒定 力 (例如 我 们 举 起 一 个 负荷 时 所 
用 的 力 ) 在 路 径 S = MiM 上 所 作 的 功 定义 为 数量 积 (图 25) 


A = (F, S) = |F|[S! - cosy. 


M, 


[7 


M 
图 25 恒定 力 F 与 直 的 路 径 S 所 作 的 功 图 26 力 场 已 沿路 径 ! 所 作 之 功 


设 有 矢量 场 下 与 一 有 限 长 曲线 1. 我 们 用 分 段 为 AS: 的 折线 去 逼近 曲线 ! 并 记 
F, 为 力 在 AS; 上 某 点 之 值 ; 则 场 F iE) 上 之 功 定义 为 (图 26) 


A= lim X(FE,AS,). 
[AS;|—0 


在 数学 分 析 课 程 中 证 明了 , 车 场 是 连续 的 而 且 i 为 可 求 长 的 , 则 此 极限 存在 . 它 记 作 
[(F, d8). 


B. 场 为 保守 的 条 件 


定理 KEH 五 为 保守 的 当 且 仅 当 它 沿 路 径 Mi Ma 之 功 仅 依赖 于 路 径 之 端点 ， 
而 与 其 形状 无 关 . 
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证 设 场 严 之 功 与 路 径 无 关 . 这 时 
M 
UM)=- f q.s) 


定义 为 点 M 的 函数 . 容易 验证 OU 


EE 
即 场 为 保守 的 而 U 是 其 位 能 .当然 , 位 能 只 确定 到 可 加 上 一 个 任意 选 定 的 常数 
U(Mo). 


L 反之 , 设 场 是 保守 的 而 U 是 其 位 能 . 这 时 容易 验证 
DL. , 
MC | ], (6.49 = -U0 «van. 
图 27 一 个 非 执 即 是 说 , 功 不 依赖 于 路 径 的 形状 . n 
35 问题 证 明 矢 量 场 F = z2, F2 -—-—2 不 是 保守 的 (图 27). 


问题 ”在 除去 原点 的 平面 上 的 场 Fi = za/(z? + 23), Fz = -zi/(zz + 12) 是 否 是 保守 的 ? 
证 明 一 个 场 当 且 仅 当 它 沿 任 一 闭 回路 的 功 为 零 时 才 是 保守 的 . 

C. 有 心 场 

定义 平面 E? 上 的 矢量 场 称 为 以 O 为 心 的 有 心 场 , 如 果 它 对 平面 上 保持 O mi 
定 的 运动 之 群 @ 是 不 变 的 . 

问题 证明 有 心 场 中 一 切 矢量 都 位 于 过 O 的 射线 上 , 而 且 矢 量 场 在 一 点 的 大 小 只 依赖 于 此 
点 到 场 的 中 心 的 距离 . 

考虑 在 点 O 处 无 定义 的 有 心 场 也 是 有 用 的 . 

例 牛顿 场 F-.-k(r/r|) 是 有 心 场 , 但 节 6B 问题 中 的 场 不 是 

定理 每 个 有 心 场 都 是 保守 的 , 而 且 其 位 能 只 依赖 于 到 场 的 中 心 的 距离 , U 二 
U(r). 

证 由 上 面 的 问题 , nU F(r)-(r)e, r 是 关于 O 的 动 径 , r 是 其 长 , 单位 
矢量 e, = r/r 是 其 方向 . 于 是 


M2 r(M2) 
f (Pas) = 人 &(r)dr, 
Mi r(Mi) 


这 个 积分 显然 与 路 径 无 关 . 口 
问题 计算 牛顿 场 的 位 能 . 
注 本 节 中 的 定义 和 定理 均 可 直接 用 于 任意 维 欧 氏 空 间 . 
@ 其 中 包括 反射 . 
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87. ADA 


我 们 以 后 会 看 到 , 一 个 力学 问题 的 方程 对 某 个 运动 群 的 不 变性 总 蕴涵 着 一 个 守恒 律 . 有 心 场 
对 旋转 群 是 不 变 的 . 相应 的 首次 积分 称 为 角 动 量 . 
定义 质点 ( 具 单 位 质量 ) 在 平面 有 心 场 中 的 运动 方程 是 
T — Ó(r)e, 
r 是 以 场 的 中 心 O 为 起 点 的 动 径 , r 为 其 长 , er 为 其 方向 . 我 们 规定 此 平面 在 有 向 三 
维 欧 氏 空间 内 . 


定义 ”单位 质量 质点 关于 O 点 的 角 动 量 是 矢量 积 


M = [7]. M 
矢量 M 垂直 于 此 平面 并 只 需 一 个 数 M 即 可 给 出 : M = n 
Mn,n = [ei eo] 是 法 矢量 , ei 与 es 给 出 了 此 平面 的 有 向 VES 
标 架 (图 28). 
注 “一 般 说 来 ,“ 作 用 在 r 点 ”的 矢量 a 关于 O ARE 图 28 角 动 量 
是 [r,a]; 例如 在 中 学 静 力 学 中 讲 过 力矩 . 角 动 量 就 是 动量 矩 . 
A. 角 动 量 守恒 定律 


引 理 4- a,b 为 有 向 欧 氏 空间 RS 中 随时 间 变 化 的 矢量 . 于 是 
Š [a,b] = [à,b] + [a,b]. | 

证 由 导数 定义 可 知 . n 

定理 ( 角 动量 守恒 定律 ) 在 有 心 场 中 的 运动 , 关于 中 心 O 62:46 M 不 随时 
间 而 变 . 

证 由 定义 M = [r,r]. 由 引 理 , M = [P7] - [r9]. 因为 场 是 有 心 的 , 由 运动 方 
程 可 知 r 5 v 共 线 , 所 以 M = 0. D 

B. FEHER 

角 动 量 守恒 定律 最 早 是 由 开 普 勒 通过 观察 火星 运动 而 发 现 的 . 开 普 勒 对 它 的 陈 
述 方式 与 此 稍 有 不 同 . 

在 我 们 的 平面 上 引入 极 坐 标 7, o, 极点 在 中 ， 心 O. 在 坐标 为 (r| = rv) 的 点 7 
处 考虑 两 个 单位 矢量 : 其 中 一 个 e, 沿 着 动 径 , 因此 


T —rTe,, 


另 一 个 为 e, 与 它 垂 直 并 指向 o 增加 的 方向 . 我 们 把 速度 矢量 * 用 基底 er ep 来 
表示 (图 29). 
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rót +t) ra) 
多 


图 29 RE s 按 基底 er, ey 的 分 解 图 30 面积 速度 


引 理 有 关系 式 


È = fer + Thep. 
证 显然 , er 与 ey 均 以 角速度 2 旋转 , 即 有 
er = pep, ep = -Der， 
对 等 式 r = ren 求 导 即 得 
六 一 er 十 rer = ?er Geo. 口 
由 此 知 角 动 量 即 是 
M = [r, 7] = fyer] + [r,rpey] . 
= ré[r, ep] = r°ġler, ep]. 


所 以 量 "22 守恒 . 这 个 量 有 简单 的 几何 意义 . 
开 普 勒 把 动 径 所 扫 过 的 面积 S(t) 之 变 率 称 为 面积 速度 C (图 30): 


d$ 
C= 


开 普 勒 通过 观察 行星 运动 所 发 现 的 定律 说 : 在 相等 时 间 内 , 动 径 扫 过 的 面积 相等 , 所 
以 面积 速度 是 47 常数 . 这 是 角 动 量 守恒 定律 的 一 种 陈述 方式 . 因为 
AS = S(t + At) — S(t) = 3r 9A +o(At), 


所 以 面积 速度 


是 单位 质点 的 角 动 量 之 半 , 从 而 是 守恒 的 . 


例 通信 卫星 (内 电 ) 的 轨道 是 很 细 长 的 . HAERE, 这 样 一 个 卫星 绝 大 部 
分 时 间 停 留 在 其 轨道 远离 中 心 的 部 分 , 因为 o 之 量 在 那里 很 小 . 


88， 在 有 心力 场 中 的 运动 的 研究 .25 ， 


$8. 在 有 心力 场 中 的 运动 的 研究 


角 动 量 守恒 定律 使 我 们 能 把 有 心力 场 中 的 运动 问题 化 为 一 自由 度 的 问题 . 由 此 , 可 以 完全 决 


定 有 心力 场 中 的 运动 
A. 化 为 一 维 问题 
考虑 (质量 为 1) 的 质点 在 平面 有 心力 场 中 的 运动 : 
ï= -Z, U =U(r). 


采用 极 坐 标 r, v 是 很 自然 的 . 

由 角 动 量 守恒 定律 , E M = p(t)r2(t) 为 常数 ( 即 与 t 无 关 ). 

定理 对 于 单位 质量 质点 在 平面 有 心力 场 中 的 运动 , 质点 到 中 心 的 距离 之 变化 ， 
与 位 能 为 M? 
V(r) = U(r)+ x 
的 一 维 问题 中 7 的 变化 方式 相同 . 

证 将 第 7 节 中 证 明了 的 关系 式 (7 = rer + rpee) 微分 ， 
j=(F—rp)er + (26$ 十 rO)ee: 
因为 场 是 有 心 的 , 所 以 


因此 , 极 坐标 下 的 运动 方程 形状 为 


"C QU TEMP 
T— ro ni 2f +r — Q0. 


但 由 角 动 量 守恒 定律 ， 
=z 
M 5 t 无 关 , 而 由 初始 条 件 决定 . 所 以 
P=- grt ar- 而 Y=U+ 把 
T V(r) 称 为 有 效 位 能 . 口 
注 在 化 出 的 一 维 问题 中 总 能 量 
E = 5 +V(r) 
等 于 原 问 题 的 总 能 量 ; 
E= 2". t U(r), 
这 是 因为 
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B. 运动 方程 的 求 积 
化 出 的 一 维 问题 总 能 量 守 恒 . 因此 ,+ 对 上 的 依赖 性 可 由 求 积 法 得 出 : 


= (E —V(r)) fa- / ——Á— E V vo» 
HX o = Mfr, Æ = x FK — V(r)), 从 而 极 坐标 下 的 轨道 方程 也 可 用 求 积 
法 得 出 . 
"m Mjr?dr | 
VEVE) 
C. 轨道 的 研究 


固定 角 动 量 之 值 为 M. 若 画 出 有 效 位 能 V(r) 的 图 像 (图 31), 就 容易 看 得 见 7 
随时 间 t 的 变化 . 
总 能 量 之 值 为 E. 相应 于 给 定 的 5 M 的 一 切 轨道 均 位 于 V(r) « E 的 区 
" 在 此 区 域 的 边界 上 ， V = E, 亦 即 * = 0. 然而 动 点 的 速度 一 般 并 不 为 零 , 因为 
x MZOHBL o0. 
不 等 式 V(r) < E 在 平面 上 给 出 一 个 或 几 个 环形 区 域 : 


O S Tmin € T € Tmax 和 OO. 


z 0 S Tmin < Tmax < ©, 运动 总 是 有 界 的 ， 而 且 位 于 半径 为 Tmin 和 Tmax 的 圆周 所 
成 的 环 内 . 


图 31 有 效 位 能 的 图 像 图 32 质点 在 有 心力 场 中 的 轨道 


图 32 上 画 出 了 一 个 轨道 的 形状 . 角 uo 单调 地 变化 而 r 则 在 rmin 与 rmax 间 周 
期 振动 . + = rmin 处 的 点 称 为 近 心 点 . r = rmax 处 称 为 远 心 点 ( 若 中 心 为 地 球 则 为 近 
地 点 和 远地点 ; 中 心 为 太阳 则 为 近日 点 和 远 日 点 ; 中 心 为 月 亮 则 为 近 月 点 和 远 月 点 )， 

由 中 心 到 远 心 点 或 近 心 点 的 各 射线 均 为 轨道 的 对 称 轴 . 

轨道 通常 不 是 封闭 的 : 相 邻 的 近 心 点 与 远 心 点 之 间 的 角 由 以 下 积分 给 出 
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8- [^ M/r?dr 


V2E - V(r)) 

两 个 相 邻近 心 点 或 两 个 相 邻 远 心 点 之 间 的 角 是 其 两 倍 . 

Zi 5 2x 可 通 约 , 即 若 更 = 2rlmy/m) Ti m 5i n 
为 整数 , 则 轨道 是 封闭 的 . 

可 以 证 明 , 若 角 9 与 2r 不 可 通 约 , 则 轨道 在 环 中 
处 处 稠密 (图 33). 

若 Tmin = Tmax, BIER E dé V 的 一 个 极 小 值 , 环 就 图 33 在 环 中 稠密 的 轨道 
退化 为 一 个 圆 , 轨道 也 就 是 它 . 

问题 对 于 a 的 哪些 值 , 在 位 能 为 U = r^, -2 < o < oo 的 场 中 沿 圆 形 轨道 的 运动 是 李 雅 
普 诺 夫 稳 定 的 ? 

€ 只 有 a=2 时 才 是 1. 

对 于 稍 大 于 V 的 一 个 极 小 值 的 E 值 , 环 rain € T € rmax 是 很 窄 的 ,而 轨道 接 
近 于 圆 . 在 相应 的 一 维 问题 中 , > 将 在 V. 的 这 个 极 小 点 附近 振动 . 

问题 对 于 接近 于 半径 为 7 的 圆 的 轨道 求 角 e. 

提示 参照 下 面 的 节 D 问题 2. 

现在 看 rmax = oo 的 情况 . 若 Jum U(r) = Jum V(r) = Uw < oo, 轨道 可 能 引 向 
无 穷 远 处 . 若 初始 能 量 E 大 于 Us, 质点 以 有 限 速度 to = V2(E — Uo) 走向 无 穷 
远 处 . 我 们 注意 到 , 若 U(r) 趋 于 极限 的 速度 慢 于 772, 则 有 效 位 能 Y 将 在 无 穷 远 处 
是 吸引 的 (这 里 我 们 假设 位 能 U 在 无 穷 远 处 是 吸引 的 ). 

车 当 7 一 0 时 |U(7)| 的 增加 不 快 于 M2/272, 则 rmin > 0 而 轨道 永 不 能 趋向 中 
心 . 然而 . 若 当 ”一 0 时 , U(r) 十 (M2/27?) 王 一 00, 则 它 可 能 “ 落 进 场 的 中 心 ”. 甚至 可 
能 在 有 限时 间 内 就 落 进 场 的 中 心 (例如 在 U(r) = —1/7? 的 场 中 ). 

问题 ”考察 总 能 量 等 于 有 效 位 能 V 的 一 个 局 部 极 大 值 时 轨道 的 形状 . 


D. 一 切 有 界 轨道 都 封闭 的 有 心 场 


由 下 面 一 连 串 问题 可 知 , 只 有 在 两 种 情况 下 , 有 心 场 中 的 一 切 有 界 轨道 都 是 圭 
闭 的 , 即 


以 及 
U —-k[r, k20. 
问题 1 证 明 近 心 点 和 远 心 点 间 的 角度 等 于 位 能 为 W(z) = U(M/a) + (2*/2) 的 一 维 力学 
系 中 振动 的 半 周 期. | 
Do > 0 时 轨道 的 形状 是 稳定 的 . 这 称 为 轨道 稳定 . — 日 译 者 注 
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提示 ERK x = MAr 给 出 


d f dx 
T Jann VEW) 
问题 2 求 接近 于 半径 为 7 WBRA on. 
pa 


BN Bar = 5M/(r VI V"(r)) = r VU /V+ rU"). 

问题 3 ”对 U 的 哪些 值 Du. 的 大 小 与 7 ER? 

答 U(r) = ar*(a 2 —2,a £0) UR U(r) = blogr. 

由 此 可 知 Boir = 7/Va 十 2( 对 数 情 况 对 应 于 a = 0). 例如 , 对 a = 2 我 们 有 a. = 7/2, 而 
对 a = 一 1 RIJA $a. =r. ` 

问题 4 UEM roo 时 U(r) 一 00. R im &(E, M). 

€ /2. 

提示 ” 作 代 换 m = yzmax 可 将 更 化 为 


= 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
|... 2(W*(1) - W*(y)) 


w*(y)- S a 1 v( M ) 


2 和 ax YTmax 

当 Eoo 时 我 们 有 zmax 一 00, ymin 一 0, W* 的 第 二 项 可 以 会 去 . 

问题 5 $ U(r)--kr?^,0«8«2.o& o= um 9. 

€ o= f) dz/Vz8 = T? = n/(2 一 AB). 注意 Bo 不 依赖 于 M. 

问题 6 求 出 有 有 界 轨道 存在 而 且 全 为 封闭 的 所 有 的 有 心 场 . 

€ U-ar € U--kj[r. 

解 若 一 切 有 界 轨道 都 是 封闭 的 , 则 特别 应 有 Ou. = 2r- (m/n) = 常数 . 由 问题 3, U = 
ar?(a 2 —2) 或 =bnr(a = 0). 在 这 两 个 情况 下 均 有 Bor = T/Va 十 2. Æ a 0, 则 按 问 
题 4, im. (E, M) = 1/2. 所 以 $a. = 1/2,a = 2. Yi o « 0, 由 问题 5, Qum. (E, M) = 
z/(2--o). BE x/(2-- o) = r/V2 Fa a = -1 在 a=0 时 ,我 们 可 得 Dar = n/V/2 5 2r 
不 可 通 约 . 因此 , 只 有 在 U = ar? R U = —k/r 的 场 中 , 才 可 能 所 有 有 界 轨道 都 是 封闭 的 . 在 
U = ar? 的 场 中 , 所 有 轨道 都 是 封闭 的 (为 中 心 在 O 的 椭圆, 参看 第 4 节 例 1). 在 场 U = —k/r 
中 , 所 有 有 界 轨道 也 都 是 封闭 的 , 也 都 是 椭圆 , 这 一 点 下 面 就 会 看 到 . 


E. 开 普 勒 问题 


这 个 问题 讲 的 是 位 能 U = —k/r 的 有 心 场 中 的 运动 , 因此 V(r) = 一 (k/7) + 
(M?/2r? (Fl 34). 


DHX 8 = e(E, M), 这 时 M Bl gi V'(r) = 0 所 决定 的 + 之 值 , E s Vr), 因此 eu RÆ r 的 
函数 . 一 一 日 译 者 注 
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由 一 般 公 式 ; 
u M/r*dr 
e- [ XE-Vr) 
积分 后 有 
Mk 
op = arccos —- m . 
2E + Mi 


对 此 式 应 加 一 个 任意 常数 . 我 们 设 它 为 0, 这 等 价 于 假设 把 计算 角 o 的 起 始点 
取 在 近 心 点 . 引入 以 下 记号 : 


RE 
天 = p, k2 — 


e. 


现在 我 们 有 y = arccos((p/r) — 1)/e, 亦 即 


p 


7 一 . 
工 十 e?08 


V 
uim 
1+e 
图 34 开 普 勒 问题 的 有 效 位 能 图 as 开 普 勒 椭圆 


这 就 是 圆锥 截 线 的 焦 方 程 . <0 时 运动 是 有 界 的 (图 35). 这 里 e < 1, 即 此 圆锥 截 
线 是 椭圆 . p 称 为 椭圆 的 参数 , e 为 离心 率 . 开 普 勒 由 观察 火星 运行 而 发 现 的 第 一 定 
律 就 是 , 行星 画 出 椭圆 , 太阳 在 其 一 个 焦点 上 . 

若 设 行星 在 有 心 的 引力 场 中 运动 , 则 由 开 普 勒 第 一 定律 可 得 出 牛顿 的 引力 定 
fU = 一 (k/7)( 参 见 上 面 的 D). 

参数 和 离心 率 与 半 轴 间 的 关系 有 公式 


LP p _ 2p. 
ja-i-ci2t ire i-e 
Bp 
a=- P 
l — e?’ 


e = c/a = va? — b? /a,c = ae 是 中 心 到 焦点 的 距离 (图 35). 
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注 “具有 小 离心 率 的 机 圆 很 近似 于 图 @， 如 果 焦点 到 中 心 的 距离 是 一 阶 小 量 , 则 两 半 轴 之 差 
是 二 阶 小 量 : b = ovVI E x a ( - 5e) 例如 , 半 长 轴 为 10 em 离心 率 为 0.1 的 椭圆 , 两 半 
轴 之 差 是 0.5 mm, 而 焦点 到 中 心 的 距离 是 1 cm. 

行星 轨道 的 离心 率 都 很 小 .因此 开 普 勒 原来 是 这 样 提出 第 一 定律 的 ; 行星 沿 圆 
周 绕 太阳 运动 , 但 太阳 并 不 在 中 心 上 . 

开 普 勒 第 二 定律 : 面积 速度 为 常数 . 在 任意 有 心 场 中 这 个 定律 都 成 立 . 

开 普 勒 第 三 定律 说 , 绕 椭圆 轨道 的 周期 只 依赖 于 长 半 轴 之 大 小 . 

两 行星 在 不 同 椭圆 轨道 上 旋转 周期 平方 之 比 等 于 其 长 半 轴 立方 之 比 @. 

证 用 了 表示 旋转 周期 ,9 表示 动 径 在 时 间 内 扫 过 的 面积 . 因为 M/2 即 面积 
速度 , 25 = MT, 但 椭圆 面积 等 于 rab, 所 以 T = 2rab/M. 因为 由 a = p/(1— e?) 可 
得 


a- M?lk k p. 1 |. M 
~ 2EM? /k? 2AE) — k M JE 
ISI E 


FELA T = 2x(k/ (/2|E|])); 但 2|E| = k/a, 所 以 
T = 2ra3/2K V2, 口 


我 们 要 注意 , 总 能 量 只 依赖 于 轨道 的 长 半 轴 a, 所 以 从 半径 为 a 的 圆 到 长 为 2a 
的 线段 , 这 一 套 椭 圆 轨道 的 总 能 量 都 相同 . 
NSS 问题 设 卫 星 在 离 地 300 公里 处 进入 圆 形 轨 道 时 , 速度 方向 比 原 定 
方向 向 地 偏 1°. 近地点 变 多 少 ? 
E ”近地点 高 度 要 少 大 约 110 km. 
提示 轨道 与 圆 只 差 二 阶 小 量 , HESA. 因为 初始 能 量 有 预定 值 ， 
图 36 一 个 接近 于 圆 的 ”半径 也 有 预定 值 . 所 以 把 预定 轨道 扭转 1" 即 得 真 轨道 (图 36). 
轨道 问题 若 真 速度 比 原 定 速度 少 1 m/s, 近地点 变 多 少 ? 
问题 ”第 一 字 宙 违 度 即 沿 半径 接近 地 球 半径 的 圆 形 轨道 运动 的 速度 . 求 第 一 宇宙 速度 v1 之 
大 小 , 并 证 明 v = V/2v (参见 节 3B). 
答 8.1 km/s. 
问题 @ 宇航 员 A 列 昂 诺 夫 在 外 空 行走 时 把 他 的 电影 摄影 机 镜头 盖 向 地 球 抛 去 取 抛 掷 速 
度 为 10 m/s, 描述 这 镜头 盖 相 对 于 空间 船 的 运动 . 
答 ”镜头 盖 相 对 于 宇航 员 大 体 上 作 椭 圆 运 动 , 长 半 轴 约 32 km, 短 半 轴 约 16 km. 椭圆 中 心 
将 在 宇航 员 轨道 前 方 16 km Ab, 而 绕 椭 贺 旋 转 周期 等 于 宇宙 飞船 绕 轨 道 的 周期 . 
@ 让 一 滴 茶 落 在 一 杯 茶 中 心 附近 . 波 就 会 聚集 在 对 称 点 处 . 理由 是 , 由 椭 加 的 焦点 定义 , 由 一 个 
焦点 发 出 的 波 会 聚集 在 另 一 焦点 上 . 


@ 这 里 行星 就 意味 着 有 心 场 中 的 质点 . 
@ 此 题 引 自 v. v. 别 列 茨 基 写 的 有 趣 的 书 , V. V. Beletskii[1]. 


§8， 在 有 心力 场 中 的 运动 的 研究 “31. 


提示 ”以 宇宙 飞船 圆 形 轨道 之 半径 为 长 度 单位 , 并 取 时 间 单 位 使 绕 轨 道 的 周期 为 2r. 我 们 要 
研究 牛顿 方程 


T 


r3 


接近 于 圆 的 解 , 而 ro = 1, po =t. 求 以 下 形状 的 解 


r=ro +n, p = ypo +g, nlp «1l 


由 解 对 初始 值 的 可 微 性 定理 知 , 函数 ms (0) 和 yp1(t) 适合 一 组 线性 微分 方程 ( 变 分 方程 ), 只 
相差 一 个 高 阶 小 量 而 以 初始 偏离 为 一 阶 小 量 . 
将 7 与 o 的 表达 式 代入 牛顿 方程 , 经 过 简单 的 计算 即 得 变 分 方程 为 


T1 = 91 + 21, 91 一 一 271. 


按 已 知 初始 值 (ri(0) = yp1(0) = 81(0) = 0,71 (0) = —1/800) 解 出 这 些 方程 后 , 即 得 上 面 给 
的 答案 . 

使 去 二 阶 小 量 的 效应 低 于 已 得 结果 的 1/800( 即 每 周 10 米 的 数量 级 ). 因此 , 镜头 盖 每 一 个 半 
小 时 转 一 周 即 一 个 30 km 的 椭圆 , 在 地 球 的 反面 赶 上 字 宙 飞船 并 在 距 它 数 十 米 处 赶 过 它 . 

当然 , 在 计算 中 我 们 略 去 了 轨道 对 圆 的 偏 移 以 及 重力 以 外 其 他 力 的 效应 , 等 等 . 


下 面 几 个 问题 给 出 了 引力 场 中 轨道 为 椭圆 的 另 一 个 例子 . 它 的 基础 是 胡 克 (R. 
Hooke) 定律 与 牛顿 定律 的 特殊 的 对 偶 性 以 及 茹 科 夫 斯 基 (Zhukovshy) 函数 
z 十 1/z 9. 


2 作者 在 这 里 提出 如 何 从 另 一 个 角度 看 待 牛 顿 的 平方 反比 律 . 平方 反比 律 的 罗 道 是 圆锥 截 线 , 但 
是 还 有 其 他 的 力 场 其 轨道 也 是 圆锥 截 线 . 例如 胡 克 和 定律 , 写成 微分 方程 后 成 为 # = -Cr, 如 果 用 
复数 来 写 , 把 矢量 > 写成 复数 w, 则 上 述 方程 成 为 Ee = -Cw. 分 开 实 虚 部 易 得 其 轨道 为 圆锥 截 
线 . C > 0 时 可 得 椭圆 ( 即 所 谓 胡 克 椭圆 ), C < 0 则 得 双 曲 线 . 这 些 都 与 牛顿 的 平方 反比 律 相 一 致 . 
如 果 把 牛顿 情况 下 的 矢量 写成 复数 z, 同时 引用 另 一 种 时 间 参 数 7, 则 得 25 = -CT 因此 自然 
要 问 , 二 者 是 否 有 关 . 在 牛顿 时 代 就 已 知 二 者 是 有 关 的 . 事实 上 , 只 要 作 变 换 z(r) = wt) 而 且 令 
$7 = |w|?, 则 胡 克 定律 就 成 了 牛顿 的 平方 反比 律 , 而 胡 克 椭圆 也 就 变 成 了 开 普 勒 的 椭圆 轨道 (不 妨 
称 为 牛顿 椭圆 ). 在 这 个 意义 上 我 们 说 二 者 是 对 偶 的 , 而 上 述 变换 是 一 种 广义 的 典 则 变换 . 下 面 三 
个 问题 就 是 以 很 初等 的 形式 给 出 了 这 个 理论 的 主要 内 容 . 由 于 它 是 很 初等 的 , 不 少 人 建议 列 人 复 
分 析 教 材 . 

本 书 作 者 写 了 另 一 本 书 V. I. Arnold, Huygens and Barrow, Newton and Hooke, Birkháuser, Boston, 
1990. 其 中 有 一 个 附录 讲 本 书 作 者 如 何 用 另 一 个 方法 来 得 出 与 解释 平方 反比 律 . 

由 于 本 书 不 易 得 到 , 有 兴趣 的 读者 可 以 在 网 上 查 到 : 

R. W. Hall and K. Jorié, Planetary motion and the duality of force laws, Review of SIAM, Vol. 47, 
NO. 1, 2000. 115-124 (epubs.siam.org/sam-bin/getfile/SIREV /articles/34600.pdf) 

上 面 的 三 个 问题 之 解 全 在 其 中 . 

这 个 问题 在 理论 物理 中 很 有 意义 . 可 参看 

J. Baez, Mysteries of the gravitational 2-body problem. (math.ucr.edu/home/baez/graritational. 
html). 


一 一 中 译 者 注 
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问题 1 证 明 : 中 心 在 复 平 面 的 O 点 的 胡 克 椭圆 当 求 复数 平方 后 变 成 (焦点 在 O 点 的 ) 牛 
顿 椭圆 . 

解 若 jz| = 尼 > 1 则 z + I 跑 过 焦点 为 22 WRH. 所 以 w = zo H2 跑 过 个 
顿 椭圆 

问题 2 证明: AERA a 的 力 场 中 的 轨道 , 在 求 适当 的 a 次 军 后 变 为 点 w= z* ERN 
A 的 力 场 中 的 轨道 , 这 里 (a c 3)(4 +3) 2 4, a = (a + 3)/2. 

特别 是 , 当 a = 1 时 ( 即 胡 克 定 律 ) 可 得 A = —2 (牛顿 引力 定律 ), a = 2. 连同 问题 1 这 就 
证 明了 轨道 的 椭圆 性 . 也 可 以 得 出 双 曲 线 与 抛物 线 轨道 . 

问题 3 设 引 力 与 到 中 心 距离 的 任意 4 KEREL, 则 在 这 个 场 中 , 必 有 这 样 的 运动 轨道 ， 
可 以 通过 将 复 平面 中 (不 经 过 中 心 z = 0) 的 直线 求 a KETISH. 

解 ” 零 场 可 以 认为 是 有 任意 寡 a 的 场 . 所 以 只 需 应 用 问题 2 即 可 . 

M A = -2 时 可 以 得 到 抛物 线 轨道 w = (1 + iy)?， 在 一 般 情况 下 则 可 得 到 轨道 r = 
sec? (wp/a), 它们 相应 于 抛物 线 一 一 MEA A= 2/a 一 3 的 “中 立 ” 轨 道 . 

当 a=-5 时 有 4= —5,a = 1. 中立 轨道 成 为 经 过 原点 的 圆 . 由 此 可 得 牛顿 定理 如 下 : 设 有 
心 场 中 的 力 反 比 于 到 中 心 距离 的 5 次 方 , 则 在 此 场 的 运动 轨道 中 , 必 有 经 过 中 心 的 图 . 

作 共 线 变换 w(z)， 即 可 把 势 为 U(z) = |dw/dz|? 的 场 中 的 运动 轨道 变 为 势 为 V(w) = 
—|dz/dw|? 的 场 中 的 轨道 . 


$9. 三 维 空间 中 质点 的 运动 
在 本 节 中 我 们 要 定义 关于 一 个 轴 的 角 动 量 , 并 且 证 明 在 轴 对 称 场 中 的 运动 , 它 是 守恒 的 . 
关于 平面 运动 所 得 到 的 一 切 结果 , 都 很 容易 移 到 空间 运动 中 来 . 
A. 保守 场 
考虑 保守 场 中 的 运动 


其 中 UU=U(r),r € E. 
能 量 守恒 定律 仍 成 立 : 
dE l. 
4^9 HHE = 3" t U(r). 
B. 有 心 场 
对 于 有 心 场 中 的 运动 , 仍 有 角 动 量 守恒 定律 , 即 M = [run] RE: M = 0. 
每 个 有 心 场 都 是 保守 的 (证 明 与 二 维 情况 相同 ), 而 且 


dM ,.. " 
d^ [r,t] + [r,r] = 0. 


这 是 由 于 = —(9U/8r), 而 因为 场 是 有 心 的 , 所 以 2. 与 r 共 线 . 
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系 在 有 心 场 中 的 运动 , 其 轨道 总 是 平面 曲线 . 

证 (M,r) = ([r,r], r) 20; 所 以 7(t)LM, XA M = 常数 , 所 有 轨道 都 位 于 垂 
直 于 Mf EO. 

因此 三 维 空间 有 心 场 的 轨道 的 研究 化 为 前 节 中 研究 过 的 平面 问题 . 口 

问题 研究 ” 维 欧 氏 空间 中 有 心 场 中 的 运动 ， 

C. 轴 对 称 场 

定义 若 ES 中 一 个 矢量 场 对 一 个 旋转 群 不 变 , 而 且 这些 旋 转 使 某 轴 上 各 点 不 
动 , 则 称 为 具有 轴 对 称 . 

问题 ”证 明 若 一 个 场 是 轴 对 称 而 且 保 守 的 , 则 其 中 的 位 能 形 如 U = U(r, z), r, p, z 是 柱 坐 标 . 

特别 是 由 此 可 知 , 场 中 的 矢量 均 位 于 过 z 轴 的 平面 中 . 

可 取 旋 转 体 产生 的 引力 场 作为 这 种 场 的 例子 . 

令 轴 为 z fh, 由 三 维 欧 氏 空间 E? 中 的 矢量 e, 规定 其 指向 ; F 
为 欧 氏 线性 空间 R 中 一 个 矢量 ; O 是 z L—u;r-z-0cR? 
为 点 x € E? 相对 于 O 的 动 径 (图 37). 

定义 ”作用 在 点 7 的 矢量 下 相对 于 z WE M, 即 该 矢量 下 
abih LX 58948 E z 轴 上 的 投影 : 图 37 矢量 天 

M, = (ez, |r, F]). 对 一 轴 的 秆 

BM, 之 大 小 并 不 依赖 于 z 轴 上 oO 点 的 选取 . 事实 上 , 车 考虑 

轴 上 的 O' 点 , 由 混合 积 的 性 质 1， 
M; 一 (ez， [r FJ) 一 ([ez, r^], F) = ([ez,r], F) = Mz. 

x Mz 依赖 于 z 轴 上 指向 的 选择 : zu ez 改 成 一 ez M; 将 要 变 号 . 

定理 在 对 z 轴 为 轴 对 称 的 保守 场 中 的 运动 , 速度 关于 zdhIx4BS I. 

证 M, = (ez, [r,t]. 因为 关 = 五 ,所 以 > 与 关 位 于 过 z 轴 的 同一 平面 内 , 而 因 
此 [r,r] 与 ez 垂直 . 

所 以 


M, = (ez, [P,7]) + (ez, [r, F]) = 0. o 
注 ”对 任意 力 场 , 只 要 F Er 与 ez 所 张 的 平面 内 , 这 个 证 明 总 是 适用 的 . 
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我 们 将 在 本 节 中 证 明 对 于 E? 中 的 质点 组 也 有 能 量 、 动 量 和 和 角 动 量 的 守恒 性 . 
OM =0 的 情况 留 给 读者 . 
UCA,[B, C]) 对 于 A, B, C 是 轮换 对 称 的 . 一 一 日 译 者 注 
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A. 内 力 和 外 力 
质量 为 m; 动 径 为 ri € E? 的 n 质点 力学 系 的 牛顿 运动 方程 是 
mit; = Fi i= 1,2, e,n. 
矢量 F, 称 为 作用 在 第 i 个 质点 上 的 力 . 
E E Jj F, 要 由 实验 确定 .我们 时 常 在 一 个 力学 系 中 看 到 ， 
iet -—— 9; 对 于 两 个 质点 , 这 些 力 大 小 相等 , 作用 在 两 点 连 线 上 而 方向 
相反 (图 38). 
图 38 相互 作用 力 这 种 力 称 为 相互 作用 力 ( 例 : 万 有 引力 ). 


如 果 作 用 于 一 力学 系 的 一 点 上 的 力 都 是 相互 作用 力 , 这 个 力学 系 称 为 封闭 的 . 由 
定义 , 作用 在 一 封闭 系 之 第 i 个 质点 上 的 力 是 


力 Fu 就 是 第 j 质点 作用 在 第 i 质点 上 的 力 . 

因为 力 Fy 与 Fj; 是 相反 的 (Fi; = 一 本 ji), 我 们 可 以 把 它们 写成 Fg = fijeij， 
fü = fn BEA ei 是 由 第 i 点 到 第 j 点 的 方向 上 之 单位 矢量 . 

若 此 力学 系 不 封闭 , 时 常 可 将 作用 于 其 上 的 力 写成 


F, = EFy + FI, 
Fy 是 相互 作用 力 而 FY(ri) 是 所 谓 外 力 . 


v) (图 39). 把 一 个 封闭 力学 系 分 为 两 部 分 I 和 工作 用 在 力学 系 1 之 第 i 个 质 
点 上 的 力 F 是 由 力学 系 I 内 部 各 点 之 相互 作用 力 和 力学 系 TI 的 各 质点 作用 在 第 i 
质点 上 之 力 所 决 定 的 , BI 


F, = 》 Fy + F). 
jcl 
ji 


FF! 相对 于 力学 系 是 外 力 . 


图 39 内 力 和 外 力 
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B. 动量 守恒 定律 
定义 力学 系 的 动量 即 矢 量 


m 
i=1 


定理 ”一 力学 系 动量 的 变 率 等 于 作用 于 其 各 点 上 外 力 之 和 . 
证 dP/dt = Y mñ = YE = Z Fy +X F) = DF! ZERAX, 由 Fy = 
;一 1 i=1 ij i i 
-Fj A Y; F,5-0. 口 
ij 

系 1 封闭 系统 的 动量 守恒 . 

系 2 若 作 用 于 一 力学 系 之 外 力 的 和 垂直 于 r 轴 , 则 动量 在 x 轴 上 的 投影 P, 
守恒 , 即 P, = 常数 . 

定义 力学 系 的 质心 即 点 

r = Xmiri/Xm;. 

问题 证明 质心 是 确定 的 , 即 不 依赖 于 动 径 的 参照 点 的 选择 . 

力学 系 的 动量 等 于 位 于 质心 而 质量 为 Emi 的 质点 的 动量 . 

事实 上 , (Emir = Emir, 由 此 有 (2mai)jr = Emiri. 

现在 可 以 把 关于 动量 的 定理 表述 为 关于 质心 运动 的 定理 . 

定理 质心 的 运动 相同 于 全 部 质量 和 外 力 均 集中 于 它 所 得 的 运动 . 


证 (Emi) = P, F (Em)? = dP/dt = Y: F.. D 
X 若 一 力学 系 是 封闭 的 , 其 质心 作 匀 过 直 线 运动 . 
C. 角 动 量 守恒 


定义 质量 为 m 的 质点 相对 于 点 O 的 角 动 量 即 其 动量 矢量 关于 O AZE: 
M = [r,m?]. 


力学 系 关于 O 的 角 动 量 即 其 中 各 质点 角 动 量 之 和 : 
M = Mira mir. 
i=l 
定理 LOB SX EGEÓ TERT ECRUR EZ 5b 7 71 48D Ze. 
证 aM = S [ri mit] + Elram] 第 一 项 等 于 0, 第 二 项 由 牛顿 运动 方程 
等 于 


i=l 
3 力 抢 英语 中 也 叫做 torque. 英 译 者 注 
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》 [ri 2 = 5 E (5 Fij + 3l = rs El. 


i=1 i-l ixj i=l 
两 相互 作用 力 力矩 之 和 为 0, 因为 Fj = — Fu 故 
[ri, Fij] + (ry, Fyi] = (ri — ri), Fij] = 0. 


因此 , 一 切 相 互 作用 力 力矩 之 和 为 0: 
3 Ti, 5D Fj;| = 二 0. 


1 一 1 itj 


所 以 , 4M /dt = F` [rs FT]. D 
i=l . 
系 1( 角 动量 守恒 定律 ) 车 一 力学 系 是 封闭 的 , 则 M= 常数 . 
我 们 记 外 力 力 矩 之 和 为 N = Xr F/j. 于 是 由 上 面 之 定理 dM /dt = N, 由 此 
又 有 
系 2 车 外 力 相 对 于 z WEA 0,9] m. 为 常数 . 
D. 能 量 守恒 定律 
定义 质量 为 m 的 质点 之 动能 为 


T = mt? /2. 


定义 质点 组 之 动能 为 各 点 动能 之 和 : 
T =Y _ mir?/2, 
i=1 


m 为 该 质点 之 质量 , r 为 其 速度 . 
定理 力学 系 动 能 的 增 量 等 于 作用 于 其 各 点 上 的 力 所 作 的 功 之 和 . 
证 
dT 之 uu s Z. 
d^ XO milti, Fi) = y (ta mii) = X (ña, E) 
i=l i=l i=1 
所 以 
T(t) — T(to) = Za- Dfi ři, F;)dt = » 口 


E? n BUR HER IDE s [H1 n 个 欧 氏 空间 的 直 积 : E = E?x- xE. 
它 也 有 欧 氏 空间 的 构造 . 
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4 r= (r1,… ,Tn) 为 构 形 空间 中 一 点 的 动 径 , F = (Fio Fa) EJIRE. 可 
将 以 上 定理 写成 
r(ti) ti 
T(t) — T(to) = f NULL 人 (P, F)dt. 
换言之 : 动能 的 增 量 等 于 构 形 空间 中 的 “ 力 "F R Kr) 所 作 的 功 . 


定义 力学 系 称 为 保守 的 , 若 其 中 的 力 只 依赖 于 此 力学 系 中 一 点 的 位 置 (F = 
F(r)), ME F 沿 任 一 路 径 之 功 只 依赖 于 路 径 的 起 点 与 终点 : 


M» 
f (F, dr) = 9(M;, M2). 
Mı 
定理 力学 系 是 保守 系 的 充分 必要 条 件 是 其 中 存在 位 能 , 即 存在 一 函数 U(r) 使 
F = —OU(r)/Or. 


证 参照 节 6B. 口 
， 定理 保守 系 的 总 能 量 (五 = 了 荆 +U) 在 运动 中 守恒 : E(t) = Elto). 
证 由 上 面 已 证 的 可 知 


T(t1) 
T(t1) — T(to) = f. (F,dr) = U(r(to)) — U(r(ti)). 口 
把 作用 在 一 个 力学 系 上 各 点 的 力 分 为 相互 作用 力 和 外 力 : 
F, = FF, 
izj 
这 里 Fi; = 一 Fy; = fijeij. 
命题 若 相互 作用 力 只 依赖 于 距离 , f;; = fyllri- rl), 则 这 些 力 是 保守 的 . 
证 若 一 力学 系 中 只 有 两 点 ; 和 j 容易 看 到 相互 作用 位 能 由 以 下 公式 给 出 


Uij(7) = -[ fij (p)dp. 


于 是 我 们 有 amd à | 
gri — Tj i— Tj 
因此 所 有 点 的 相互 作用 位 能 为 
U(r) = >》 Da(lri 一 jl) 口 


ij 
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车 外 力也 是 保守 的 , MA F; = 一 (8U4/8ri), 则 此 力学 系 是 保守 的 , 而 其 总 位 


能 为 
U(r)= $ Uy + U]. 


i>j i 
对 这 样 一 个 力学 系 , 总 的 机 械 能 
E-T4U-Y) S «YU « Y)U 
i 1»j i 
是 守恒 的 . 
若 力学 系 不 是 保守 的 , 则 总 机 械 能 一 般 不 守恒 . 
定义 机械 能 的 减少 量 Elto) - Elti) 称 为 非 机 械 能 BB' 的 增加 量 


E'(ti) — E'(to) = E(to) — E(t). 


定理 (能 量 守恒 定律 ) 总 能 量 H-EME 守恒 . 

这 定理 是 以 上 定义 的 明显 推论 . 它 的 价值 在 于 , 在 具体 的 物理 系统 中 , 可 以 找到 
非 机 械 能 的 大 小 用 其 他 物理 量 (温度 等 ) 描述 的 表达 式 . 

E. £j: 二 体 问 题 

设 有 质量 为 m 和 mo 的 两 质点 相互 作用 , 其 位 能 为 U, 因此 , 运动 方程 的 形状 
是 


, OU ` oU 
mT7T1 = Tgr Para = -pm U = U(|ri — rol). 


定理 二 体 问题 中 7 = ra -r 随时 间 变 化 的 方式 与 一 个 质量 为 m = mim2/ 
(mi 4- ma) D 的 质点 在 位 能 为 Ullr) 的 场 中 之 运动 一 样 . 


EN 我 们 用 ro 表示 质心 的 动 径 : ro = (miri + marz)/(mi + 

S m). 由 动量 守恒 原理 , 点 ro 作 匀 速 直线 运动 
. L7 现在 看 矢量 7 — ri — T3. 用 ma 乘 第 一 个 运动 方程 . 用 
m1 PPT, 相 减 即 有 mimor = -(mi t ma) ` (9U /Ər), 其 


40 二 体 问题 rU —U(lri — ra|) = U(IrD. 
特别 是 在 牛顿 引力 问题 的 情况 下 , 这 两 个 质点 分 别 描 出 
一 圆锥 截 线 , 它们 有 一 个 公共 的 焦点 即 两 点 的 质心 (图 40). 
问题 ”决定 地 心 绕 地 球 和 月 球 之 公共 质心 所 描 出 的 椭圆 之 长 半 轴 . 质心 在 地 球 之 内 还 是 在 其 
外 ? (月 球 质量 是 地 球 质量 的 1/81.) 


1 称 为 换算 质量 . 一 一 日 译 者 注 


$11. 相似 性 方法 :39- 


$11. 相似 性 方法 


应 用 相似 性 和 量 纲 方法 , 有 时 可 以 不 必 解 出 运动 方程 而 仅 由 其 形状 即 可 得 到 重要 的 信息 . 这 
些 方法 的 主要 思想 是 作 比 例 扩 (关于 时 间 、 长 度 、 质 量 等 等 ) 的 变化 而 使 运动 方程 形状 不 变 。 


A. 例子 

4 r(t) 满足 方程 m(d?r/dt?) = 一 (8U/6r). RI tı = at, mi = o?m, M) v(t) 
适合 方程 mi(d2r/di) = -(0U/Or). 换言之 , 有 : 

若 质 点 的 质量 减少 到 四 分 之 一 , 则 质点 在 同一 力 场 中 沿 同一 轨道 快 二 倍 运动 @， 


B. 一 个 问题 
设 一 有 心 场 的 位 能 是 v KIRAR, 即 有 


U(or) = o"U(r), 对 任意 a > 0. 


证 明 若 曲线 7 是 一 个 运动 的 轨道 , 则 以 > = 0 为 中 心 的 位 似 于 它 的 曲线 ar 也 
是 一 个 轨道 (在 适当 初始 条 件 下 ). 定 出 绕 这 些 轨 道 循环 时 间 的 比 ， 由 此 导出 摆 的 振 
动 (v = 2) 的 等 时 性 和 开 普 勒 第 三 定律 (v = 一 1). 

问题 若 一 行星 半径 o 倍 于 地 球 半径 , 而 质量 为 8 倍 , 求 重力 加 速度 之 比 及 其 第 一 、 第 二 宇 
宙 速 度 与 地 球 相应 量 之 比 . 

€ y= Pa ?,6= VB/a. 

例如 对 于 月 球 a = 1/3.7, 8 = 1/81, 因此 月 球 上 之 重力 加 速度 大 约 为 地 球 上 的 1/6(y ~ 1/6), 
而 宇宙 速度 大 约 为 地 球 的 宇宙 速度 的 1/5(8 e 1/4.7). 

问题 @ 沙漠 上 的 动物 必须 能 跑 完 两 个 水 源 之 间 的 距离 . 这 个 动物 能 跑 的 最 长 时 间 怎 样 依赖 
于 动物 的 大 小 L? 

答 正比 于 工 . 

解 动物 贮 水 量 正比 于 身体 体积 即 L5; 水 的 蒸发 量 正比 于 其 表面 积 L. 所 以 能 在 两 水 源 之 
间 跑 的 最 长 时 间 正 比 于 L. 

我 们 还 可 看 到 , 动物 所 能 跑 过 的 最 大 距离 也 正比 于 工 (参照 下 题 ). 

问题 @ 动物 在 平地 上 与 上 坡 时 的 跑 动 速度 怎样 依赖 于 动物 的 大 小 L? 

答 在 平地 上 ~ L, 上 坡 时 ~ L. 

解 动物 所 能 发 出 的 功率 正比 于 2( 其 中 肌肉 所 耗 用 的 百分比 是 恒定 的 , KA 25%, 其 余 
7596 转化 为 热 ; 热 的 散 出 正比 于 身体 表面 积 L, 这 意味 着 有 效 功率 正比 于 L). 

和 BERURR U 不 依赖 于 m, 在 引力 场 中 , 位 能 U 正比 于 m, 因而 加 速度 不 依赖 于 动 点 的 质 


@ 引 自 J. M. Smith,[1]. 
@ 同 @. 
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空气 阻力 正比 于 速度 平方 和 模 截 面 面 积 ， 所 以 用 于 克服 它 的 功率 正比 于 v272w. 所 以 v3 E? ~ 
L, v~ L. 所 以 介子 在 平地 上 跑 动 的 速度 并 不 比 马 慢 , 实际 上 不 显著 地 依赖 于 其 大 小 . 

上 坡 所 需 功 率 是 mgv  L^v; 由 于 发 出 的 功率 ~ L, 我 们 得 到 v ~ L. 事实 是 , 狗 很 容易 
上 坡 , 而 马 则 要 放 惕 步伐 . | 

问题 © 动物 能 跳 的 高 度 怎样 依赖 于 其 大 小 ? 

€ n p. 

解 ” 要 跳 过 高 度 h 需要 能 量 正比 于 Lh, 肌肉 力 F 作 的 功 正比 于 FL. 力 下 正比 于 L(A 
为 骨骼 强度 正比 于 其 断面 ). 所 以 Lh ~ LL, 即 所 跳高 度 不 依赖 于 动物 大 小 . 事实 上 , 跳 鼠 0 和 


袋鼠 能 跳 过 大 体 相同 的 高 度 . 


O5|H J. M. Smith,[1]. 


3 产 于 非洲 沙漠 中 , 善 跳跃. 一 一 中 译 者 注 


第 二 部 分 
拉 格 朗 日 力学 


拉 格 朗 日 力学 用 构 形 空间 来 描述 力学 系 的 运动 . 力学 系 的 构 形 空间 具有 微分 流 
形 构造 , 而 微分 同 胚 群 作用 于 其 上 ， 拉 格 朗 日 力学 的 基本 概念 和 定理 在 此 群 @ 下 不 
AE, 即 令 用 局 部 坐标 表示 也 是 这 样 . 

一 个 拉 格 朗 日 力学 系 由 一 流 形 (PE ZS TRI" ) 和 其 切 从 上 一 个 函数 (“ 拉 格 朗 日 
PROC) 给 出 . 

构 形 空间 的 每 一 个 单 参数 微分 同 胚 群 ， 若 使 拉 格 朗 日 函数 不 变 , 就 给 出 一 个 守 
恒 律 ( 即 运动 方程 的 一 个 首次 积分 ). 

牛顿 有 势力 学 系 ! 是 拉 格 朗 日 力学 系 的 特例 ( 构 形 空间 这 时 是 欧 氏 空间 , 而 拉 格 
朗 日 函数 即 动能 与 位 能 之 差 ). 

拉 格 朗 日 的 观点 使 我 们 能 完全 地 解决 一 系列 重要 的 力学 问题 , 包括 小 振动 理论 
和 刚体 动力 学 中 的 问题 . 


中 其 至 在 一 些 涉及 时 间 的 更 大 的 群 下 也 不 变 . 
D 即 指 有 位 能 的 力学 系 . —— 中 译 者 注 
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我 们 将 在 本 章 中 证 明 , 牛顿 有 势力 学 系 的 运动 是 一 个 变 分 原理 “哈密 顿 最 小 作 
用 原理 ”中 的 驻 定 曲线 . 

这 一 事实 有 许多 重要 推论 , 包括 写 出 曲线 坐标 系 下 运动 方程 的 一 种 快速 方法 , 还 
有 一 系列 定性 的 推论 一 一 如 一 个 关于 回归 到 初始 点 附近 的 定理 . 

我 们 将 在 本 章 中 使 用 n 维 坐标 空间 ， 在 这 空间 中 , 一 个 矢量 即 一 个 数组 x = 
(z1 ,Xn). 类 似 地 ,8/9x ARE (Of Om, -3f /3xn), (a, b) = aibit- as ba. 


$12. Se ik 


下 面 我 们 会 用 到 变 分 法 中 的 一 些 事实 . 更 详尽 的 叙述 可 以 在 以 下 各 书 中 找到 :M.A. 拉夫 连 季 
耶 夫 和 L.A. 柳 斯 捷 尔 尼克 [1] 以 及 G.E. 希 洛 夫 [1] 9. 

变 分 法 是 讨论 函数 的 极 值 的 , 但 这 些 函数 的 定义 域 是 一 个 无 限 维 空间 : 曲线 的 
空间 . 这 种 函数 叫做 泛 函 . 

欧 氏 平面 中 曲线 的 长 是 泛 函 的 一 个 例子 : 如 果 y= (ta); 
z= z(t), to <t <t}, M B(y) = f VIF d?dt. 

to 

一 般 地 说 , 泛 函 就 是 从 曲线 空间 到 实数 集 的 任意 一 个 映射 . 

考虑 y 的 一 个 “ 近 侯 YY = (G2) c(t) --h()). 我 一 让 t1 
们 将 把 它 记 作 y = yh. 考虑 o 的 增 量 (yh) - (y) (图 图 41 曲线 的 变 分 
41). 


3 第 一 本 书 第 二 版 , 有 中 译本 : 王 梓 坤 等 译 . 变 分 学 教程 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 1955; 第 二 本 
书 也 有 中 译本 : 董 延 阁 等 译 . 数学 分 析 专门 教程 . 北京 : 高 等 教育 出 版 社 , 1965. 一 一 中 译 者 注 
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A. 变 分 


定义 —" EB 更 如 果 有 B(y 十 及 一 B(Y) = F +R, 其 中 下 线性 依赖 于 h( 即 
对 固定 的 y, F(hi + ha) = F(hi) + F(h»,) B. F(ch) = cF(h)), 而 R(h, y) = O(h?), BP 


指 当 |h] < e, || < e 时 |R] < Ce?, 我 们 说 o 是 可 微 的 . 增 量 的 线性 部 分 F(h) 称 为 
其 微分 . 


可 以 证 明 , Zr o 是 可 微 的 , 则 其 微分 是 唯一 的 . 泛 函 的 微分 又 称 为 其 变 分 ,h 则 
称 为 曲线 的 变 分 . 


例 $ y= {(t,x):x = x(t) to StSt} Æ (tz) 平面 上 的 曲线 ; 之 = ZL = 
L(a,b, c) 是 其 三 个 变 元 的 可 微 函 数 . 我 们 定义 一 个 江 函 0 如 下 : 


&()- n ' L(a(£), (t), t)dt. 


例如 , Æ L= /1-- 0? 的 情况 下 , 我 们 得 到 y 的 长 度 . 
ti 
定理 Zh @(y) = / L(z,2,t)dt 是 可 微 的 ,其 微分 是 


ú [ƏL dóL OL 
P=/ [2 aat (oz) 


ti 


to 


证 
tı . 
&(y-h) (y) = f [Læ + hè + h,t) Le, t)| dt 
to 
^[8L, ðL; 2 
=-/ Sch e Eh | dt o?) = F() +R, 
这 里 a /9 3 
— f> (2E, or; -OiR 
r= f (Sn a) dt, R = O(h?) 
分 部 积分 即 得 ， ， ， 
1 OL; 1 d (OL OL|? 
| at=- f 2 (Sz) LM n 
B. 驻 定 曲线 


定义 TRZA P) 的 驻 定 曲线 7 即使 得 对 一 切 h A Fih, y) = 0 的 曲线 . 
(这 和 以 下 事实 完全 一 样 : 若 一 函数 在 某 点 的 微分 为 零 , 则 该 点 为 其 驻 点 ). 

ti 
定理 HA EEREEORISIIOE f L(z,3,t)dt 在 过 z(to) = zo 与 


to 
st) 二 zi 两 点 的 曲线 之 空间 的 驻 定 曲线 , SEER elt), E (Sz) -8L y 
dt \ Oz Dr 


§12， 变 分 法 


引 理 车 连续 函数 f(t) to « t « t 对 一 切 适合 h(t0) = 


h(t) sa f f(t)h(t)dt — 0, 则 f(t) = 0. 


引 理 的 证 明 设 对 某 t to <t <t 有 f(t*) > 0. 因 
f 连续 , 则 在 #* BOXES A^ :to<t*-d<t<t*+d<tı 
中 j > c.  h(t) 是 这 样 的 : TE A 之 外 h(t) = 0, 在 
A 内 h(t) > 0 而 在 A/2 中 (MAEA 6-2: 
的 t), h(t) = 1/2. 于 是 显然 有 n f(t)h(t)dt 2 dc > 0( 图 
0 
42). 这 矛盾 说 明 对 于 一 切 #*,t0 «t <t, f(t) 2-0. O0 
定理 的 证 朋 由 上 一 段 的 定理 ， 


"^ [d /8aL oL ðL 
ORE 


jf 
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图 42 函数 的 作法 


to 


h(t;) = 0 的 连续 函数 外 


因为 h(to) = klti) = 0, 所 以 后 面 一 项 为 零 . 若 7 是 一 驻 定 曲线 , 则 对 适合 Alto) = 
h(t1) = 0 的 一 切 连 续 可 微 的 h, F(h) = 0. 因此 对 一 切 如 上 的 AE), 


/ " F(Dh()dt =0 


ER d /aL\ ƏL 
(0-5 (:) -2 
故 由 引 理 f(t) = 09. 反之 , 车 f(t) = 0. 显然 有 F(h)=0. 


例 我 们 验证 一 下 长 度 的 驻 定 曲线 是 直线 . 


ðL oL — à d i 
L-wVic-z?,— = 一 = 
tiO AIT di (=) | 


VIE —e, =C, zr-cot4c. 
C. 欧 拉 -- 拉 格 朗 日 方程 
定义 方程 
d {ðL ðL — 
di (3) Hin 
ti 
KAZH $ = f L(x, à, t)dt 的 欧 拉 _ 柱 格 朗 日 方程 
to 


@ 仅 需 考虑 无 穷 可 微 函数 h(t) 即 可 . 
DE EARED. 一 一 中 译 者 注 
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今 设 v 是 n 维 坐 标 空间 R^ 的 一 矢量 , y = {(t,2);z = æt), to <t <t} 是 
有 十 工 维 空间 R x R" 中 的 一 条 曲线 , L: R x R" xR ^ R 是 一 个 2n 十 1 个 变量 的 
函数 . 我 们 将 和 前 面 一 样 证 明 
ti 
定理 曲线 是 泛 函 (y) -f L(z, è t)dt 在 连结 点 (tomo) 55 (ti, 21) 的 曲 
to 
线 之 空间 中 的 驻 定 曲线 当 且 仅 当 y 能 满足 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
这 是 一 组 ”个 二 阶 方程 , 其 解 依赖 于 2n 个 任意 常数 .由 2n 个 条 件 zlto) = 
wo, T(t1) = £1 来 决定 它们 . 
问题 举 一 些 有 若干 驻 定 曲线 连结 两 点 的 例子 , 以 及 不 存在 驻 定 曲线 连结 两 点 的 例子 . 


D. 一 个 重要 的 说 明 


曲线 y 为 某 个 泛 函 的 驻 定 曲线 这 一 性 质 与 坐标 系 的 选取 无 关 . 
例如 , 同一 泛 函 一 一 曲线 之 长 一 一 在 笛 卡 儿 坐 标 系 与 极 坐标 系 中 有 不 同 的 表示 : 


t t 
Peart = f V t? + idt, [2981 一 / 7T? 十 r2p2dt. 
to to 


驻 定 曲 线 是 相同 的 平面 上 的 直线 . 在 笛 卡 儿 坐 标 和 极 坐 标 下 , 直线 方程 由 不 同 的 函数 给 出 : 
zi = zı (t), z2 = z2(t) VU r = r(t), o = p(t). 
然而 它们 及 其 他 函数 都 适合 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 


dÓL ƏL 


dôr Ox ^C 
只 不 过 在 前 一 情况 下 ， Xcart — £1, T2, 而 Leart = V i1 十 i2, 而 在 后 一 情况 下 ， Xpol = T, P, Lopol = 
这 样 我 们 就 很 容易 写 出 这 族 直 线 在 任意 坐标 下 的 微分 方程 . 
问题 求 平 面 极 坐标 系 下 一 切 直线 所 成 的 直线 族 的 微分 方程 . 


$13. 拉 格 朗 日 方程 组 


这 里 我 们 要 给 出 一 个 变 分 原理 , 其 驻 定 曲线 即 有 势力 学 系 的 牛顿 运动 方程 的 解 . 
我 们 将 把 牛顿 动力 学 方程 


d . OU 
qne T) t a -0 (1) 
与 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
dOL OL. 
dto ör ^ 


相 比 较 . 


$13. 拉 格 朗 晶 方程 组 MAT 


A. 哈密 顿 最 小 作用 原理 
定理 力学 系 (1) 的 运动 即 以 下 泛 函 的 驻 定 曲线 


ti 
$(y)— n Ldt, 
to 


XKPL-T-U 是 动能 与 位 能 之 差 . 
证 因 U=U(r),T= 2mir2/2, 有 


= T = Miti, 一 二 一 . 口 


X 令 (agn) 是 nn 质点 力学 系 之 构 形 空间 中 的 任意 坐标 . q 随时 间 的 演 

化 服从 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
C3 -Z =o, iEi*L-T-U. 

证 由 定理 , 运动 应 为 泛 函 J Ldt 之 驻 定 曲线 . 因此 , 在 任意 坐标 系 中 都 要 满足 
该 坐标 系 下 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 D 

定义 RIEN EREA PA: L(q,d,t) - T — U Rope n b, qi 称 
为 广义 坐标 , d; 称 为 广义 速度 ， a; — pi 称 为 广义 动量 , OP. 称 为 广义 力 ， [ L(q, à, 
t)dt 称 为 作用 量 , (d(0L/04;)/dt) — (8L/8q;) = 0 称 为 拉 格 训 日 方程 组 . 

上 面 的 定理 称 为 “最 小 作用 原理 的 哈密 顿 形式 ", 因为 在 许多 情况 下 , 解 q(t) 不 
只 是 作用 量 | " Ldt 的 驻 定 曲线 , 而 且 使 之 达到 最 小 值 


to 
B. 最 简单 的 例 
例 1 对 于 E? 中 的 自由 质点 有 


22 
mr 
L=T = ——. 
2 


在 笛 卡 儿 坐 标 g; =r; F, RIIE L= mi dia d2/2. 

这 时 , 广义 速度 即 速度 矢量 分 量 , 广义 动量 m = mq: 即 动量 矢量 分 量 , 拉 格 朗 晶 
方程 组 即 牛顿 方程 组 dp/dt = 0. 驻 定 曲线 为 直线 . 由 哈密 顿 原理 , 直线 不 仅 最 短 (B0 
长 度 [ V cd giat 之 驻 定 曲 线 ), 而 且 也 是 作用 量 [ (B+B + di)a 之 驻 定 
曲线 . 

问题 证明 这 个 驻 定 值 也 是 最 小 值 . 
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例 2 我 们 用 极 坐 标 q = m gz = v, 考虑 有 心力 场 中 的 平面 运动 .由 t+ = re + 
ere, 可 知 动能 T = Smi? = jm 十 7292), 而 拉 格 朗 日 函数 L(q,g) = T(q, d) — 
U(q),U =U(q). 

广义 动量 为 p —0L/0q, B 


pi=mi, po-mr?g. 


第 一 个 拉 格 朗 日 方程 pi —0L/0gqi 是 
mr = mrp? 一 aU 
Dr 

我 们 已 在 节 8 中 得 出 过 它 了 . 

因为 L 中 不 出 现 o = o, 我 们 有 6L/6g。= 0. 因此 第 二 个 拉 格 朗 日 方程 是 
p = 0,po = 常数 . 这 正 是 角 动 量 守恒 定律 . 

一 般 地 说 , 若 场 不 是 有 心 场 (0 = U(r wp)), 我 们 得 到 po = —3U/ðy. 

这 个 方程 可 以 重 写 为 d(M,ez)/dt = N} N = (|r, F, e;), F = —0U/8r. ( 即 关 
于 z 轴 的 动量 矩 的 变化 率 等 于 力 FATF z 轴 之 和 矩 .) 

事实 上 我 们 有 l 

dU = (OU/8Or)dr + (QU/Op)dp = —(F,dr) = —(F,e.)dr — r(F,e,)do; 


所 以 
—0U/0o = r(F,e,) = r(le-, F], e.) = (|r, F], ez). 
这 个 例子 启示 我 们 把 角 动 量 守恒 定律 推广 如 下 . . 
定义 不 进入 拉 格 朗 日 函数 L 的 坐标 qi( 即 使 al = 0 的 坐标 qi) 称 为 循环 
定理 ”对 应 于 循环 坐标 的 广义 动量 守恒 : mi = 常数 . 
证 由 拉 格 朗 日 方程 组 , dpi/dt = ƏL/ðq = 0. 口 


814. 勒 让 德 变换 
勒 让 德 变换 是 一 个 很 有 用 的 数学 工具 : 它 把 一 个 矢量 空间 上 的 函数 变 成 其 对 侦 空间 上 的 函数 . 


勒 让 德 变换 与 代数 几何 中 的 投影 对 侦 性 和 切线 坐标 以 及 分 析 中 的 对 偶 巴 拿 赫 空间 的 构造 都 有 关 . 
在 物理 学 中 (例如 在 热力 学 量 的 定义 中 ) 时 常会 遇 到 它们 . 


A. 定义 
4 y= f(x) 是 一 凸 函数 , f" (æ) > 0. 
DD 这 里 M = mir, T]. 所 以 (M, ez) = m([es, m], 7) = m(re?,) = mr?e. (参照 节 9B). — 中 译 


者 注 


814， 勒 让 德 变换 .49 . 


函数 /的 勒 让 德 变 换 是 一 个 新 变量 p 的 函数 g, 作法 如 下 ” fl 
(图 43). 在 z,y 平面 上 作 f 的 图 像 . 设 给 定 p. 考虑 直线 y = pz. p 


取 使 得 曲线 在 铅 直方 向 上 离 此 直线 最 远 之 点 x = z(p): 对 每 个 |9 
p 值 , 函数 pz — f(z) = F(p,z) Æ x = z(p) 时 对 z 有 最 大 值 . 现 
定义 g(p) = F(p, z(p)). z(p) z 
点 z(p) 是 由 驻 定 条 件 9F/8z = 0 即 p = f'(a) 决定 的 . 因 图 各 惑 让 德 变换 
为 f AG, 它 是 唯一 的 @. 
问题 证 明 当 f 定义 在 整个 m 轴 上 时 , g 的 定义 域 可 能 是 一 点 , 一 个 闭 区 间或 半 射 线 . 证 明 
如 果 f 定义 在 一 个 闭 区 间 上 , 则 o 定义 在 整个 p 轴 上 . 


B. 例子 

例 1 $ f(x)-—2z?.W| F(p,z) 2 px —z?,z(p) = 5». 9(p) = ip. 

例 2 $ f(z) = mz?/2. 则 m »?/2m. 

例 3 $ f(z) — z*/o. W g(p) = p?/B, XX (1/o) + (1/8) = 1(a » 1,8 » 1). 

例 4 令 f(x) 为 一 凸 折线 ， ad g(p) 也 是 凸 折线， f(z) 之 顶点 对 应 于 g(p) 之 
边 , f(z) 之 边 则 对 应 于 g(p) 之 顶点 . 例如 图 44 中 画 的 角 在 勒 让 德 变换 下 变 成 线段 . 

图 44 将 角 变 为 线段 的 勒 让 德 变 换 
C. 对 合 性 


考虑 一 个 可 以 微分 任意 次 的 函数 了 E f'l) > 0. 容易 验证 , 勒 让 德 变换 变 凸 函 
数 为 凸 函数 , 所 以 我 们 可 以 再 次 作 勒 让 德 变 换 . 

定理 勒 让 德 变 换 是 对 合 的 , 即 再 次 施行 可 得 恒 等 变换 : X Of 在 勒 让 德 变换 下 
TA g, M g 之 勒 让 德 变换 即 是 f. 

证 为 了 对 9 就 变量 p 施行 勒 让 德 变换 , 由 定义 必须 取 一 个 新 变量 ( 仍 记 为 r) 
JE TE eR 

G(z,p) = zp — g(»), 
然后 求 使 G 达到 最 大 值 的 点 p(z) : 
0G/8p = 0, Bg’ (p) = zx. 
@ 当 然 要 它 存 在 才 行 . 
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于 是 g(p) 的 勤 让 德 变换 将 是 zx 的 函数 G(z,p(z)). 


, foo 我 们 来 证 明 G(z, p(z)) = f (xz). 为 此 要 注意 对 G(x, p) = zp- 
g(p) 有 一 个 简单 的 几何 解释 : 它 是 f(z) 的 图 像 的 切线 在 横 坐 标 
z 处 的 纵 坐 标 而 此 切线 之 斜率 为 p( 图 45)， 对 固定 的 p， 函 数 
G(z, p) 是 x 的 线性 函数 , ME 6G/6z = p, 而 当 z = z(p) 时 ,由 
xag) g(D) 的 定义 G(z,p) = zp — g(p) = f(z). 
现在 固定 x = zo 而 让 p 变化. Gle, p) 之 值 将 是 直线 m = zo 
图 45 勒 让 德 变换 的 ”与 f(x) 的 具有 各 个 不 同 斜率 p 的 切线 之 交点 的 纵 坐 标 . 由 图 像 


对 合 性 的 凸 性 可 知 , 所 有 这 些 切线 都 在 f(z) 图 像 的 下 方 , 因此 Gie, p) 
对 于 固定 的 x(po) 的 最 大 值 等 于 f(x)( 而 且 在 p = p(zo) = f'(xo) 
处 达到 ). ， 口 


RO 考虑 一 族 直 线 y = xp 一 g(p). 则 其 包 络 的 方程 是 y= f(x), f 是 g 的 勒 让 
D. 杨 氏 不 等 式 


定义 ”两 个 互 为 勤 让 德 变换 的 范 数 f 与 g 称 为 在 杨 (Young) 的 意义 下 对 偶 . 


由 勒 让 德 变换 之 定义 , F(z,p) = pz 一 f(z) 对 任意 xz 和 p 不 大 于 g(p). 由 此 即 
有 杨 氏 不 等 式 


pz < f(x) + g(p). 

例 1 X f(x) = 2 则 g(p) = y. 即 得 熟知 的 不 等 式 : 对 一 切 zx 和 p 有 
pr < je 十 PA 

812 X f(x) — x?/o, WW g(p) — p?/8, E (1/o) + (1/8) = 1, 则 得 声 氏 不 等 式 : 

对 一 切 z »0,p»0,0o» 1, inl 1 Leisis 

E. 多 变量 情况 

现在 令 f(z) 是 矢量 变 元 z = (z1,… ,zn) 的 凸 函 数 ( 即 二 次 型 (0? f/0z7)dz, 
dz) 为 正定 ). 这 时 勒 让 德 变换 是 矢量 变 元 p = (p, ,pn) HAX (p), 定义 为 

glp) = F(p, z(p)) = max,F(p, x), 

这 里 F(p,x) = (p, æ) = F(x), p = Of /0x.. 

前 面 的 全 部 论证 , 包括 杨 氏 不 等 式 都 可 以 不 加 改动 地 照搬 到 这 种 情况 . 

OZ EB SI, 这 就 是 克 莱 罗 方程 的 理论 . 


815. 哈密 顿 方程 组 -51> 


问题 $ f:R” RADLK. R 为 对 偶 空 间 , 证 明 上 面 V 
的 公式 完全 地 定义 了 一 个 线性 映射 9 : R” 一 及 (只 要 当 x 遍 取 R” 
时 线性 形式 df |. 遍 取 R7"). 
问题 令 了 为 二 次 型 f(x%) = Xfigzix;. 证 明 其 勒 让 德 变换 仍 
为 一 个 二 次 型 g(p) = Egij Pipi, 二 者 在 相应 点 之 值 相等 (图 46): fG) T 


f(z(p)) = g(p), s(p(x)) = f(z). 图 46 二 次 型 的 勒 让 


g) 


815. 哈密 顿 方程 组 


拉 格 朗 日 二 阶 微分 方程 组 可 以 用 勤 让 德 变换 变 为 非常 对 称 的 2n 个 一 阶 方程 的 方程 组 , 称 为 
哈密 顿 方程 组 (或 典 则 方程 组 ). 


A. 拉 格 朗 日 方程 组 和 哈密 顿 方程 组 的 等 价 性 


我 们 考虑 拉 格 朗 日 方程 组 Pp = 0L/0q, 这 里 p = 0L/0q, 拉 格 朗 日 函数 是 已 知 
B)L:R"xR^xRoR, 我 们 设 它 对 第 二 组 变量 g 是 凸 的 @. 
定理 拉 格 朗 日 方程 组 等 价 于 2n 个 一 阶 方程 的 方程 组 (哈密 顿 方程 组 ) 
p= —8H/0q, d OHjOp, 
H(p,q,t) = på — L(q,,t) X& 34& Pl B dt AR oy q 之 函数 的 勒 让 德 变换 . 
证 ”由 定义 , L(q,q,O 对 于 q 的 勒 让 德 变换 是 函数 H(p) = på — L(q), HF à 
应 按 以 下 公式 表 为 p 的 函数 : p = 8L/6g, 而 且 H 依赖 于 参数 q A t. 这 个 函数 H 
AAEM RA. 
哈密 顿 函数 的 全 微分 
oH oH oH 
dH — ap TP 3, 4 4 ar 
应 等 于 på — L 的 全 微分 , 其 中 p —0L/84: 
. aL aL 
dH = ddp 一 oq 4 一 ar d 
dH 的 这 两 个 表达 式 应 该 相同 . 所 以 
. 0H 0H BL ðH oL 


i= Gp dg T Oq O7 OE 
应 用 拉 格 朗 日 方程 组 p= A 即 得 哈密 顿 方程 组 . 
我 们 已 经 看 到 若 q(t) 适合 拉 格 朗 日 方程 组 , 则 (Peat) 适合 哈密 顿 方程 组 ， 
其 逆 可 以 类 似 地 证 明 . 因此 拉 格 朗 日 方程 组 与 哈密 顿 方程 组 是 等 价 的 . D 


注 上 述 定理 适用 于 一 切 变 分 问题 而 不 只 是 力学 中 的 拉 格 朗 日 方程 组 . 
@ 在 应 用 中 , LAARA H JE — I EXE —UCRI. 
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B. 哈密 顿 函数 与 能 量 
例 对 于 力学 系 方程 组 , 拉 格 朗 日 函数 具有 通常 的 形状 二 = 下 一 以 动能 了 是 à 
的 二 次 型 1 
T = 5Xa;jdid5, ai = ai(q,t), MU = U(q). 
定理 B GRE R E EE 
H=T+U. 
证 明基 于 下 述 关 于 二 次 型 的 勒 让 德 变换 的 引 理 . 
引 理 二 次 型 f(w) 与 其 勒 让 德 变 换 g(p) 在 对 应 点 之 值 相等 : 
f(v) = g(p). 
例 对 于 f(z) = 2, 这 是 抛物 线 切线 的 熟知 的 性 质 . 对 于 f(z) = im? 我 们 有 
p = ma, Tfi g(p) = p?/2m = zma? = f(a). 
引 理 的 证 明 HET ULCUS RI, Le = of. 所 以 
(p(z) = pe - f(z) = (0f/02)e - f(x) -2/() - a) -f(. 0 
定理 的 证 明 ”用 和 引 理 相同 的 推理 , 有 


H -pq-L-2T-(T-U)-T«U. 口 
例 对 于 一 维 运动 
.8U 
= -页 
这 时 工 = 402,7 =U (q), p =å, H = bp 十 U(g) 而 哈密 顿 方程 组 成 为 
aU 


q-—7D» P=- ag 


这 个 例子 使 人 们 容易 记 住 , 哈密 顿 方程 组 中 哪 一 些 是 带 负 号 的 . 

由 运动 方程 和 哈密 顿 方程 组 的 等 价 性 定理 可 得 到 几 个 重要 的 推论 . 例如 能 量 守 
恒定 律 得 到 了 很 简单 的 形式 p" 

系 1 Tc yn, -AIP Ketten tenia (7-0), 
则 能 量 守恒 定律 成 立 : H(p(t),q(t)) = 常数 . 

证 考虑 H 沿 运动 轨道 的 变化 : H(p(t),q(t), t), HERD BH BIER. 


dH _ ƏH (_ƏH\ OH ƏH 0H _ ƏH 
dt Bp Og ðq Bp (Ot 6 


§16。 刘 维尔 定理 -53- 


C. 循环 坐标 

在 考虑 有 心 场 时 , 我 们 看 到 , 引入 极 坐标 可 将 一 个 问题 化 为 一 维 问题 . 事实 是 已 
知 一 个 问题 的 对 称 性 就 能 选择 一 个 坐标 系 q 使 得 哈密 顿 隧 数 不 依赖 于 某 些 坐 标 , 我 
们 即 可 找到 一 些 首次 积分 , 从 而 化 为 具有 较 少 坐标 的 问题 . 

定义 ”车 哈 密 顿 函数 H(p ,pn; q1,… det 不 显 含 q, 即 3H/3q = 0, 则 
FK qi 为 循环 坐标 (这 个 名 词 来 自 有 心 场 的 角 坐 标 这 个 特例 ). 

显然 gi 是 循环 的 当 且 仅 当 它 不 显 含 于 拉 格 朗 日 函数 工 中 (8571/69l: = 0). 由 运 
动 方程 的 哈密 顿 形式 有 : 

系 2 4 qı 为 循环 坐标 . 则 p 是 首次 积分 . 这 时 其 余 坐 标 随时 间 的 变化 与 一 
个 具有 n 一 1 个 独立 举 标 go,… ,gn 以 及 一 个 依赖 于 参数 c= pi 的 哈密 顿 声 数 


H(p2,::* ,pn, ga ,qn,t, C) 


的 力学 系 一 样 . 
证 令 p 一 (p2, tt Paha = (qa, ttt , Gn) 这 时 哈密 顿 方程 组 成 为 


最 后 的 方程 给 出 p, = 常数 . 因此 在 p 和 q' 的 方程 组 中 pi 之 值 只 作为 参数 出 现在 
哈密 顿 函数 中 . 解 出 这 2n 一 2 个 方程 的 方程 组 后 , gl 的 方程 成 为 


f - 10. f= s Bip Od Ot, 


因而 容易 积 出 . 口 
系 3 每 个 两 自由 度 (n = 2) 的 力学 系 , 若 有 循环 坐标 , 则 是 可 积 的 . 
证 这 时 , p 和 gq 的 方程 组 各 是 一 维 的 , 而 可 以 用 首次 积分 H(p, g) = c 立即 
积 出 . 口 


$16. 刘 维 尔 定理 


哈密 顿 方程 的 相 流 保持 相 体积 不 变 . 由 此 可 得 , 哈密 顿 方程 组 不 可 能 渐 近 稳定 . 
为 简单 起 见 , 我 们 只 看 哈密 顿 函 数 不 显 含 时 间 的 情况 : 


H = H(p.q). 
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A. 相 流 
定义 “坐标 为 musco Pui q1,… gn 的 2n 维 空间 称 为 相 空间 ， 

例 n=1 的 情况 就 是 第 4 节 中 考虑 过 的 力学 系 立 = -9U/8z 的 相 平面 . 

象 这 个 最 简单 的 例子 一 样 , 哈密 顿 方程 组 右 方 给 出 一 个 矢量 场 : 在 相 空间 的 各 
点 (p,q) 有 一 个 2n 维 矢量 (—-0H/0q,0H/0p). 我 们 设 哈 密 顿 方程 组 的 每 个 解 均 可 
拓展 到 整个 时 间 轴 @. 

定义 ” 相 流 即 相 空间 中 的 单 参数 变换 群 


9' : (p(0),a(0)) > (p(t), q(t)), 


p(t) 5i q(t) 是 哈密 顿 方程 组 的 解 (图 47). 


g! 
N gp 
/ p(t),q(t) ue 
o WEN 


(0), a(0) 


图 47 相 流 48 体积 的 守恒 


问题 证 明 (g') 是 群 . 


B. 刘 维 尔 定理 
1) 相 流 保持 体积 不 变 : 即 对 任意 区 域 D RNA (图 48) 


gtDD 之 体积 = D 之 体积 . 


我 们 要 证 明 下 面 的 更 广泛 些 的 命题 , 它 也 是 属于 刘 维 尔 的 . 
设 有 一 组 常 微分 方程 è= f(e), m = (z1,… ,zn), 其 解 可 以 拓展 到 整个 时 间 轴 . 


令 {gt} 为 相应 的 变换 群 : 
g(x) =x + f(rt-O(?) t>o. (1) 
4- D(0) 是 ac 空间 中 一 个 区 域 , v(0) 为 其 体积 , 而 
v(t) = D(t) 之 体积 ，D(t) — g'D(0). 
2) 3E divf =0, 则 gt 保持 体积 不 变 : v(t) = v(0). | 
— O3, 只 需 设 H 之 等 值 集 为 紧 就 够 了 . 
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C. 证 阴 


dv 


引 理 1 (5) _=/ divfdz (dz = dz --- d£n). 


D(0) 
证 对 任意 t, 由 重 积分 变量 替换 公式 有 


v(t) — 人 det 
用 公式 (1) 计算 9gtz/6z, 我 们 即 有 


Dotz 


or dz. 


ðgtz/ðx = E + Sf + o(?), t—0. 口 


我 们 要 用 一 个 熟知 的 代数 事实 : 
引 理 2 ”对 任 一 矩阵 A= (aij) 有 


det |E + At| = 1-ttrA- O(?), t0. 


这 里 , trA = au 是 4 的 迹 ( 即 主 对 角 线 上 元 素 之 和 ). 


(将 行列 式 直接 展开 就 可 证 明 引 理 2: 我 们 会 得 出 1 和 n 个 + 的 一 次 项 , 其 余 项 

含 0,0, 等 等 .) 
应 用 它 , 我 们 有 
Dogtz of 


— “d 2 
Ap itürge tOO) 


det 


但 tr0f /0m = V 6fi/9z: = divf. 所 以 得 引 理 1 之 证 明 : 
i—1 


v(t) = J [1 + tdivf + O(£)]dz. o 
D(0) 
2) 之 证 明 ”因为 t=to 并 不 比 t= 0 更 差 , 引 理 1 可 写 为 
dv(t) div fd 
e Ls iv fdz, 


dt 
而 若 divf = 0 即 有 dv/dt = 0. m 
特别 是 , 对 于 哈密 顿 方程 组 我 们 有 


/sgN 8 (0HY 
i-r) 


因此 , 刘 维 尔 定理 (BI 1) 得 证 . 口 
问题 将 刘 维 尔 定理 推广 到 非 自治 系 (BU H = H(p,q.t) R f — f(z,t)) 的 情况 . 


56 
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问题 对 线性 方程 组 t= A(t)zx 之 朗 斯 基 行 列 式 证 明 刘 维尔 公式 


W = Woel 14t, 


刘 维 尔 定理 有 许多 应 用 . 
问题 ”证明 哈密 顿 方程 组 在 相 空间 中 不 可 能 有 渐 近 稳定 点 与 渐 近 稳定 的 极限 环 . 


刘 维 尔 定理 在 统计 力学 中 有 特别 重要 的 应 用 . 
刘 维 尔 定理 使 我 们 能 应 用 遍历 理论 @ 的 方法 来 研究 力学 . 我 们 将 只 考虑 最 简单 


的 例子 : 


D. 庞 加 莱 回 归 定 理 
A g 是 保持 体积 的 连续 的 一 对 一 映射 , 它 将 欧 民 空间 的 有 界 区 域 D 映 到 其 自身 


上 : gD=D. 


这 时 在 D 的 任 一 点 的 任 一 令 域 U 中 都 有 一 点 x EU 将 会 回 到 UU 中 , 即 对 某 个 


n>0 有 g"reD. 


图 49 球 在 非 对 称 杯 
中 的 运动 方式 是 不 知 
道 的 ; 然而 庞 加 莱 定 
理 预计 到 它 会 回 到 初 
始 位 置 附近 . 


图 50 分 子 回 到 第 一 
个 室内 


这 个 定理 例如 可 以 用 于 一 个 二 维 力学 系 的 相 流 95 这 个 力 
学 系 的 位 能 U (21,22) 当 (21,22) 一 oo 时 趋向 无 穷 ; 这 时 相 空 间 
中 的 不 变 有 界 区 域 由 以 下 条 件 给 出 (图 49) 


D = {p,q:T+U < E}. 


上 庞 加 菜 定 理 可 以 加 强 , 证 明 几 乎 每 个 动 点 都 会 反复 地 回 到 
初始 位 置 附近 . 这 是 关于 运动 的 特性 所 已 知 的 仅 有 的 几 个 一 般 
结论 之 一 . 运动 的 细节 完全 不 知道 , 甚至 在 

QU 


东 二 一 
ðr’ 


x = (21,72) 


这 样 的 情况 下 也 如 此 . 


由 庞 加 菜 定 理 和 刘 维 尔 定 理 得 到 的 以 下 预测 是 一 个 具有 和 悖 
论 性 质 的 结论 : 如 果 你 打开 一 个 把 充满 气体 的 室 和 真空 室 隔 开 的 
隔 板 , 过 了 一 会 儿 , 气体 分 子 又 会 回 到 第 一 个 室内 (图 50). 

这 个 悖 论 的 解释 是 : 所 谓 “ 一 会 儿 ” 可 能 比 太阳 系 的 存在 时 
间 还 长 . l 


庞 加 莱 定 理 的 证 了 明 ”考虑 邻 域 0 的 像 (图 51) 


U, gU, g?U, --- ,8^U,- 


巴 例 如 参看 : Halmos[1). 
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它们 都 有 相同 体积 . 若 它们 不 相交 , D 将 有 无 限 体积 . AENEA k 20120,k»l 
g'UnglU £ e. 


FE, gU NU 4 Ø. & gr =y. W] reU H g^z€U,(n-k-l). 口 


图 51 回归 定理 图 52 圆周 上 的 稠密 集 


E. 庞 加 莱 定 理 的 应 用 

例 1 $ D 为 一 圆周 ,g 是 旋转 o 角 . 若 o = 2n(m/n), 则 g^ 是 恒 等 映 射 而 定 
理 自 明 . Xi a 与 2r 不 可 公约 , 庞 加 莱 定 理 给 出 : 

V6 > 0,3n : |g^z — z| < 6( 图 52). 

由 此 易 得 

定理 X o Z2n(m/n), 则 点 g*z 之 集 在 圆周 上 稠密 @, (k= 1,2,…). 

问题 证 明 在 U = rt 的 有 心 场 中 每 个 轨道 或 为 闭 或 稠密 地 填 满 两 圆周 间 的 环 . 

$12. DN EHI, oi 与 wa 为 其 上 的 角 坐 标 (经 度 和 纬度 )( 图 53). 


考虑 环 面 上 的 常 微分 方程 组 OD 


£1 = Qi, p2 = Q2. Pi 
显然 , divf = 0 而 相应 的 运动 
9! : (91,2) > (P1 + art, v2 + oot) 


保持 体积 doidos. 由 庞 加 莱 定 理 容易 得 出 
定理 E 01/02 是 无 理 数 ， 则 环 面 上 的 “螺旋 线 ?” 9! (qv, v2) 在 环 面 上 稠密 . 


问题 WHR w 是 无 理 数 , 则 利 萨 如 图 形 (z = cost,y = cos wt) 在 正方 形 |z| < 1,ly| <1 
中 稠密 . 


OR 4 在 B 中 稠密 即 B 中 每 一 点 的 每 个 邻 域 中 都 有 A 中 的 点 . 
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例 3 S DOS n ERE T, W n 个 圆周 之 直 积 @: 


D= S! x Stx- x S! =T”. 
”~ 


n 个 


n 维 环 面 上 的 一 点 由 n 个 角 坐 标 p = (eui os) 给 出 . 令 o = (at an) gt 是 
保持 体积 的 变换 
g:T^ >T”, o—qp-ot. 

问题 在 关于 o 的 什么 条 件 下 , 以 下 的 集 稠密 ? (a)gto 的 轨道 ; (bg o 的 轨道 (t 属于 实数 
TE R, k 属于 整数 群 Z). 

例 1 到 例 3 中 的 变换 都 与 力学 有 密切 关系 . 但 因 庞 加 莱 定 理 是 抽象 的 , 它 也 有 
与 力学 无 关 的 应 用 . 

例 4 考虑 数 ^ 的 第 一 位 数 1, 2, 4, 8, 1,3,6,1, 2, 5, 1 2, 4, . 

问题 数字 7 是 否 会 出 现在 上 面 的 这 个 序列 中 ? 在 7 和 8 中 哪 一 个 出 现 得 更 经 常 ? 频繁 多 
少 倍 ?( 参 见 第 十 章节 51) 


OR 4,B,… 之 直 积 即 点 (a,b,…) 之 集 , 这 里 ce ABE B,.…. 


第 四 章 ” 流 形 上 的 拉 格 朗 日 力学 


我 们 将 在 本 章 中 介绍 微分 流 形 及 其 切 从 的 概念 . 给 定 在 切 从 上 的 拉 格 朗 日 葬 数 
在 流 形 上 定义 一 个 拉 格 郎 日 “完整 系 ”. 具有 完整 约束 的 质点 组 (例如 摆 或 刚体 ) 是 
其 特例 . 


817. 完整 约束 
我 们 将 在 本 节 定 义 具有 完整 约束 的 质点 组 的 概念 . 


A. 例子 


S 7 为 平面 光滑 曲线 . 若 在 y 附近 有 一 个 很 强 的 指向 y 的 力 场 , 则 一 个 运动 的 
质点 将 总 是 靠近 于 y. 在 具有 无 穷 大 力 场 的 极限 情况 , 质点 必 留 在 y E. 这 时 我 们 就 
说 , 对 这 个 力学 系 加 上 了 一 个 约束 (图 54). 

为 了 把 这 说 得 更 精确 , 我 们 在 y 的 邻 域 中 引入 曲线 坐标 qi 和 qo; ql 是 沿 7 的 ， 
而 qo 表示 到 此 曲线 的 距离 . 

考虑 具有 依赖 于 参数 N 的 位 能 的 力学 系 


Un = Ng 十 Uo(ai, q2), 


(以 后 将 使 N 趋向 无 穷 大 )( 图 55). 
考虑 在 y 上 的 初始 条 件 : 


q(0) =f, d(0-4 (0-0, da(0) = 0. 


用 a = e(t, N) 表示 在 Uu 的 场 中 在 这 些 初 始 条 件 下 的 运动 中 g 坐标 的 演化 . 
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Un 
S \ 
KAN Uo 
y 


图 54 约束 作为 无 限 强 的 场 55 位 能 Un 


定理 当 N 一 co 时 以 下 极限 存在 
um glt, N) = Y(t). 

极限 通 数 q = v(t) 满足 拉 格 朗 日 方程 
d (22) LOL, 
dt \ Od1 ðq’ 
i € L(a) = Tlg-4-0 — Uolg;-o(T X35 y 运动 的 动能 ). 


这 样 , 当 N 一 oo 时 , 由 关于 qi 和 go 的 拉 格 朗 日 方程 导出 了 关于 q = y(t) 的 
拉 格 朗 日 方程 . 
现 用 n 个 质点 的 3n 维 构 形 空间 代替 平面 ， 它 们 组 成 一 个 具有 度量 ds? = 


2 miri m 为 质量 ) 的 力学 系 , 又 用 这 3n. 维 空间 的 一 个 子 流 形 作为 yo 换 成 


沿 各 y 的 某 些 坐标 qi gz 换 成 垂直 于 y 方向 上 的 某 些 坐标 qo, 也 会 得 到 完全 一 样 的 结 
R. 知 位 能 的 形状 是 


U = Uo(q1) + Ng, 
则 当 N 一 oo 时 , 将 由 拉 格 朗 日 函数 为 


Ly 三 了 |o=o=o — Uola;-o 
的 拉 格 朗 日 方程 定义 y 上 的 一 个 运动 . 


B. 具有 约束 的 力学 系 的 定义 


我 们 将 不 证 明 以 上 定理 @, 但 也 不 去 用 它 . 我 们 只 需要 它 来 说 明 下 面 定 义 是 有 道 
理 的 . 

定义 令 ?为 质量 为 ml ,mn 的 点 nuo ,rn 所 成 的 3n 维 构 形 空间 中 的 

m 维 曲面 . 令 q= (q1,… ,qm) 是 7 上 的 某 坐 标 系 : m; = ri(q). 则 由 以 下 方程 所 描述 

@ 证 明基 于 这 样 一 个 事实 : 由 于 能 量 守恒 , 动 点 不 可 能 离 y 比 ceN~ 更 远 , 而 当 N 一 oo 时 这 

个 距离 趋向 零 . 如 此 利用 极限 来 定义 约束 , EPH (R.Courant) 提出 的 . 参看 Rubin H, Ungar P, 


Motion under a strong constraining force, Comm. Pure and Applied Math, 1957. No.1. 65~87. 


$18. 微分 流 形 “61. 


的 力学 系 称 为 具有 3n — m 个 理想 完整 约束 的 n 质点 力学 系 : 
d (OL ðL 1 . 

曲面 7 称 为 具有 约束 的 力学 系 之 构 形 空间 . 

车 曲面 y 由 = 3n 一 m 个 函数 无 关 的 方程 f(r) = 0,… ,fx(7) = 0 给 出 , 我 们 
就 说 这 个 力学 系 受 到 关系 式 fi = 0,.… , 太 =0 BWAR. 

完整 约束 也 可 以 定义 为 具有 很 大 位 能 的 力学 系 之 极限 情况 . 这 些 约束 在 力学 上 
的 意义 在 于 , 实验 证 实 了 许多 力学 系 以 程度 不 同 的 精确 性 属于 这 一 类 . 

由 此 以 往 , 为 简单 起 见 我 们 就 称 理想 完整 约束 为 约束 . 本 书 中 不 考虑 其 他 约束 . 


818. 微分 流 形 


一 个 具有 约束 的 力学 系 的 构 形 空间 是 一 个 微分 流 形 . 我 们 将 在 本 节 中 给 出 关于 微分 流 形 的 最 


A. 微分 流 形 的 定义 


一 个 集合 M 车 有 有 限 多 或 可 数 多 个 区 图 而 其 每 点 均 可 以 至 少 在 一 个 区 图 中 
表示 , 就 说 M 上 有 一 个 微分 流 形 构造 . . 

区 图 就 是 欧 氏 坐标 空间 g = (q, , qn) 中 的 开 集 U 以 及 由 UV 到 M 的 某 个 子 
集 上 的 一 对 一 映射 p:U — QU c M. 

若 两 个 区 图 U 5 U' 中 的 点 p 与 p' 在 M 中 有 相同 的 像 , W p 与 p! 各 有 邻 域 
V cU S5 V cU, 它们 在 M 中 也 有 相同 的 像 (图 56). 这 样 就 得 到 一 个 由 区 图 U 
的 一 部 分 V CU 到 另 一 区 图 的 一 部 分 V C U' 的 映射 oy: V — V. 


这 是 由 欧 氏 空间 g 中 的 区 域 V 到 欧 氏 空间 
d 中 的 区 域 V^ 上 的 映射 , 而 由 n 个 n TARA 
H: q' = q'(q), (a — a(a^)). i q'(q) Il a(q^) 都 可 
WO, 就 说 这 两 个 区 图 是 相 容 的 . 
图 册 就 是 相 容 区 图 的 并 . 若 两 个 图 册 之 并 仍 z 
为 图 册 , 就 说 它们 是 等 价 的 . 图 se 相 容 的 区 图 
微分 流 形 就 是 等 价 图 册 的 类 . 我 们 只 考虑 连通 @ 流 形 . 这 时 对 所 有 区 图 , 数 nn 都 
相同 , 称 为 流 形 的 维 数 . 

流 形 上 一 点 的 邻 域 即 此 点 在 区 图 U 中 的 一 邻 域 在 映射 p : U 一 M 下 的 像 . 我 

及 将 设 任意 两 个 不 同 的 点 都 有 不 相交 的 邻 域 . 


@ 这 里 所 谓 可 微 是 指 > 次 连续 可 微 : + 的 确实 的 值 (1 <r < oo) 无 关 紧 要 (例如 我 们 可 取 r= oo). 
@ 若 一 流 形 不 能 分 成 两 个 分 离 的 非 空 开 子 集 之 并 , 就 说 它 是 连通 的 . 
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B. 例子 

例 1 欧 氏 空间 R 是 一 个 流 形 , 图 册 仅 由 一 个 区 图 组 成 . 

例 2 球面 52 = {(z,y,z) : 2 4 y? +2 — 1) 有 微分 流 形 构造 , 例如 其 一 图 册 可 
由 两 个 区 图 (Ui, yi,i = 1,2) 用 球 极 投影 构成 (图 57). 类 似 的 作法 适用 于 n 维 球面 


8" = ((21,7* £241) Er? = 1). 


图 57 球面 的 图 册 图 58 平面 摆 、 球 面 摆 与 平面 双 摆 
例 3 考虑 一 个 平面 摆 . 其 构 形 空间 一 一 圆周 $1 一 一 是 一 个 流 形 . 一 个 常用 
的 图 册 是 角 坐 标 p :R! 一 S1.U01 = (77,7), U2 = (0,27)( 图 58). 
£i 4 “球面 " 数学 摆 的 构 形 空间 是 二 维 球面 52( 图 58). 
例 5 “平面 双 摆 ” 的 构 形 空间 是 两 个 圆周 的 直 积 , 即 二 维 环 面 
T? = 9! x S!. 


例 6 球面 双 摆 的 构 形 空间 是 两 个 球面 的 直 积 . S? x S?. 
例 7 (gi, qz) 平面 上 的 刚性 直线 段 的 构 形 空间 是 流 形 R x 51, 坐标 为 (q1, q2, qs) 
(图 59). 它 可 用 两 个 区 图 覆盖 . 


h 


图 59 平面 上 一 个 线段 的 构 形 空间 图 60 一 个 三 角形 的 构 形 空间 


例 8 设 刚 性 直角 三 角形 OAB 绕 顶 点 O 运动 . 这 三 角形 的 位 置 可 用 三 个 数 来 
表示 : 方向 OA e S? 由 两 个 数 表 示 . X 0A BAI, 可 以 让 OB e S! 绕 轴 OA 旋转 
(图 60). 

与 此 三 角形 OAB 的 位 置 相 联结 有 一 个 正 交 右手 标 架 ,el = 04/|04l|,e2 = OB/ 
IOBl,es = [e1, ez]. 位 置 与 标 架 的 对 应 是 一 对 一 的 : 所 以 三 角形 的 位 置 可 用 一 个 行列 
式 为 1 的 三 阶 正 交 矩 阵 来 表示 ; 

一 切 三 阶 方 阵 之 集 是 9 维 空间 R9. 六 个 正 交 条 件 可 以 从 上 述 R 中 区 分 出 两 个 
三 维 连通 的 矩阵 流 形 , 其 行列 式 分 别 为 +1 与 -1. 三 维 空间 (行列 式 为 +1) 的 旋转 
构成 一 个 群 , 称 为 SO(3). 
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所 以 三 角形 OAB 的 构 形 空间 是 SO(3). 

问题 证 明 SO(3) 同 胚 于 三 维 实 射影 空间 . 

定义 构 形 空间 的 维 数 称 为 自由 度 . 

. 例 9 考虑 个 铵 接 杆 所 成 的 封闭 链条 这 个 力学 系 ， 

问题 ”这 个 力学 系 的 自由 度 是 多 少 ? 

例 10 KARE. 我 们 说 M 是 欧 氏 空间 的 一 个 k RATRE (图 61). 如 
果 在 每 一 点 x c M 的 一 个 邻 域 U 中 都 有 n-k TEE fi: U >R, f2: U> 
RR,…. ,有 _-k :U 一 恨 使 得 U 与 M 的 交 可 由 方程 fi —0,- ,jj —0 818, 而且 矢 
E gradfi,--- ,gradfn_x 在 z 点 线性 无 关 . 

容易 给 M 以 流 形 构造 , 即 在 x 的 邻 域 中 给 出 坐标 系 (怎样 给 法 ?). 

可 以 证 明 每 个 流 形 都 可 能 人 在 某 个 欧 氏 空间 中 .在 例 8 中 SO(3) 就 是 R? 的 
子 集 . 

问题 证 明 SO(3) RAE R 中 而 且 是 一 个 流 形 . 


图 61 ATHE 图 62 切 空间 
C. 切 空间 


4 M ERATE E" 中 的 一 个 k 维 流 形 , 则 在 每 一 点 z 都 有 一 个 k 维 切 空间 
TMz. 具体 说 , 它 就 是 {gradf1,… ,gradfn_k} 的 正 交 补 (图 62). 切 空间 TM, 中 以 
z 为 起 点 的 矢量 称 为 M 在 z WIRE. 我 们 也 可 以 把 这 些 矢量 直接 定义 为 M 中 
曲线 的 速度 矢量 : 


4 — lim $0) 0). ,其 中 pg) =g, p(t) € M. 


也 可 以 不 依赖 于 M 在 E" 中 的 嵌入 而 内 荀 地 定义 切 矢 量 . 

设 有 二 曲线 x = g(t) 与 £ = yt), p0) = w(0) = z, 而 且 在 某 个 区 图 中 
lim(e(t) ~ %(t))/t = 0, 我 们 就 说 这 两 条 曲线 是 等 价 的 ， 这 种 等 价 关 系 称 为 相 切 ， 
而 且 在 任何 区 图 中 都 成 立 (请 证 明 !). 

定义 流 形 M 在 z 点 的 切 秋 量 就 是 适合 (0) = z 的 曲线 p(t) 在 上 述 意义 下 
的 等 价 类 . 

很 容易 定义 切 矢量 乘 以 数 和 切 矢 量 的 加 法 两 种 运算 . M 在 z 的 切 矢 量 构成 一 
个 线性 空间 7TMae. 这 空间 也 称 为 M 在 m 的 切 空 间 . 
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TRAME, 这 个 定义 和 前 面 说 的 定义 是 一 致 的 . 这 定义 的 优点 在 于 它 可 以 
适用 于 不 骸 人 在 什么 地 方 的 抽象 流 形 . 

定义 令 U 为 M 之 某 图 册 中 的 一 个 区 图 , 其 坐标 为 q1,… ,qn. 曲线 g = vt) 
的 切 矢量 的 分 量 即 数 &，… ,én, 这 里 & = (dpi/dt)lt=0. 


D. 切 丛 


M 在 其 各 点 的 切 空间 的 并 Use T Ma 有 一 个 自然 的 微分 流 形 构造 , 其 维 数 两 
for M 的 维 数 . 

这 个 流 形 称 为 M Z3, 记 作 TM. TM 的 点 即 在 某 点 x UF M 的 矢量 &. TM 
的 局 部 坐标 作法 如 下 . S qi,… ,gn M 上 之 局 部 坐标 , &1,… ,én 是 此 坐标 系 下 切 
矢量 的 分 量 . 则 (q, qu£ En) 这 2n 个 数 给 出 TM 的 一 个 局 部 坐标 系 . 

KURE E RAA xe < UER, 矢量 与 M THUI (E € TM,)) 的 映射 
p: TM 一 M 称 为 自然 投影 . 点 xe M 在 自然 投影 的 原 像 pie) 即 切 空间 TMe. 
这 空间 称 为 切 从 在 x 点 MM 


E. € mE 


E M 是 组 入 在 欧 氏 空间 中 的 一 个 流 形 , 则 欧 氏 空间 中 的 度量 使 我 们 能 量度 曲 
线 之 长 、 矢 量 之 交角 、 体 积 等 等 . 所 有 这 些 量 均 可 用 切 矢量 之 长 来 表示 , 即 以 给 在 每 
个 切 空间 TM: 上 的 正定 二 次 型 来 表示 (图 63): 


dg TMa >R, £-— (££) 
TM, 
TAKEN 例如 流 形 上 曲线 之 长 可 用 这 个 二 次 型 表 为 
£ lo) = n das, da), 


而 若 此 曲线 用 参数 形式 7: [tot] 一 M,t 一 z(t) e M 给 出 , 则 


in = f ' VG, dt. 


图 o3 SES HERE 


定义 每 个 切 空间 TM 上 均 有 一 固定 正定 二 次 型 (€,é) RORE 
WE. 这 个 二 次 型 称 为 其 黎 曼 度量 . 
注 令 U 为 M 之 某 图 册 的 一 个 区 图 , 坐标 为 q, ,qn. 则 黎 曼 度量 可 由 以 下 公式 给 出 : 
ds? = X aij(q)dqidqj, aij = Gji, 


dq; 是 一 个 切 矢量 的 分 量 . 
函数 aij (q) 设 为 任意 次 可 微 . 
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F. 映射 的 微分 

S f:MoN 是 流 形 M 到 流 形 N 的 映射 , f 称 为 可 微 的 , XXE M 与 N 的 局 
部 坐标 下 f 由 可 微 函数 给 出 . 

定义 TARI f: M 一 NN 在 一 点 zeEM 的 M N 


微分 是 切 空间 之 间 的 线性 映射 > N 
TM. ).t [TN CN 
fræ : TM, — TNr(a). 


它 由 以 下 方式 来 定义 (图 64): 

令 veTMa. 考虑 曲线 p :及 一 M,qv(0) = x, 
且 速 度 矢量 (dp/dbli=o — v. Aceo 即 曲线 foo: 
R> N 的 速度 矢量 


图 64 映射 的 微分 


t=0 
问题 证 明 矢 量 fiov 不 依赖 于 曲线 qo, 只 依赖 于 矢量 v. 


问题 $ x= (z1,… ,zn) 是 x € M 邻 域 中 的 坐标 , y = (y1, ,yn) Æ y e N 邻 域 中 
的 坐标 . E 是 矢量 v 之 分 量 的 一 组 , m 为 矢量 人 -oo 之 分 量 的 一 组 . 证 明 


— 2Y Phe 
n= Sz" Rn. = 2 ase 


对 一 切 z, 取 fz 之 并 , 即 得 整个 切 从 的 映射 


PBITMoTN,fo-— frav, v € TMa. 


问题 证 明 f 是 可 微 映射. 
问题 $ f:M Ng:NoKiih-egof:M >K. WEH h, —g.o fe. 
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在 本 节 中 我 们 将 定义 流 形 上 的 拉 格 朗 日 动力 系统 . 具有 完整 约束 的 力学 系 是 一 个 特例 . 
A. 拉 格 朗 日 动力 系统 的 定义 


4 M 为 一 微分 流 形 , TM HAIM, L:TM 一 R 为 一 可 微 函 数 . 映射 y:Ro 
M 称 为 具有 构 形 流 形 M 及 拉 格 朗 日 通 数 工 的 拉 格 朗 日 动力 系统 中 的 运动 , 如 果 y 
是 以 下 泛 函 的 驻 定 曲线 : 


(y) = n ‘L(y, dt, 
这 里 y 是 速度 矢量 , y 6 TM. 
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例 S M 是 坐标 为 q = (qi,… ,gn) 的 坐标 空间 的 区 域 . ABH RA L: 
TM 一 及 可 以 写成 2n 个 变量 之 函数 Lq, q). 如 我 们 在 12 节 中 讲 过 的 那样 , 一 个 随 
时 间 运 动 的 点 的 坐标 的 演化 满足 拉 格 朗 日 方程 组 . 

定理 流 形 上 的 拉 格 朗 日 动力 系统 中 动 点 y(t) 的 局 部 坐标 g = (gi,… ,gn) 之 
演化 满足 拉 格 朗 日 方程 组 


dL OL 
dtôðġ Bg 
L(q,d) 是 函数 上 :TM —5 R JE TM 的 坐标 gq,g 中 的 表达 式 . 


我 们 时 常 遇 到 以 下 的 特例 . 

B. 自然 的 动力 系统 

4 M 为 一 黎 曼 流 形 . 各 点 的 切 空间 上 的 二 次 型 

T= 5 (v.v), v € TMe 

称 为 动能 . 一 个 可 微 函 数 U : M 一 R 称 为 位 能 . 

定义 黎 曼 流 形 上 的 拉 格 朗 日 动力 系统 若 其 拉 格 朗 日 函数 是 动能 与 位 能 之 差 : 
区 = 人 -局 就 称 为 自然 的 动力 系统 . 

Bj 考虑 由 (ry) 平面 上 长 为 1 的 直线 段 连接 的 两 个 质点 mi 与 ma. 则 在 两 自由 
点 (21,11) (z2, y2) 的 四 维 构 形 空间 R? x R? 中 由 条 件 (xi — x2)? + (yi — va)? = (EB 
65) 定义 一 个 三 维 构 形 空间 


y 
m m 
T 
图 65 平面 上 之 
线段 


我 们 的 三 维 流 形 , 因 其 嵌 人 在 此 四 维 流 形 中 , 具有 歼 曼 度量 . 这 样 得 到 的 完整 力学 系 
在 力学 中 称 为 (x,y) 平面 上 的 定 长 线段 . 它 的 动能 是 


t? +i? 


M = R? x S! c R? x 了 到 2. 
在 四 维 空间 (z1, 22y y2) 的 切 空间 上 有 一 个 二 次 型 


m(t? +0?) + mli? + 2). 


T = mı 


E2 十 72 
+m 时 


C. 具有 完整 约束 的 力学 系 


我 们 已 在 节 17 中 定义 了 具有 完整 约束 的 质点 力学 系 的 概念 . 我 们 现在 证 明 它 
是 自然 的 . 

事实 上 , 我 们 可 以 把 具有 约束 的 力学 系 的 构 形 流 形 M AFERAT A HRA 
组 的 3n 维 构 形 空间 中 , 而 这 个 3n 维 空间 的 黎 曼 度量 由 二 次 形 Y mii? 给 出 . 具有 


i=1 
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位 能 U 的 扩 人 黎 曼 流 形 M 与 节 17 中 定义 的 力学 系 一 样 , 亦 即 与 位 能 为 U + Na? 
的 力学 系 当 N — oo 时 的 极限 情况 一 样 , 这 时 位 能 在 M 之 外 急 增 . 
D. 求解 具有 约束 的 问题 的 程序 


1. 定 出 构 形 流 形 并 在 其 各 点 附近 引入 坐标 9 ,gk. 
2. 把 动能 表 为 广义 速度 的 二 次 型 


1 
T-5 X ayladi. 


3. 作出 拉 格 朗 日 函数 L =T — U (q), 求解 拉 格 朗 日 方程 . 

例 考虑 质量 为 1 的 质点 在 三 维 空间 旋转 面 (图 66) 上 的 运动 . 可 以 证 明 轨 道 
是 测 地 线 . 此 曲面 在 柱 坐 标 rp, > 下 可 以 (局 部 地 ) 表 为 + = r(z) 或 z= z(r). 在 坐 
标 o 与 z 下 动能 是 


1 H 
T= 3 t y 十 z^) = 3d * r2)2 * r*(z)g], 
而 在 坐标 > 与 F 
1 1 
T= 3G * UR 十 2?) = 3 十 zr 十 r^? 


这 里 我 们 用 了 t? +y? = i?r. 

拉 格 朗 日 函数 L UE T. 在 两 个 坐标 系 下 oo 都 是 循环 坐标 . 相应 的 动量 必 守 恒 : 
但 p, = r?o 正 是 角 动 量 的 z 坐标 分 量 . 因为 这 个 力学 系 自由 度 为 2, 知道 一 个 循环 
坐标 即 可 完全 解 出 这 个 问题 (参照 节 15 系 3) 

用 略 有 不 同 的 推理 可 以 更 容易 地 得 到 轨道 的 清楚 的 图 形 . 用 a 记 轨 道 与 子午 线 
之 交角 . 我 们 有 re = |v|sino, |v| 是 速度 矢量 的 大 小 (图 66). 

由 能 量 守 恒 , H = 工 = 了 不 变 . 因此 |v| = 常数 . 因此 ze 的 守恒 律 就 成 为 “ 克 莱 
罗 (Clairaut) 定理 ”: 


rsina = 常数 . 


这 个 关系 式 表 明 运 动 在 |sina| < 1 即 在 区 域 r > ro sin ao 0 FRÆ, 而 且 轨 道 
与 子午 线 的 偏 角 随 r 之 减少 而 增加 ， 当 半径 达到 其 最 小 可 能 值 + = ro sin ao 后 , 9t 
道 折 回 到 r 较 大 的 区 域 (图 67). 


问题 证 明 旋 转 曲面 上 的 测 地 线 分 成 三 类 : 子午 线 、 闭 曲线 与 环 r > c 中 稠密 的 测 地 线 . 
问题 “讨论 环 面 ((r — R2) +2? = p?) 上 的 测 地 线 之 性 状 . 


D)(ro,ao0) 是 z=0 时 7 与 a 之 值 . —— 日 译 者 注 
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-m T= 7bsinao 


图 66 旋转 曲面 图 ov 旋转 面 上 的 测 地 线 


E. 非 自 治 系 统 


非 自 治 拉 格 朗 日 动力 系统 与 我 们 迄今 所 讨论 的 自治 系统 的 区 别 在 于 其 拉 格 朗 日 
函数 还 依赖 于 时 间 : 
L:TMxRR, L-L(q,d,t). 
特别 是 , 在 一 个 自然 的 非 自治 系统 中 , 动能 和 位 能 均 依赖 于 时 间 : 
T:TMxR>R, U:MxR>R, 
T — T(q.q.t), U = U(q,t). 


REGE TIE T] 45 00 3E 25 Rm 个 质点 的 力学 系 ,可 以 用 自由 力学 系 的 构 形 空 

间 之 依赖 于 时 间 的 子 流 形 来 定义 . 这 个 子 流 形 可 由 映射 
i:MxRE?, iqq, t 2v 

来 给 出 . 它 对 每 个 固定 的 te R 定义 了 一 个 嵌入 M 一 B37. 节 D 的 程序 对 非 自治 系 
统 仍 适用 . 

例 考虑 珠子 在 半径 为 r 的 铅 直 圆周 上 的 运动 (图 os), 此 圆周 以 角速度 w 绕 
过 圆心 O 的 铅 直 轴 旋转 . 圆周 即 流 形 M. S q 表示 自 圆 周 最 高 点 量 起 的 角 坐 标 . 

4 z,y,z 为 E? 的 坐标 , 以 圆心 O 为 原点 , 铅 直 轴 为 z 轴 . S 
e 为 圆周 所 在 的 平面 与 xOz 平面 之 交角 . 由 假设 , o = wt. 映射 
i:MxRoE?BVAXUWF: 


i(g,t) = (r sing cos wt, r sin q sin wt, r cosq). 


图 es 旋转 圆周 用 此 式 (或 更 简单 些 , 利用 “无 穷 小 直角 三 角形 ”) 可 得 
上 的 珠子 


T= d sin? q - r?g?), U = mgr cosq. 


在 这 个 情况 , 尽管 约束 与 时 间 有 关 , 动能 位 能 却 与 时 间 无 关 . 此 外 , 拉 格 朗 日 函数 和 
动能 为 
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M 
To- 7d, M-mr, 


而 位 能 为 
V = Acosq — Bsin?qg; A-—mgr, B= wr? 

的 一 维 力学 系 的 拉 格 朗 日 函数 一 样 . 相 图 之 形状 与 A 和 B 之 比值 有 关 . 对 于 2B < 
4( 即 圆周 旋转 得 足够 慢 , 使 得 w2r < g), 珠子 的 最 低位 置 (gq = 7) 是 稳定 的 , 而 且 它 
和 数学 摆 (w = 0) 的 情况 在 运动 的 特征 上 大 体 相同 . 

对 于 2B > A, 即 圆周 旋转 相当 快 , 珠子 之 最 低位 置 变 成 不 稳定 的 了 , 另 一 方面 ， 
在 圆周 上 出 现 了 珠子 的 另外 两 个 稳定 位 置 , 即 cosq = —A/2B = —g/u?r 处 . 珠子 在 
一 切 可 能 的 初始 位 置 下 的 性 态 从 它 在 (9,9) 平面 上 的 相 曲 线 的 形状 可 以 清楚 地 看 到 
(图 69). 


Pd 
N q 


图 69 珠子 的 有 效 位 能 和 相 平面 


$20. E. 诺 特定 理 


种 种 守恒 律 (如 动量 、 角 动量 之 守恒 等 等 ) 都 是 如 下 一 般 定理 的 特例 : 相应 于 拉 格 朗 日 系统 的 
每 一 个 保持 拉 格 朗 日 函数 的 单 参数 微分 同 胚 群 , 必 有 运动 方程 组 的 一 个 首次 积分 


A. 定理 的 陈述 

S M 为 一 光滑 流 形 . L: TM 一 下 是 切 从 TM 上 的 光滑 函数 . Bi h:MoM 
为 一 光滑 映射 . 

定义 ”我们 说 拉 格 朗 日 系统 (M,L) 容许 映射 凡 ,如果 对 任意 切 矢 量 ve TM 均 


有 
L(h,v) = L(v). 


例 $ M = (2523) L = (n/2) 1 + 48 + 18) - U (22,13). 这 个 系统 容许 
沿 zi 轴 的 平移 hi (21,22, 23) 一 (zl + 5,22, 33). 但 一 般 不 容许 沿 zz 轴 的 平移 . 
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诺 特 定理 AU (M,L) 容许 一 个 单 参数 微分 同 胚 群 hs : M — M,s ER, 则 
相应 于 L 的 拉 格 朗 日 方程 组 有 一 个 首次 积分 了 :THM >R. 

在 M 的 局 部 坐标 g 下 , 首次 积分 了 可 写 为 
OL dh*(q) 
OQ ds un 


I(q,d) = 


B. 证 阴 


先 设 M =R” 为 坐标 空间 . S p :及 一 Mg = p(t) 是 拉 格 朗 日 方程 组 的 解 . 因 
为 hs 保持 L, 所 以 解 的 平移 hs op :及 一 M 对 任意 s 仍 适合 拉 格 朗 日 方程 组 @. 
考虑 由 q= B(s, t) = hs(p(t)) 给 出 的 映射 P:R x R R(E 70). 


q(t) 用 . 记 对 上 的 导数 , 用 ' 记 对 s 的 导数 . 由 假设 


als, t) - &(a(0) 


| OL(b,9) OL M OL ., 
i 0-9 ^83. ^34 E 
he 
e 这 里 的 偏 导数 是 在 点 g = (50, d = (s.t) 处 


图 70 诺 特定 理 
70 "m 


上 面 已 经 说 了 , BUM Blag: R> R 对 任意 固定 的 s 都 适合 拉 格 朗 日 方程 组 
Z a; 60è] = (96,0. dd) 


引入 记号 F(s, t) = (0L/8d)(&(s, t), &(s, t)) 并 在 (1) 中 将 E z RU aF/0t, 则 得 


(GE)em( eie) e n 
aag) 9 " ag Adi ] dd) ^ dt 

注 上 面 是 用 局 部 坐标 q 来 定义 首次 积分 I == (0L/Oq)q' 的 . 但 是 可 证 明 I(v) 之 值 并 不 
依赖 于 坐标 系 q 的 选取 . 

事实 上 ,了 是 Lo) 当 矢量 ve TMs 在 TMe 内 以 速度 (Zi ).. 变化 时 的 


变 率 . 因此 I(v) 可 以 作为 切 矢 量 v c TM, 之 函数 而 适当 定义 . 当 M 是 流 形 时 ， 也 
可 以 同样 方式 证 明 诺 特定 理 . 


C. 例子 
例 1 考虑 一 组 质量 分 别 为 m 的 质点 组 : 


L= Emit? /2 — U(x), £i = Ti1€ı 十 Zi2e2 + Ti3€3, 


CE IE EZ WERE RREAN ERY, 即 若 hs 把 解 变 为 解 , 则 它 必 定 保持 L. 
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并 有 约束 条 件 fj(z) = 0. 设 此 质点 组 容许 沿 el 轴 的 平移 : 
hs : xi > wi sei, 对 一 切 i. 


换言之 , 即 设 约束 允许 质点 组 整个 地 沿 e, 轴 运 动 , 而 且 这 时 位 能 也 不 改变 . 

由 诺 特 定理 可 得 : 若 一 质点 组 容许 洛 ei WPB, 则 质心 在 el 轴 上 的 投影 作 匀 
速 直线 运动 

事实 上 (wea) = ei. 由 节 B KINE, E 


s=0 


L 
1 = 50 .0 = Emin 


OZ; 


守恒 , 即 动量 的 第 一 个 分 量 P 守恒 . 对 于 无 约束 的 质点 组 , 我 们 前 已 证 明 过 这 一 点 . 
例 2 若 质点 组 容许 绕 el 轴 旋 转 , 则 相对 于 此 轴 的 角 动 量 


Mı = 2 (læ; miz], e1) 


守恒 . 
容易 验证 , Æ h^ 是 绕 e. 轴 旋 转 一 个 角 s, W (d/ds)|-oh*a; = fel,zi, 由 此 可 
知 
了 一 2 . [ei, zj] = 2 (Miti, [e1, zi]) = X([z;, ma], e1). 


问题 1 设 质点 在 等 角 螺 线 z = cosg, y = sing, z = co 的 场 中 运动 . 找 出 相应 于 这 种 螺旋 
对 称 性 的 守恒 律 . 

答 ” 任 一 质点 组 若 容许 螺旋 运动 且 使 以 上 螺 线 不 变 , WE T — cP + Ms 守恒 . 

问题 2 ” 设 刚体 因 惯 性 而 运动 . 证 明 其 质心 作 匀 速 直线 运动 . 若 质 心 不 动 , 则 相应 于 质心 的 角 
动量 守恒 . 

问题 3 若 重 刚 体 在 运动 中 其 某 点 O 固定 , 什么 量 守恒 ? 若 此 物体 关于 某 个 过 O 的 轴 对 称 ， 
又 如 何 ? 

问题 4 将 诺 特定 理 推广 到 非 自治 拉 格 朗 日 动力 系统 . 

提示 $ Mi = M xR 为 拓 广 的 构 形 空间 ( 构 形 流 形 M 与 时 间 轴 R 的 直 积 ). 


定义 函数 Li: TMi >R 如 下 " 


LE. 
dr’ 


在 Mi 之 局 部 坐标 系 qut 下 它 的 定义 是 
dq dt\ — dq/dr ,Y dt 
li c dr’ +) 一 L («.- dt/dr D dr. 
对 拉 格 朗 日 动力 系统 (Ms, Li) 应 用 诺 特定 理 . | 
X h 容许 变换 h’: Mi > Mi, 可 得 一 首次 积分 五 :Th >R. A | nat = / Lidr, 这 


就 化 为 原 系统 的 首次 积分 1: TM x R 一 R. 若 在 Mi 的 局 部 坐标 (q,t) 中 五 = (gq,t, dg/dr, 
dt/dr), W I(q,d,t) = (gq,t, qd, 1). 
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特别 是 , 若 工 不 含 时 间 , 即 Li 容许 对 时 间 的 平移 , hla, t) = (q t+ s). 相应 的 首次 积分 就 
是 能 量 . 


821. 达 朗 贝尔 原理 
我 们 将 在 这 里 给 具有 完整 约束 的 质点 组 以 新 定义 , 并 且 证 明 它 和 节 17 中 给 的 定义 的 等 价 性 . 


A. 例子 
考虑 完整 组 (M,L), M 是 三 维 空间 {zx} 中 的 一 个 曲面 ， 


L= jma? — U(a). 


用 力学 的 语言 说 就 是 “质量 为 m 的 质点 必 留 在 光滑 曲面 M E”. 

考虑 这 点 的 运动 z(t), 若 能 满足 牛顿 方程 má c OU Ox = 0, 则 在 无 外 力 (U = 0) 
时 , 它 的 轨迹 应 是 一 条 直线 而 不 会 位 于 曲面 M 上 . 

从 牛顿 的 观点 看 来 , 这 表明 应 有 一 个 新 力 以 “迫使 该 点 留 在 曲面 上 ”. 

定义 R= mz 二 6U/0z 称 为 反作用 约束 力 (图 71). 

如 果 把 反作用 约束 力 RO) 也 考虑 进来 , 牛顿 方程 显然 就 能 满足 : 


如 果 把 我 们 的 有 约束 的 力学 系 看 作 具 有 位 能 U -- NUS 的 力学 系 

当 N — oo 时 的 极限 , 反作用 力 的 物理 意义 就 清楚 了 , 这 里 Ui(z) = 

2) p(x, M). 对 于 大 的 N, 约束 位 能 NU, 产生 一 个 急速 改变 的 力 F = 

一 N96U1/6z; 若 取 极限 (N — oo), M æ 在 M 附近 振荡 时 力 F 的 平均 

€ 值 就 是 R. 7) F 垂直 于 M. 因此 反作用 力 R 垂直 于 M : (R,6) - 0 
图 71 约束 力 对 任意 切 矢量 E. 


B. 达 朗 贝尔 原理 的 陈述 
在 力学 中 , 构 形 流 形 的 切 矢量 称 为 虚 位 移 . 达 朗 贝尔 原理 是 说 对 任意 虚 位 移 &， 


(mà 十 at) 一 0， 
或 者 换个 说 法 就 是 , 反作用 力 在 任意 虚 位 移 上 作 的 功 为 零 . 

对 质量 各 为 mi 的 点 zi 的 质点 组 , 约束 力 Ri 定义 为 midi 十 (9U/6z;), 而 达 朗 
贝尔 原理 的 形式 是 (Ri,&;) = 0, Bl Z((mid; + (9U/02:)), £i) = 0, 亦 即 反作用 力 在 
任意 虚 位 移 上 的 功 总 和 为 零 . 

具有 这 个 性 质 的 约束 称 为 理想 约束 . 
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若 将 具有 完整 约束 的 质点 组 定义 为 N 一 co 时 的 极限 , 则 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 成 为 一 个 
定理 : 上 面 概述 了 它 在 最 简单 情况 下 的 证 明 . 

然而 , 也 可 以 用 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 来 定义 理想 完整 约束 . 这 样 , 关于 有 完整 约束 的 力学 
系 我 们 就 有 了 三 个 定义 : 

1. 它 是 位 能 为 U 十 NU, 的 力学 系 当 N 一 oo 时 的 极限 . 

2. 它 是 一 个 完整 力学 系 (M, L), M 是 一 个 无 约束 的 质点 组 之 构 形 空间 的 光滑 子 流 形 , L 是 
拉 格 朗 日 函数 . 

3. 它 是 符合 于 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 的 力学 系 . 

这 三 个 定义 在 数学 上 是 等 价 的 . 

(1) = (2) 和 (1) > (3) 的 证 明 上 面 已 经 概述 过 了 , 下 面 不 再 详 述 . 现在 我 们 要 证 明 (2) e 
(3). 


C. 达 朗 贝尔 原理 与 变 分 原理 的 等 价 性 
S M 为 欧 氏 空间 的 子 流 形 ，M C RN,z : R 一 M 为 一 曲线 , 而 且 (to) = 


£o, z(t1) = 了 1. 


定义 曲线 x 称 为 作用 量 泛 函 


t i? 
s= (S -u@)}a 
的 条 件 驻 定 曲线 , 若 其 微分 66 在 以 下 条 件 下 为 零 : 变 分 是 M 上 连接 zo 和 zl 的 邻 
近 的 曲线 中 . 
我 们 将 把 条 件 驻 定 曲线 的 变 分 条 件 写 作 


m — 0. (1) 
显然 , 方程 (1) 等 价 于 M 上 某 局 部 坐标 q 下 的 拉 格 朗 日 方程 组 

dOL OL £ 

dd ^ Óq' L= z Us) x = x(q) 


定理 曲线 :下 一 MCRN 是 作用 量 的 条 件 驻 定 曲线 ( 即 满足 方程 (1), 8H 
仅 当 它 适 合 达 朗 贝尔 方程 


. ðU 
(s+ Ze) =0, veeTMs. | (2) 


引 理 4 f:(t:tok«t&t) 9 RN 为 一 连续 切 矢 量 场 . 若 对 任 一 在 s 点 切 于 
M t$3n& €5 € (PP &() € TMz), H% t= to, tı 时 E(t) — 0, 我 们 有 


tı 
， f(t) - &(t)dt — 0, 
@ 严 格 说 来 , 要 定义 变 分 69, 就 必须 在 M 上 o 附近 的 曲线 之 集合 上 定义 一 个 矢量 空间 构造 . 可 
以 用 M 上 的 坐标 来 做 这 件 事 ; 然而 一 曲线 成 为 条 件 驻 定 曲线 这 一 点 并 不 依赖 于 坐标 的 选取 . 
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则 在 每 一 点 z( 上 FA HEEFT M( 即 对 每 个 矢量 he TM 均 有 (f(t),h) = 
0)( 图 72). 


引 理 的 证 法 就 是 重复 节 12 中 导出 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 的 论证 . 


定理 的 证 明 ”比较 § 在 两 条 曲线 z( 和 z(t) + Elt) 
上 之 值 , 这 里 Elto) = Et) = 0. 分 部 积分 后 即 有 


n . aU uf/ OU 
ô? = | (sé- Se) a - f GHE 


图 72 关于 法 线 场 的 引 理 由 此 公式 © 显然 知 , 方程 (1) 即 ub = 0, 等 价 于 对 
于 所 有 切 矢 量 场 Elt) € TMr lElto) = Elti) = 0) 均 成 立 
的 方程 | 
人 (s+ as) &dt — 0. (3) 
由 引 理 (其 中 需 设 = 3 + (0U/02)) 知 ,方程 (3) 等 价 于 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 方程 
(2). 口 
D. 注 


注 1 我们 要 从 以 上 定理 推导 出 质量 为 ms 的 具有 完整 约束 的 nn 个 质点 zi E Ri 二 1.…… n 
之 质点 组 的 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 . 

TERR 2 = {2 = muni) F, 动能 也 = SY maf -Y LE. 

由 定理 , 最 小 作用 原理 的 驻 定 曲线 应 满足 


(BI R?” 中 的 点 的 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 : 3n 维 反 作用 力 在 度量 T 下 垂直 于 流 形 M). BA 
标 Ti, 即 有 


M ðU 
0 = > ( Miti + er Vk) 


= » (mä: + a6) . 


这 就 是 前 面 已 指出 的 那 种 形式 的 达 朗 贝尔 - 拉 格 明日 原理 : 反作用 力 在 虚 位 移 上 之 功 的 和 为 零 . 

注 2 若 回 到 静 力 学 , 还 可 给 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 稍 许 不 同 的 形式 . 一 个 平衡 位 置 即 是 一 
点 mo, 它 同 时 是 一 个 运动 的 轨道 : x(t) = xo. 

设 质点 在 力 了 = -ÎE 影响 下 沿 一 光滑 曲面 M 运动 

定理 M 上 的 点 zo 是 一 平衡 位 置 , 当 且 仅 当 力 在 zo 点 垂直 于 此 曲面 : 即 对 一 
WW € € T Mao, (f (£0), £) = 0. 


OH w(t) + &(t) 到 M 之 距离 与 上 比较 是 二 阶 小 量 . 


$21. 达 朗 贝尔 原理 m5. 


这 可 用 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 方程 由 $ = 0 这 一 事实 得 出 . 
EX -mè 称 为 惯性 力 . 

现在 , 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 成 为 : 

定理 若 将 惯性 力 加 到 作用 力 上 , m 变 成 平衡 位 置 1). 
证 ”由 前 一 个 定理 , 达 朗 贝尔 方程 


表明 了 z 是 在 力 为 -m 闪 十 的 力学 系统 的 平衡 位 置 . 口 
对 于 质点 组 也 有 完全 类 似 的 命题 成 立 : 若 m = (m 是 平衡 位 置 , 则 作用 力 在 虚 
位 移 上 作 的 功 和 为 零 . 若 将 惯性 力 一 miji(t) 加 到 作用 力 中 , 则 z(t) 变 成 平衡 位 置 . 


这 样 , 一 个 运动 问题 就 化 为 在 其 他 力作 用 下 的 平衡 问题 . 

注 3 和 运 今 我 们 未 曾 考虑 约束 依赖 于 时 间 的 情况 . 以 上 所 述 全 可 不 加 
改变 地 用 于 这 种 约束 . 

例 考虑 沿 一 杆 滑动 的 珠子 , 而 此 杆 与 铅 直 轴 有 倾角 a HA 
角速度 w 绕 此 轴 旋 转 (重力 不 计 ). 我 们 取 珠 子 到 O 点 的 距离 作 
为 坐标 g( 图 73). 动能 和 拉 格 朗 日 函数 是 


图 73 旋转 杆 上 的 珠 
子 


1 1 1 
L=T = PA = jd" 十 gm, Tr — q sina. 


拉 格 朗 日 方程 为 : mj = mo?qsin? o. 

各 时 刻 的 约束 力 均 垂直 于 虚 位 移 ( 即 垂直 于 杆 的 方向 ), 但 并 不 总 是 垂直 于 真实 
的 运动 轨道 . 

注 4 很 容易 由 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 方程 导出 各 个 守恒 律 . 例如 , 若 沿 zi 轴 &; = el 平移 是 
一 个 虚 位 移 , 则 约束 力 在 此 虚 位 移 上 的 功 之 和 为 零 : 


> (Roe) = 93 Ri,e1) — 0. 


若 将 约束 力 看 作 外 力 , 则 我 们 有 外 力 的 第 一 分 量 之 和 为 零 . 这 意味 着 动量 矢量 的 第 一 个 分 量 pl ST 
恒 . 

前 面 我 们 曾 用 诺 特 定理 得 到 同样 结果 . 

注 5 我 们 再 次 强调 , 某 个 特定 的 物理 约束 或 其 他 约束 (准确 到 一 定 程度 ) 是 否 为 完整 约束 ， 
这 是 一 个 实验 问题 . 从 数学 观点 来 看 , 约束 的 完整 性 质 是 一 个 有 物理 根据 的 假设 ; 它 可 以 以 不 同 的 
但 是 等 价 的 形式 引入 , 例如 最 小 作用 原理 形式 (1) 或 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 形式 (2), 但 是 当 定 
LARET, 约束 这 个 词 总 是 指 的 牛顿 运动 方程 以 外 的 实验 事实 . 


1 准确 地 说 应 为 , 对 每 个 t, c(t) 是 平衡 位 置 . 当 势 场 与 时 间 有 关 时 ,平衡 位 置 的 定义 也 容易 理解 ， 
见 注 3. 一 一 日 译 者 注 
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ike 我 们 的 用 语 与 其 他 力学 教 本 略 有 不 同 , 那里 达 朗 贝尔 - 拉 格 朗 日 原理 被 推广 到 一 类 更 
广泛 的 力学 系 (“具有 理想 约束 的 非 完 整 系 ” ). 这 本 书 里 不 讨论 非 完整 系 . 我 们 只 想 提 到 非 完整 系 
的 一 个 例子 , 即 在 一 个 平面 上 滚动 而 不 滑动 的 球 . 非 完整 系 的 构 形 流 形 每 一 点 的 切 空间 均 有 一 个 
子 空间 , 而 速度 失 量 必 在 其 内 . 

注 7 若 一 个 力学 系 中 包含 有 用 杆 、 铵 链 等 等 连接 起 来 的 质点 , 则 可 能 有 必要 讨论 某 一 特定 
约束 的 约束 力 ， 

我 们 定义 了 “一 切 约束 对 每 一 质点 m 的 总 的 反作用 力 ”Ri. 每 一 个 单独 约束 的 反作用 力 的 
概念 则 是 无 法 定义 的 . 从 支持 在 三 根 柱 子 上 的 梁 这 一 简单 例子 就 可 以 看 到 这 一 点 . 若 我 们 试图 把 
每 个 柱子 的 反作用 力 Ri, Rz, Ra 作为 极限 来 定义 ( 即 把 柱子 看 作 很 硬 的 弹簧 ), 我 们 就 会 信服 , 其 
结果 依赖 于 刚性 的 分 布 . 

选 给 学 生 作 的 问题 是 不 会 发 生 这 种 困难 的 . 


问题 ”一 个 重 为 P 的 杆 与 水 平 桌 面 倾角 为 60°, 从 初速 度 为 零 开 始 倒 下 (图 74). 求 桌面 在 
初始 时 刻 的 约束 力 而 且 把 桌面 看 作 是 a) 绝对 光滑 的 , b) 绝对 粗糙 的 .( 在 前 一 情况 , 完整 约束 将 杆 
的 端点 附着 在 桌面 上 , 而 在 第 二 种 情况 , 则 附着 在 一 固定 点 上 .) 
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因为 线性 方程 是 最 容易 求解 和 研究 的 , 所 以 线性 振动 的 理论 是 力学 中 发 展 最 好 
的 领域 . 在 许多 非 线性 问题 中 , 线性 化 会 产生 令 人 满意 的 近似 解 . 即使 并 不 如 此 , BF 
究 一 个 问题 的 线性 部 分 时 常 是 第 一 步 ， 以 后 再 研究 非 线 性 系统 与 其 线性 模型 中 的 运 
动 之 关系 . 


$22. 线性 化 
我 们 将 在 此 给 出 小 振动 的 定义 . 
A. 平衡 位 置 
定义 若 z=zo 是 方程 组 


dz n 
d f(z) zeEeR (1) 


的 解 , 则 称 ao 为 其 平衡 位 置 . 换言之 亦 即 若 f(x0) = 0, 亦 即 矢量 场 f(z) TE mo 处 
例 考虑 具有 拉 格 朗 日 函数 Laa) = T 一 U 的 自然 动力 系统 , 其 中 T = 
5 22 eu(a)àid; >0 而 U=U(g): 


dóL ðL 
dg ðq’ q= (q, T3 (2) 


拉 格 朗 日 方程 组 可 写成 2n 个 一 阶 方程 如 (1). 我 们 试 着 来 找 它 的 一 个 平衡 位 置 : 
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定理 点 q= qo,d — do 是 平衡 位 置 的 充分 必要 条 件 是 do — 0, 而 go 是 位 能 的 
临界 点 ， 即 


OU 
q qo 


证 将 拉 格 朗 日 方程 组 写 为 
der ôT OU 


dB4 ðq dq 


但 由 动能 的 形状 即 知 当 g = 0 时 也 - 0, x — 0. 因此 当 且 仅 当 (3) 成 立时 , q = qo 
才 是 一 个 解 . D 


B. 平衡 位 置 的 稳定 性 
现在 我 们 将 在 初始 位 置 近 于 平衡 位 置 时 来 研究 运动 . 


定理 若 点 qo 是 位 能 U 的 严格 局 部 极 小 , 则 平衡 位 置 g = qo 是 在 李 雅 普 诺 夫 
意义 下 稳定 的 . 


WE 设 U(qo) = h. 对 充分 小 的 es > 0, 集 (a: Ula) < 
hte h+} ZE qo 的 连通 分 支 是 go 的 任意 小 邻 域 (图 75). 此 
z 外 , 在 相 空间 (p,q) 中 的 相应 区 域 {p,q : E(p,q) € h+e} 的 


连通 分 支 将 是 点 p = 0,q = qo 的 任意 小 邻 域 .这 里 了 = 7 
< 是 动量 , E =T +U 是 总 能 量 . 
图 75 稳定 平衡 位 置 但 由 能 量 守恒 定律 , 区 域 (p,q: E < ha e) 对 相 流 不 
变 , 所 以 当初 始 条 件 p(0), q(0) 充分 接近 (0, qo) 时 , 每 个 相 
轨道 (p(t), q(t)) 都 接近 于 (0, qo). 
问题 平衡 位 置 g = qo, p = 0 可 能 渐 近 稳定 吗 ? 
问题 ”证明 对 于 一 个 自由 度 的 解析 方程 组 , 平衡 位 置 go 若非 位 能 的 严格 局 部 极 小 , 则 在 李 
雅 普 诺 夫 意义 下 必 是 不 稳定 的 . 作 一 个 无 限 可 微 方程 组 而 使 上 述 不 真 的 例子 . 


注 很 可 能 在 n 个 自由 度 的 解析 方程 组 中 , 非 极 小 的 平衡 位 置 是 不 稳定 的 . 但 这 件 事 从 来 没 
有 人 证 明 过 ?7. 


C. 微分 方程 的 线性 化 


我 们 现在 转 到 一 般 的 方程 组 (1). 在 研究 (1) 的 近 于 平衡 位 置 zo 的 解 时 , 常用 
线性 化 . 设 zo = 0 (一般 情况 经 过 坐标 的 平移 也 可 化 为 它 ). 于 是 f 的 泰勒 级 数 的 第 
一 项 是 线性 的 : 


D 日 译本 译作 “n > 1 时 没有 证 明 过 ”. 一 一 中 译 者 注 
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f(x) = As + R(x), A = t MR(x) = O(z?), 
T |o 


在 坐标 m, ,zn 中 , 线性 算 子 4 可 以 表示 为 矩阵 lay): 


Ofi 
(Az); = Daijzj; Qij = 2: o 
定义 ”由 一 般 的 方程 组 (1) 过 渡 到 方程 组 
29 L Ay( € R",y € TRT) (4) 


dt | 
称 为 (1) 的 线性 化 . 
问题 证 明 线 性 化 是 一 个 适当 定义 的 运算 : 即 算 子 4 不 依赖 于 坐标 系 . 
线性 化 方程 组 的 优点 在 于 它 是 线性 的 , 因此 容易 解 出 : 
2,2 
y(t) = e^ty(0), e^t =E+At+ ^ Teen 


知道 了 线性 化 方程 组 (4) 的 解 以 后 , 就 对 原 方 程 组 (1) 的 解 也 多 少 有 所 了 解 , 对 于 充 
分 小 的 r, 线性 化 方程 组 与 原 方程 组 之 差 R(x), 与 x 比较 是 很 小 的 . 因此 这 两 个 方 
程 组 在 同样 初始 条 件 y(0) = (0) = zo 下 的 解 yt) 与 a(t), 在 很 长 一 段 时 间 里 是 很 
接近 的 . 更 明确 地 说 , 我 们 可 以 证 明 下 面 的 

定理 对 任意 的 >0 及 任意 的 e > 0, 必 有 5 > 0. 使 得 若 [r(0) < e, 则 在 区 
间 0<tg<T 中 , |z(t) - y(t)| < eô. 


D. 拉 格 朗 日 方程 组 的 线性 化 

我 们 再 回 到 拉 格 朗 日 方程 组 (2) 并 试 在 平衡 位 置 q = qo 附近 将 它 线性 化 . 为 使 
式 子 简单 , 我 们 选 一 个 坐标 系 使 得 go = 0. 

定理 为 将 拉 格 朗 日 方程 组 (2) 在 平衡 位 置 g = 0 附近 线性 化 ， 只 需 将 动能 
T= M (gq)qiq; 代 以 其 在 q=0 时 之 值 

T, = 3 Dot, aij = Qij(0), 

而 将 位 能 Ula) 代 以 其 二 次 部 分 
| æU 
~ Oqi0q; -0 


证 用 上 典 则 变量 p, 9 将 拉 格 朗 日 方程 组 化 为 (1) 那样 的 形状 : 


1 
Uz = 3Xbgqidj, bi 
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. 0H . ôH 

p= EN q= Op , 
因 p = q = 0 是 平衡 位 置 , 右 方 在 零 处 的 泰勒 级 数 展开 式 将 由 p 与 q 的 线性 项 
开始 ， 又 因 右 方 是 偏 导数 ,这 些 线性 项 是 由 H(p q) 展开 式 的 二 次 项 Hs 决定 的 . 
但 Ha 正 是 以 La = Ts — Ua 为 拉 格 朗 日 函数 的 力学 系 之 哈密 顿 函数 ， 因 为 显然 有 
Ho = T2(p) + U2(q). 因此 线性 化 的 运动 方程 正 是 定理 中 所 说 的 以 La = Ty — Us 的 拉 
格 朗 日 方程 组 口 

例 考虑 一 个 自由 度 的 力学 系 


U, 
kv T= rd U = U(q). 


2 
p 令 9 = qo 为 稳定 平衡 位 置 ， A gg =0, (Ss) q-q > 
dq (图 76). 


图 76 线性 化 由 相 图 可 知 , 对 接近 于 q = qo p = 0 的 初 值 , 解 是 周期 的 ， 
í 一 般 说 来 , 周期 r 依赖 于 初 值 . 由 以 上 两 个 定理 可 知 


系 接近 于 平衡 位 置 go 的 振动 的 周期 7 当 振动 的 振幅 减 小 时 , 趋向 于 极限 mb = 
27/wo, (4 = Mab SOPUJAP) a= s) 


H(p,q) - T tU. 


q=q0 


证 对 线性 化 方程 组 T = zai, Ua = Sb Ol go = 0)， 拉 格 朗 日 方程 组 d = 
一 w8gq 对 任意 初始 振幅 周期 为 m = 2m/uo : 


q = c1 co8 uot + co sin wot. 口 


E. 小 振动 


定义 ”线性 化 方程 组 (Lo = T — Us) 描述 的 运动 称 为 平衡 位 置 g = qo 的 小 振 
go. 在 一 维 问题 中 ， 数 TO 和 wo 称 为 小 振动 的 周期 和 频率 . 


U ” 例 求 位 于 弦 y —U(z) 上 的 质量 为 m(m = 1) 的 珠子 在 
m g—1 的 重力 场 中 在 平衡 位 置 z = zo( 图 77) 附近 的 小 振动 的 
mg 周期 . 
= - SE 我 们 有 
图 77 弦 上 的 珠子 


z?. 


EE ol 3 1 OUN\? 
U = mgy = U (z), T= am -h+ (E) 


@ 若 平衡 位 置 是 不 稳定 的 , 我 们 也 会 谈 到 “ 不 稳定 小 振动 ", 尽管 这 些 运动 可 能 并 不 具有 振荡 
性 质 . 
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S zo 为 稳定 平衡 位 置 : (0U/0z)|,, = 0; (02U/Ox?)|,, > 0, 则 小 振动 的 频率 w 由 下 
a= (7)|, 


因为 对 于 线性 化 方程 组 T) = 147, 而 Uz = $o?q?(q = x 一 x0). 

问题 证 明珠 子 的 任意 运动 不 仅 是 小 振动 且 都 等 价 于 一 个 拉 格 朗 日 数 为 上 = 3 外 一 V(4) 
的 一 维 力学 系 的 运动 

提示 BOZKA q. 


823. 小 振动 

我 们 在 这 里 要 证 明 ,正在 作 小 振动 的 拉 格 朗 日 动力 系统 可 以 分 解 为 n 个 一 自由 度 系统 的 
直 积 . 

A. 关于 一 对 二 次 型 的 问题 

我 们 要 更 详细 地 讨论 小 振动 问题 . 换言之 , 我 们 考虑 一 个 动力 系统 , 其 中 动能 位 
能 均 为 二 次 型 , 且 动 能 是 正定 二 次 型 . 


lj... 1 MEN 
T = 3(44,9), U = 5 (Ba. 4), qcR", geR". (1) 


为 了 求 积 拉 格 朗 日 方程 组 , 我 们 将 对 坐标 作 特 殊 的 选择 . 
从 线性 代数 中 知道 , 一 对 二 次 型 (49,g), (Ba, 9) 车 第 一 个 是 正定 的 , 可 以 用 同一 
个 线性 变换 把 它们 同时 化 到 主轴 CO. 即 是 说 可 以 选取 Q: 
Q = Cq, Q = (Qi: Qn). 
fii (Aq, q) 成 为 平方 和 (Q, Q), 这 里 C 是 一 个 非 奇 异 的 线性 变换 . 如 果 Q 是 这 样 一 
个 坐标 ; 则 因 Q = Cg, 我 们 有 
lc. lc 
T=32 0, U=3 DNQ. (2) 
A; 称 为 互 关 于 A 的 本 征 值 . 
问题 证 明 B 关于 A 的 本 征 值 满足 特征 方程 
det|B — AA| — 0, (3) 
它 的 根 因此 都 是 实 的 (矩阵 A, B 对 称 而 且 A > 0). 


OUS, 也 可 以 引入 一 个 欧 氏 构造 而 以 第 一 个 二 次 型 为 其 数量 积 , 再 用 一 个 变换 把 第 二 个 
二 次 型 化 到 主轴 , 这 个 变换 关于 这 个 欧 氏 构造 是 正 交 的 . 
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B. 本 征 振动 
在 坐标 Q F, 拉 格 朗 日 方程 分 解 为 ”个 独立 的 方程 


Qi = 一 XiQi. (4) 


因此 , 我 们 证 明了 以 下 的 
定理 一 个 作 小 振动 的 动力 系统 是 n 个 作 小 振动 的 一 维 动力 系统 的 直 积 . 
对 于 每 一 个 一 维 动力 系统 有 三 种 可 能 的 情况 : 
第 一 种 情况 : 入 = w? > 0; E Q = C coswt + C2 sinwt( 振 动 ). 
第 二 种 情况 : 和 = 0; RE Q = C1 十 C2t( 中 立 平衡 ). 
第 三 种 情况 : 入 = —k? < 0; 解 是 Q = Cn cosh kt + Ca sinh kt( 不 稳定 ). 
系 dk (3) 有 一 个 本 征 值 为 正 : 入 = w2 > 0. 则 动力 系统 可 作 以 下 形状 的 小 振动 
Q2 92 
q(t) = (C1 coswt + C2 sin wt)é, (8) 
TITLE 的 本 征 矢量 (图 78): 
qi 
图 78 本 征 振动 BE = 入 4&. 


这 个 振动 是 一 维 运动 Qi = Ca coswit + Co sin wit 和 平凡 运动 Q; = 0(j z i) 
的 积 . 

定义 ”周期 运动 (5) 称 为 动力 系统 (1) 的 本 征 振动 , 数 w 称 为 本 征 频 率 . 

注 本 征 振动 也 称 为 主 振动 或 标准 模式 . 非 正本 征 值 和 也 相应 有 本 征 矢量 ; 我 们 也 把 相应 的 
运动 称 为 “本 征 振动 ”, 尽管 它们 并 不 是 周期 的 ; 相应 的 “本 征 频率 ”是 纯 虚 的 . 

问题 证明 独立 的 实 本 征 振动 的 数目 等 于 位 能 5(Bq, 9) 的 最 大 正定 子 空间 的 维 数 

现在 可 以 把 结果 陈述 如 下 : 

定理 动力 系统 (1) 有 n 个 本 征 振动 ,其 方向 关于 由 动能 给 出 的 数量 积 两 两 
EE. 


证 由 (2), 坐标 系 Q 关于 数量 积 (4qg, q) 是 正 交 的 . D 
C. 分 解 为 本 征 振动 
由 以 上 定理 即 知 


R 每 个 小 振动 都 是 本 征 振动 的 和 . 
本 征 振动 的 和 一 般 是 非 周期 的 (回忆 利 萨 如 图 形 !). 
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为 将 一 个 运动 分 解 为 本 征 振动 的 和 , 只 需 把 初始 条 件 q,q 投影 到 本 征 方向 上 再 
解 出 相应 的 一 维 问题 (4). 

因此 , 动力 系统 (1) 的 拉 格 朗 日 方程 组 可 以 如 下 解 出 . 先 求 形 如 g = e^t& 的 本 
征 振动 . 把 它们 代入 拉 格 朗 日 方程 组 
— Bq, 
即 得 

(B— w? Ay = 0. 

由 特征 方程 (3) 可 找到 n 个 本 征 值 Ar = o2. 相应 于 它们 有 ”个 两 两 正 交 的 本 征 矢 
E Er A 7 0 时 的 通 解 的 形状 是 


= Rey Cye'"*t£,. 
类 一 1 

注 这 个 结果 当 某 些 和 为 重 本 征 值 时 也 对 . 

因此 , 在 拉 格 朗 上 日 动力 系统 中 , 与 一 般 的 线性 微分 方程 组 不 同 , 即使 对 重 本 征 值 
也 不 会 出 现形 如 tsinwt 的 共振 项 . 

D. 例子 

例 1 考虑 重力 场 中 的 两 个 全 同 的 数学 摆 , KA h = ls = 1 质量 为 m1 = m2 = 
1, 又 设 g = 1. 设 将 摆 用 无 重量 的 弹簧 连接 起 来 , 其 长 为 悬挂 点 间 的 距离 (图 79), 用 
toe RRRA, RRITAR T= ge. = gero o), 
其 中 Zala 一 ga)? 是 弹簧 的 弹性 位 能 . 令 

Q = LTR Qo = LL 


JC 


则 
Qi tQ» 2Q1-Q? Qi 


于 是 两 个 二 次 型 都 化 到 了 主轴 . 
T-3(Q«QD, U- (Ql - 2293), 
wi = 1,wz = VI 2a(F8 80). 所 以 两 个 本 征 振动 如 下 (图 81): 
1. Q2 = 0, Hl q = qo; 两 个 摆 以 原 有 频率 1 作 同 相位 的 振动 ; 弹簧 不 产生 效应 . 
2. Qi = 0, 即 q = 一 q2; 这 两 个 摆 作 反 相 位 的 振动 , 由 于 弹簧 的 作用 频率 变 大 为 


uw» > 1. 


现 令 弹簧 很 软 : a < 1, 这 时 会 发 生 一 个 有 趣 的 效应 , 称 为 能 量 的 交换 . 
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Vi 过 
图 79 连接 的 全 同 摆 图 80 连接 摆 的 构 形 空间 
2 
/ \ : 4, 
图 81 连接 摆 的 本 征 振动 图 82 拍 : 构 形 空间 中 的 轨迹 


例 2 设 在 初始 时 刻 前 这 两 个 摆 都 静止 而 只 对 其 中 之 一 给 以 初速 di = v. 我 们 
要 证 明 在 一 段 时 间 T 以 后 这 个 摆 会 变 得 几乎 静止 而 所 有 能 量 都 转 到 了 另 一 个 摆 上 . 

由 初始 条 件 知 Q1(0) = Q20) = 0. 所 以 , Qi = Cisint 而 Qo = 02 sinwt, w = 
V 1-22 e 1 -- o(a « 1). fH Q1(0) = Qo(0) = w/V2. 所 以 C1 = v/V/2, C2 = v/wv32, 
而 我 们 的 解 形 状 为 


q 一 5 int + L sinut), q2 = 5 sint — | sinu), 
但 因 a 很 小 , 所 以 v(1 — (1/w)) sinwt 也 很 小 , 略 去 它 即 有 ， 


qi = z (sint + sinwt) = vcosetsinu't, 


v 
2 
qa m: 5 sint — sinut) = —vcosuw't sin et, 
w—l a , w+l 
o7 ^y V9.3 9b 

因为 a 很 小 , E e e o /2 也 很 小 , 所 以 qi 作 频 率 为 w zz 1 的 振动 而 振幅 v coset 
缓慢 地 变化 (图 82). 

经 过 时 间 T = r/2s x n/a 以 后 , 基本 上 只 有 第 二 个 摆 在 振动 ; 在 27 时 间 后 又 
只 有 第 一 个 摆 在 振动 , 仿 此 以 往 (这 叫做 “ 拍 ”)( 图 83). 

例 3 考虑 用 弹性 位 能 为 了 a(g1 qo? 的 弹簧 连接 起 来 的 两 个 不 同 的 摆 (m 天 
mza, lı Æ lz,g = 1) 的 本 征 振动 (图 84). 当 a 一 0 或 Qa 一 00 时 本 征 频 率 的 性 状 如何 ? 


$23. Mui -85- 


a 2 
t t 
图 83 拍 
我 们 有 
1 . 
T- jmd + ma3l242), 
2 
T n — q2)?. 
2 
di 
图 84 连接 的 摆 图 85 强 连 接 摆 的 位 能 
4- ml? 0 B= mili +a -a 
0 m2l2 —Q Mlo +a 
而 特征 方程 的 形状 是 
— 2 — 
det(B — A4) = det | 71h +e — Amili a = 0, 
—a molz + a 一 Amal2 
JPEN 
aA? — (bo + ba) + (co + cia) = 0, 

其 中 


a = m4ma3l?l2, 
bo = milymala(l + 19), bı = ml? + məl, 
co = mim2lily, cl = mili + Malz. 
这 是 (o, A) 平面 上 的 一 个 双 曲 线 (图 86). 34 a — 0 时 ( 软 弹 簧 ), 频率 趋 于 自由 
摆 的 频率 (22, = 1:3); 而 当 a 一 oo 时, 有 一 个 频率 趋 于 oo, 而 另 一 个 则 趋 于 两 个 质 
量 在 同一 杆 上 的 摆 (图 87) 的 本 征 频 率 ww: 


2 m4li 十 m2l2 


97 ml? + mo2l2 
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w3 m, 
图 86 本 征 频率 对 弹簧 硬度 的 依赖 性 图 87 由 无 限 硬 弹 得 连接 的 摆 的 极限 情况 


问题 ”研究 平面 双 摆 的 振动 之 本 征 频率 (图 88). 


问题 求 平面 上 一 个 质点 小 振动 轨迹 的 形状 , 此 质点 位 于 一 个 等 边 三 角形 内 部 , 并 用 相同 的 
弹簧 连接 在 顶点 上 (图 89). 


解 这 个 力学 系 旋转 120° 后 仍 变 成 其 自身 . 因此 , 所 有 方向 都 是 本 征 方向 , 而 两 个 本 征 频 率 
相同 : U = zh? +y?) 所 以 , 轨迹 是 椭圆 (参照 图 20) 


图 88 双 摆 图 89 有 无 限 多 本 征 振动 的 力学 系 


$24. 本 征 频率 的 性 态 


我 们 在 这 里 要 证 明 关 于 力学 系 的 本 征 频率 在 刚度 增加 并 且 有 约束 时 的 性 态 的 瑞 利 - 柯 朗 -- 费 希 
尔 (Rayleigh-Courant-Fisher) 定理 . 

A. 刚度 变化 时 本 征 频率 的 性 态 

考虑 一 个 作 小 振动 的 力学 系 , 其 动能 位 能 为 

T=3(49,9) >0,U=35(Bg,q) >0 对 一 切 g,4#0. 

i 定义 一 个 具有 同样 动能 但 有 新 的 位 能 U 的 力学 系 , 如 果 对 一 切 q 均 有 U' = 
2(B'qg,g) > 3(Bg,q) = U, 称 为 刚度 更 大 . 

我 们 希望 弄 清 楚 一 个 力学 系 当 刚 度 增加 时 本 征 频 率 怎 样 变 化 . 

问题 ”讨论 一 维 情况 . 

定理 1 刚度 增加 时 , 所 有 本 征 频 率 都 增加 , 即 是 说 , 若 wi X wo X ccc X ws 是 
刚度 较 低 的 力学 系 之 本 征 频率 , 而 wi uL «o < 以 是 刚度 较 大 的 力学 系 之 本 征 


频率 ， bu wi X ww S wg Wn <S wh. 


824， 本 征 频率 的 性 态 87 . 


这 定理 几何 意义 很 简单 ， 不 失 一 般 性 可 设 4 = E, 即 考虑 由 动能 T = (dg 
给 出 的 欧 氏 构造 . 于 是 对 这 两 个 力学 系 将 有 两 个 椭 球 即 : E: (Bq,q)=1 和 EE: 
(B'q, q) = 1. 

很 明显 有 

引 理 1 车 力学 系 D' 比 U 刚度 更 大 , 则 相应 的 椭 球 E TEA. 

很 明显 还 有 

SI 2 桶 球 的 主 半 轴 即 本 征 频 兴 之 倒数 : wi = 1/ai. 

所 以 定理 1 等 价 于 以 下 的 几何 命题 (图 90). 


加 > 
Rf (Bq,q)-1 
图 90 里 面 的 椭 球 主 半 轴 较 小 图 91 线性 约束 


定理 2 FEFA ol > az > za, 的 椭 球 包含 主 半 轴 为 af >a, 2-2 
的 椭 球 , 而 且 二 者 的 中 心 相 同 , 则 里 面 的 椭 球 主 半 轴 较 小 : 


例 节 23 例 3 中 连接 两 摆 的 弹 得 刚度 a 增加 时 , 其 位 能 也 增加 , 由 定理 1, 本 
征 频率 也 增加 : dwi /da > 0. 

现在 考虑 弹簧 刚度 a 一 oo 的 情况 . 在 极限 情况 下 , 两 摆 是 刚性 地 连接 而 成 为 具 
有 一 自由 度 的 力学 系 ; 极限 本 征 频率 wo 满足 wi < wo < ua. 


B. 附加 约束 时 本 征 频 率 的 性 态 


回 到 具有 n 个 自由 度 的 一 般 力学 系 , F T = dd), U = 3(Bq,q)(q € R"), 
是 这 个 在 作 小 振动 的 力学 系 的 动能 和 位 能 . 

4 R^-! C R^ 是 Rn 的 一 个 (n 一 1) 维 子 空间 (图 91). 考虑 一 个 具有 nn 一 1 个 
自由 度 (q € R^) 的 力学 系 , 其 动能 和 位 能 即 T 和 在 R 上 的 限制 . 我 们 说 这 
个 力学 系 是 由 原 力学 系 附加 线性 约束 而 得 的 . 

令 wi < wa < .… < wn 是 原 力学 系 的 m 个 本 征 频率 ， 
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定理 3 具有 约束 的 力学 系 的 本 征 频率 分 隔 原 力学 系 的 本 征 频率 (图 92): 


t 7 
wi Swi Sw & wg X S Unc € Ug, € Wn. 


[N 
DAS 
uu QE 


图 9 频率 的 分 隔 图 o3 截面 的 主 半 轴 分 隔 椭 球 的 主 半 轴 


由 引 理 2, 这 个 定理 等 价 于 以 下 的 几何 命题 : 

定理 4 FREF a > az > .… 之 an 的 n WIR E = {q : (Bg,q) = 1) 
在 过 其 中 心 的 超 平面 R 上 的 截面 , 这 个 n 一 1 维 椭 球 — 即 截面 E $i 
半 轴 分 隔 椭 球 E 的 主 半 轴 (图 93): 


L4 [4 / 
Q1 Z0, 202205 2: 2 041 2 44.4 Z2 ûn. 


C. 本 征 值 的 极 值 性 质 


定理 5 主 半 轴 为 a 2a: 2an 的 椭 球 E 在 任意 k 维 子 空 间 R 上 的 截 
面 之 最 小 主 半 轴 不 大 于 ak : 
ak = 


æl 


Tat) e eR nE 


(最 大 值 在 主 半 轴 al > az 2 2 ay 所 张 的 子 空间 上 达到 ). 

证 @ 考虑 主轴 ok > ary > … > an 所 张 的 子 空间 RAS. 其 维 数 为 n 一 k+l1. 
因此 它 与 任意 R: 相交 . 令 z 为 位 于 椭 球 上 的 一 个 交点 则 jel < ax, AX zE 
RR"-*+1. 又 因 椭 球 EOR 的 最 小 主 半 轴 之 长 «zl, 必 不 大 于 ax. o 

定理 2 的 证 明 里 面 的 椭 球 的 任 一 k 维 截 面 R* Nn E' 之 最 小 主 半 轴 不 大 于 
R:n E 的 最 小 半 主 轴 . 由 定理 5, 


a, = mex min, [le] < max min. lal] = as. d 
(R*) sERENE’ (R*) ERNE 


定理 4 的 证 明 不 等 式 a, < ay 可 由 定理 5 得 出 , 因为 在 计算 ok 时 是 在 一 个 
更 大 的 集 上 取 最 大 值 . 为 了 证 明 ok > arpi, 用 任 一 +1 维 子 空间 RU ER R. 


”@ 想 一 想 n 二 3,k 二 2 的 情形 是 有 用 的 . 
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截面 的 维 数 大 于 或 等 于 k. WER E' nQR* 的 最 小 主 半 轴 大 于 或 等 于 ENR 的 最 
小 主 半 轴 . 由 定理 5, 


z £ 
ak = (RéCR- adii I |> 7 TREE Ch} en。 l l 


max z| =a 口 
Z [RIHI CR} ck iE | I= — 


定理 1 至 3 可 直接 由 上 证 得 出 . 

问题 证 明 若 增加 动能 而 不 改变 位 能 (例如 弹簧 不 变 而 加 大 其 质量 ), 则 每 个 本 征 频率 均 减 少 . 

问题 证 明 欧 氏 空间 的 一 个 子 空间 上 的 椭 球 在 正 交 投影 到 另 一 子 空间 上 时 所 有 主 半 轴 减 小 . 

问题 设 欧 氏 空 间 R 上 的 二 次 型 Ale) 是 参数 < 的 连续 可 微 函 数 . 证 明 每 个 本 征 频率 均 可 
微 地 依赖 于 c, 求 其 导数 

E 令 An 为 AO) 的 本 征 值 . 相应 于 每 个 重 数 为 w 的 本 征 值 Xi; 有 一 个 子 空间 
R".A(c) 之 本 征 值 在 e = 0 处 的 导数 等 于 限制 在 R^ 上 的 二 次 型 B= (dh/de)|-o 之 本 征 值 . 

特别 是 , 35 A(0) 之 每 个 本 征 值 均 为 单 重 的 ， 则 其 导数 等 于 矩阵 B 在 A(0) 之 本 征 基 底下 的 
对 角 线 元 素 . 

由 这 个 问题 可 得 , 当 一 个 二 次 型 增加 时 , 其 本 征 值 也 上 升 , 这 样 可 以 得 到 定理 1、2 的 新 证 明 . 

问题 ”车 钟 上 出 现 了 裂纹 , 其 音调 怎样 变化 ? 


$25. 参数 共振 


若 一 力学 系 中 的 参数 随时 间作 周期 变化 , 则 其 平衡 位 置 尽管 对 参数 的 每 一 个 固定 值 是 稳定 的 ， 
也 可 能 变 得 不 稳定 . 使 我 们 能 够 荡 秋 千 的 就 是 这 种 不 稳定 性 . 


A. 参数 随时 间 周 期 变化 的 动力 系统 


例 1 秋千 : 相应 的 数学 摆 长 度 随 时 间 周 期 地 变化 : (t+ T) = L(t)( 图 94). 

例 2 在 周期 变化 重力 场 (例如 由 于 月 球 的 潮汐 作用 ) 中 的 摆 可 由 希 尔 (Hill) 方 
程 描述 

j--w'(t)e w(t+T)=w(t). . (1) 

例 3 悬挂 在 一 点 上 的 摆 而 该 点 铅 直 地 周期 振荡 , 也 可 由 形状 如 (1) 那样 的 方 
程 来 描述 . 

对 具有 周期 变化 参数 的 力学 系 , 其 运动 方程 右 方 是 上 的 周期 函数 .运动 方程 可 
化 为 具有 周期 右 方 的 一 阶 常 微分 方程 组 


例如 方程 (1) 可 化 为 方程 组 
di = T2 


; Jaen = w(t). (3) 


2Z2 = —w Tı 
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图 94 秋千 95 一 周期 时 的 映射 


B. 在 一 周期 时 的 映射 

回顾 一 下 方程 组 (2) 的 一 般 性 质 . 用 gt : R^ 一 R" 记 将 一 点 2.€ R^ 变 为 方程 
组 (2) 的 具有 初始 条 件 w(0) = x 的 解 p TE t 时刻 之 值 gtx = g(t) 的 映射 (图 95). 

映射 gt 一 般 并 不 成 群 ， 

g^ 4: g'g^ gg 

问题 证 明 g 当 且 仅 当 右 方 的 f RE t 时 才 成 群 . 

问题 ETE 的 周期 , 证 明 gH = g* - g7, 特别 有 g7 = (g7)"^, 因此 映射 (g”)”(n 
为 整数 ) 成 群 . 

映射 gT : R^ 一 R" 以 下 会 起 重要 作用 , 我 们 称 它 为 一 周期 时 的 映射 , 并 记 作 


A:R"—R", Azx(0)= Z(T). 
例 方程 组 
= T2 5 is = ti 
T2 = —T1 X9 = > T2 


可 以 认为 是 具有 任意 周期 7 的 , 映射 4 是 一 旋转 或 一 双 曲 旋转 (图 96). 


Ac 


图 oo 旋转 和 双 曲 旋转 


定理 1. 点 zo 为 映射 A 下 的 不 动 点 (Axo = zo) 当 且 仅 当 具有 初始 条 件 
z(0)- zo 的 解 是 周期 了 的 周期 解 . 
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2. 周期 解 z( 为 李 雅 普 诺 夫 稳 定 ( 渐 近 稳定 ) 当 且 仅 当 映射 4 的 不 动 点 mo 为 
李 雅 普 诺 夫 稳 定 ( 渐 近 稳定 )@. 

3， 车 方程 组 (2) 是 线性 的 , P f(z,t) = f(t)z X a 的 线性 函数 , 则 4 是 线性 
映射 . 

4. Æ (2) 是 哈密 顿 方程 组 , 则 A 保持 体积 : detA = 1. 

证 (1),(2) 可 由 关系 式 gT = g* A 得 出 .(3) 可 由 线性 方程 组 的 解 之 和 仍 为 其 
解 得 出 .(4) 可 由 刘 维 尔 定理 得 出 . o 

我 们 将 把 这 个 定理 用 于 对 应 于 方程 (1) 或 方程 组 (3) 的 相 平面 {(z1, za)} 到 其 
自身 的 映射 A. 因为 (3) 是 线性 的 哈密 顿 方程 组 (m = iag + T 我 们 得 出 : 

A 映射 4 是 线性 的 而 且 保 持 面 积 (det4 = 1). 方程 (1) 的 平凡 解 当 且 仅 当 4 
为 稳定 时 才 是 稳定 的 . 

问题 证明 平面 的 旋转 是 稳定 的 映射 , 而 双 曲 旋转 是 不 稳定 的 . 


C. 将 平面 映 到 自身 且 保持 面积 的 线性 映射 


定理 令 A 为 平面 到 其 自身 而 且 保 持 面 积 的 线性 映射 之 矩阵 (detA = 1). 车 
ltr4| < 2, 映射 A 是 稳定 的 , 若 ltrdl > 2 则 它 是 不 稳定 的 (tr4 — aii + 422). 

证 S Xu》a 为 4 的 本 征 值 . 它们 满足 特征 方程 和 2 一 (tr4)A 十 1 = 0, 其 系数 
是 实 的 , 而 且 Ai 十 和 2 =tr4XiXa=det4=1. 当 ltr4l>2 时 这 个 实 二 次 方程 的 根 
A1, 2 是 实 的 , 而 当 tr A] < 2 MER HHH. 

在 第 一 个 情况 下 一 个 本 征 值 绝对 值 大 于 1, 另 一 个 绝对 值 小 于 1; 映射 4 是 双 曲 
旋转 从 而 是 不 稳定 的 (图 97). 

在 第 二 个 情况 下 , 本 征 值 都 在 单位 圆周 上 (图 97): 


1—AX-:A2—AX1-:À1 =A 


映射 4 等 价 于 旋转 角 a( 这 里 Xi = e), 即 可 通 N 

过 适当 选择 平面 坐标 系 而 化 为 旋转 , MOS EGER.D AN A 
这 样 , 关于 形状 如 (1) 的 方程 之 平凡 解 稳定 性 NL "v 

的 每 个 问题 都 化 为 计算 矩阵 4 的 迹 的 问题 . 不 幸 的 。 图 97 映射 4 的 本 征 值 

是 , 只 有 在 一 些 特殊 情况 下 才能 把 迹 显 式 地 算出 来 

通过 在 区 间 0 < t <T 上 对 方程 作 数值 积分 总 可 以 近似 地 找到 迹 . 在 w(t) 接近 于 党 

数 这 个 重要 的 情况 下 , 一 些 一 般 的 论证 是 有 助 的 . 


C A 的 不 动 点 wo 是 李 雅 普 诺 夫 稳 定 (或 渐 近 稳定 ) 是 指 : ve > 0,35 > 0 使 若 Jae — zol < o, 则 对 一 
Y n,0 <n < co, |A*z — A" gwo] < e( 或 当 m — oo 时 , A^: — A” so — 0). 
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D. 强 稳 定性 


定义 一 线性 哈密 顿 方程 组 的 平凡 解 称 为 强 稳定 的 , 若 不 但 它 自己 是 稳定 的 , 而 
且 每 一 个 充分 接近 的 线性 哈密 顿 方程 组 之 平凡 解 也 是 稳定 的 . @ 

由 上 面 的 两 个 定理 即 得 

X X |trh| <2, 则 平凡 解 是 强 稳定 的 . 

证 若 |tr4| < 2, 则 相应 于 充分 接近 的 方程 组 的 映射 A' 也 有 |tr4'| < 2. 口 

现在 将 它 应 用 于 具有 几乎 常 系数 (系数 只 有 微小 变化 ) 的 方程 组 . 例如 考虑 方程 


£--w(l-esa(t)z, &e«1. ` (4) 


其 中 aft + 2r) = a(t), 例如 , alt) = cost( 图 98) (这 是 一 个 摆 , 其 频率 在 w 附近 作 振 
幅 很 小 而 周期 为 2r 的 振动 ). @ 

我 们 把 每 一 个 (4) 这 样 的 方程 组 用 参数 cw > 0 的 平面 上 之 一 点 来 表示 . 很 清 
楚 , 具有 |tr4| < 2 的 稳定 方程 组 构成 (we) 平面 上 的 一 个 开 集 ; 具有 |tz4| > 2 的 不 
稳定 方程 组 亦 然 (图 99). 


图 os 瞬时 频率 作为 时 间 的 函数 图 99 参数 共振 带 


稳定 性 区 域 边界 的 方程 是 |tr4| = 2. 

定理 w 轴 上 所 有 的 点 , 除 整 数 与 半 整 数 w = k/2,k —0,1,2--- 外 , 都 对 应 于 强 
稳定 方程 组 (4). 

所 以 不 稳定 方程 组 只 有 在 点 w = k/2 处 趋 近 o wh. 换言之 , 通过 使 长 度 作 周 
期 性 的 小 变化 来 荡 秋 千 只 有 在 长 度 变化 的 周期 接近 于 半 整 数 个 本 征 振 动 周 期 时 才 可 
能 人 们 对 这 件 事 早 就 有 了 经 验 了 . 

以 上 定理 的 证 明基 于 这 样 一 件 事 : 当 e = 0 时 , 方程 (4) 具有 常 系数 因此 显然 
可 解 . 

问题 对 于 方程 (4) 8 6—0 HEAR T — 2n 处 计算 变换 4 EE, 以 m fo i ARAR 
8j 4E. i 


两 个 具有 周期 系数 的 线性 方程 组 名 = Bie 二 Bate 的 距离 定义 为 算 子 B.) 和 Bet) 
之 距离 对 t 的 最 大 值 . 
Oa(t) = cost 时 , 方程 (4) 称 为 马 带 厄 (Mathieu) 方程 . 
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解法 通 解 是 
X 一 clcoswt 十 czsinwt. 


具有 初始 条 件 x = 1, 守 = 0 的 解 是 
T=coswt, d = 一 wSinwt. 
具有 初始 条 件 z = 0, 之 = 1 的 解 是 


l. , 
z = —sinwt, i —cosut. 
Ww 


A= (= 21w 3 sin ui 
—wsin2-w | cosZmw 
因此 , Xi w Z k/2, k = 0,1,- |trA| = |2 cos27w| < 2, 而 由 前 定理 之 系 即 得 定理 
之 证 . 

经 过 更 仔细 的 分 析 @ 可 证 , 一 般 说 来 (包括 alt) = cost 在 内 ), 不 稳定 区 域 (图 
99 上 之 阴影 区 域 ) 事实 上 只 能 在 w= k/2,k —1,2,--- 处 接近 w 轴 . 

这 样 , 当 w zs k/2,k = 1,2,… 时 理想 秋千 (4) 的 最 低 平 衡 位 置 是 不 稳定 的 , 对 
其 长 度 作 周期 性 的 任意 小 变化 就 能 使 它 功 起 来 . 这 个 现象 叫 参 数 共 振 . 它 的 一 个 特 
征 性 质 是 , 当 参 数 v( 在 方程 (4) 中 v = 1) 变化 的 频率 二 倍 于 本 征 频 率 时 共振 最 强 . 

注 理论 上 说 , 可 以 在 无 穷 多 个 情况 下 , 即 w/v a k/2, k = 1 2,… 观察 到 参数 共振 . 但 在 
实践 上 , 通常 只 在 k 很 小 时 才能 观察 到 (k= 1,2, k = 3 时 就 少见 了 ). 其 理由 如 下 : 

1l. 对 于 大 的 k, 不 稳定 区 域 在 一 个 很 罕 的 “舌头 ”上 趋向 w di, 共振 频率 必须 适合 很 严 的 界限 
CH a(t) = cost 时 ,为 ~e*, 车 a 是 d 次 三 角 多 项 式 时 , 则 为 ~ e™, 这 里 m = —[-k/o]) - 不 小 于 
k/d 的 最 小 整数 ; 若 (4) 中 的 a 是 通 有 的 (generic) 解析 函数 时 , 则 第 c 个 共振 区 域 的 宽度 之 量 级 
是 e0", 其 中 |6| < 1. 例如 可 以 参见 B. V. ApHonpn, 3amenannsa O Teopun Bo3MymeHnn us 
sanas Tuna Marbe( 关 于 马 带 厄 型 问题 的 摄 动 理 论 之 注 记 ),YMH, 1983, T.38, No.4, 89~ 203. 

2. 因为 tr4| — 2 很 小 而 本 征 值 对 大 的 又 很 接近 于 1, 所 以 不 稳 E 
定性 本 身 就 很 弱 . 

3. 只 要 有 任意 小 的 摩擦 , 则 振幅 必须 达到 某 个 最 小 值 sk, 参数 共 
振 才 会 开始 (者 e 小 于 它 , 振动 将 会 衰减 至 0). 当 k 增加 时 , sk 迅速 
增加 (图 100). 

我 们 也 要 注意 ， 对 于 方程 (4)，z 的 大 小 在 不 稳定 情况 下 会 无 限 
增 大 . 摩擦 对 参数 共振 

在 实在 的 力学 系 中 , 振动 只 能 达到 有 限 振幅 , 因为 对 大 的 z, 线性 
方程 (4) 本 身 已 失去 作用 , 必须 考虑 非 线性 效应 . 


例如 参看 下 面 分 析 的 问题 . 


nn 
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问题 求 以 下 方程 所 描述 的 力学 系 在 (e,w) 平面 上 的 不 稳定 区 域 


ë= fts f(t) = 2n OEST eg f(t+ 2r) = f(). 


w—EeE n<t<2r 
解 由 前 一 个 问题 之 解 知 4 = AA, 其 中 


Ck — Sk : 
Åk = ( Wk ) ,Ck = COS TUKk, Sk = Sin TWk, k = 1,2;w1,2 =w t €. 


因此 , 不 稳定 区 域 的 边界 方程 为 


ItrA| = |2c1c2 一 (2 + 2) 8152| = 2. (5) 
W2 Q1 
因 < < 1, 我 们 有 w/w = 235 x1. 引入 记号 
wi 


+2 =2(1+4A). 
Wo Q1 


于 是 , 容易 算出 A = (2e?/w?) 十 O(e*) « 1. 利用 关系 式 20102 = cos 2e 十 cos 270, 23152 = 
cos 2e 一 cos 2rw, 可 将 方程 (5) 重 写 为 


—A cos 2re + (2 + A) cos 2rw = +2, 


亦 即 Aco? 
2 + Acos 2re 
cos 27w = FA ^C (6a) 
_ —2 + A cos2ne 
cos 27w = 2 十 入 - (6b) 


在 第 一 个 情况 下 cos 2rw e 1. 因此 我 们 令 
w-—k-a, |a| 全 1， cos2rw = cos2ra = 1 — 22?a? + O(a?). 


我 们 可 将 方程 (6a) 重 写 为 


A 


= 1- — 
cos 2rw ZFA 


(1 — cos 27e), 


故 有 2n?a? + O(a^) = Ar?e? + O(e^). 
以 A = (282 /u?) + O(e*) RAER, 我 们 得 到 


e? 2 e? 2 
a= t-z +o(e ) Bw = kx zz +ole ). 


方程 (6b) 可 以 类 似 解 出 ; 结果 是 


1 € 
e-k*tgtruui t9 


所 以 解答 如 图 101 Bron. 
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mg 
| 1 
2a 
a 抛物 线 
27 
t 
图 101 f=w 土 e 时 的 参数 共振 区 域 图 102 具有 振动 悬挂 点 的 倒立 摆 


E. 具有 铅 直 振 动 的 悬挂 点 的 倒立 摆 的 稳定 性 
问题 一 个 摆 的 最 高 平衡 位 置 通常 是 不 稳定 的 , 若是 挂 点 在 铅 直方 向 上 振动 ,能 否 变 得 稳定 
(图 102)? 


B 令 摆 长 为 上 悬挂 点 振动 之 振幅 a <l, 悬挂 点 振动 周期 为 2r, 再 设 在 每 一 个 半 周 期 中 
悬挂 点 的 加 速度 为 常数 +c( 于 是 c = 8a/7?). 结果 是 若 悬 挂 点 振动 足够 快 (7 « 1), 最 高 的 平衡 
位 置 变 成 稳定 的 . 

运动 方程 可 以 写成 苗 = (uw? x d^)z(Bixt T E r, 符号 就 变 一 次 ). 其 中 o? = g/1,d? = 
c/l. 若 悬 挂 点 振动 足够 快 , 则 a? > ui? (d? = 8a/lr?). 
和 上 题 一 样 , 4 = A241, 其 中 


A= chkr zshkr (oA) cos Qr gs fir 
kshkr | chkr . —QOsinf)?r  cos(Qr 
R=d tw oig? ug. 
于 是 稳定 性 条 件 |tr4| < 2 现在 成 为 


一 x) shkr sin Qr 


<2. (7) 


ol 


2chkr cos Qr + ( 


我 们 将 证 明 , 若 悬 挂 点 振动 充分 快 , ME co» 9, 则 此 条 件 是 满足 的 . 引信 无 量 纲 变量 e, p 


T= < fopi 


于 是 


kr —2V2e /1 +p Qr 2 22e /A — p? 


Q _ /+ Jl- ,2 4 
-ENV Virg? + O(u). 


Fell 
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因此 , 对 于 小 的 es 和 我 们 有 以 下 的 展开 式 , 而 误差 为 o(e + pî): 


chkr = 144e? Qe P) e SeH 


cos = 1-40 - iP) + Se + ; 
(5 一 2) shkr sin QT = 16e? p? +e’ 
于 是 稳定 性 条 件 (7) 的 形状 成 为 


2 ( — 16e 十 Set + 864 + ) 4 162,7 < 2. 
PE! A 2.2 2 V2a AM ` 
略 去 高 阶 项 即 得 316e 2 32e / ， Bh u< 4/38 亦 即 g/c < —-. 这 人 条 件 可 以 重 写 为 


3 1 21 3 
N Lu -— Ri —U— = m. . 
^NVs4"a ^ g v (y 32 oa 


这 里 N = 1/27 是 悬挂 点 在 一 个 单位 时 间 里 的 振动 次 数 . 例如 若 摆 长 ! 为 20 cm, 悬挂 点 的 振幅 


为 a=1 cm, 则 
2 [980 i 


例如 , 若 悬 挂 点 的 振动 频率 大 于 每 秒 50 次 , 则 摆 的 最 高 位 置 是 稳定 的 . 


在 本 章 中 我 们 要 研究 一 些 很 特殊 的 力学 问题 . 这 些 问题 传统 地 包含 在 经 典 力学 
课程 中 , 首先 是 因为 它们 是 由 欧 拉 和 拉 格 朗 日 解决 的 , 也 是 因为 我 们 生活 在 三 维 欧 
氏 空 间 中 , 所 以 我 们 会 遇 到 的 具有 有 限 自由 度 的 力学 系 , 绝 大 多 数 是 刚体 组 成 的 . 


$26. 在 动 参 考 系 中 的 运动 
我 们 将 在 本 节 中 定义 角速度 . 


A. 动 参考 系 


考虑 在 坐标 系 q, t 中 以 拉 格 庆 日 函数 L(a, d, t) 描述 的 运动 . 换 到 一 个 动 参考 系 
(坐标 系 )Q = Qla, t) 时 常 是 有 用 的 . 


为 了 在 动 参 考 系 中 写 出 运动 方程 ， PASE AER 中 写 出 拉 格 朗 日 函数 即 可 . 

定理 PERANTE Í a (35) - 5 - " 的 轨道 »:q = g(t) 在 局 部 坐标 系 Qt 
PER y:Q-9(0(Q-— Qa. t)), 则 函数 e(t) 适合 拉 格 朗 日 方程 d(0L'/0Q)/dt = 
9L'/0Q, 这 里 L'(Q, Q,t) = L(q, d.t). 

证 ”轨道 7 是 驻 定 曲线 : 6 f L(q, å, t)dt = 0. 所 以 6 Í L'(Q,Q,t)dt = 0, 而 &(t) 


适合 L 决定 的 拉 格 朗 日 方程 . m 
B. 运动, 旋转 和 平 动 


我 们 特别 要 考虑 g 是 一 点 相对 于 一 个 惯性 系 k( 称 为 恒定 系 ) 的 笛 卡 儿 动 径 矢 
H, 而 Q 是 同一 点 相对 于 一 个 动 坐标 系 KK 的 笛 卡 儿 动 径 矢 量 这 一 重要 情况 . 
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定义 设 大 和 天 是 有 向 欧 氏 空间 . K 相对 于 k 的 运动 就 是 一 个 光滑 依赖 于 + 
且 保 持 度量 和 定向 的 映射 (图 103): 


Di: K >k. 


定义 运动 D. 称 为 旋转 若 它 将 K 之 原点 变 为 之 原点 , 即 D 为 线性 算 子 . 

定理 每 个 运动 均 可 唯一 地 写 为 一 个 旋转 B, :K >k 和 一 个 平移 C, :K >k 
之 组 合 : 

Di = CLB,. 

这 里 C,q—9g-r(t) (q,r € k). 

证 S r(t) = D0, B, = C; D,, W) B0 = 0. 口 

定义 运动 Di 称 为 平 动 , 若 相 应 的 映射 B: K 一 上 不 依赖 于 时 间 : B; = Bo = 
B, D4Q = BQ « r(t). 

我 们 将 称 k 为 恒定 参考 系 , K 为 动 参 考 系 , q(t) e 上 为 一 动 点 相对 于 恒定 参考 
系 的 动 径 矢 量 , 若 


q(t) = DiQ(t) = B;Q(t) + r(t) (1) 
(图 104), 则 Q(t) 称 为 该 点 相对 运动 参考 系 的 动 径 失 量 . 
k B.Q(t) 
t \ 
a) 
nd 
Ac Bi | 
— K 
图 103 运动 D. 分 解 为 旋转 B. 和 图 104 一 点 相对 于 恒定 参考 系 (q) 和 
平移 C 之 积 动 参考 系 (Q) 的 动 径 矢 量 


注 不 要 把 BQ) ek 与 Q(t) e K 混为一谈 , 它们 位 于 不 同 的 空间 中 ! 
C. 速度 的 相 加 


现在 我 们 将 把 “绝对 速度 "4 用 相对 运动 Q(t) 及 参考 系 的 运动 D, 表示 出 来 . 在 
(1) 中 对 t 求 导 即 得 速度 相 加 的 公式 


d= BQ-- BQ«r. (2) 


为 了 型 清楚 (2) 中 三 项 的 含义 , 我 们 考虑 以 下 的 特殊 情况 : 平 动情 况 (B = 0). 
这 时 式 (2) 给 出 6 = BQ +t. 换言之 我 们 证 明了 


826， 在 动 参考 系 中 的 运动 P 


定理 若 动 坐标 系 K 对 上 作 平 动 , 则 绝对 速度 等 于 相对 速度 与 坐标 系 K 的 运 
动 速 度 之 和 : 
v =v +v, (3) 
v= qE kA ATER, 
v = BQ c 1 为 相对 速度 (5Q EKRE!) 
vo 二 个 Ck 是 动 坐 标 系 的 运动 速度 . 
D. 角速度 
在 KK 作 旋 转 时 , 相对 与 绝对 速度 的 关系 就 不 这 么 简单 了 . 先 考 虑 此 点 在 K 中 
ÉRIE (EI Q — 0) ii K 旋转 (BU r= 0) 的 情况 . 这 时 点 的 运动 q(t) 称 为 牵连 旋转 . 
例 ROGO Aib w ek 的 旋转 . S Ult): k—>k HRE k £6 w 轴 转 过 一 个 角 
let. 则 BG) = U(t)B(0) 称 为 K RARE w $95 fiie 8e. 
显然 , 这 时 点 q 的 牵连 运动 可 由 以 下 公式 给 出 (图 105): 


d = [w,q]. 
现在 转 到 K 作 旋 转 (r -0,Q = 0) 的 一 般 情 况 . 
定理 ”在 每 一 时 刻 土 均 有 一 矢量 w(t) e k, 使 这 连 速度 可 由 o 
以 下 公式 给 出 图 105 角速度 
d-—[we,q] V«ck. (4) 


矢量 o 称 为 瞬时 角速度 ; 显然 它 由 (4) 式 唯一 地 决定 . 

X 设 刚 体 K 绕 空间 k 中 一 个 恒定 点 O 旋转 ， 在 每 一 时 刻 均 有 一 瞬时 旋转 
轴 即 该 刚体 中 一 过 O 的 直线 而 在 该 时 刻 此 线 上 各 点 的 速度 为 0. 其 他 各 点 的 
速度 均 垂 直 于 此 直线 且 与 该 点 到 此 直线 的 距离 成 正比 . 

k 中 的 瞬时 旋转 轴 由 矢量 w 决定 ; 在 K 中 相应 的 矢量 记 作 Q = Bwe K;9 
称 为 刚体 中 的 角速度 失 量 . 

例 地 球 的 角速度 自 地 心 指 向 北极 ; 大 小 为 27/3600 x 24s71 z 7.3 x 1079s. 

定理 的 证 明 ”由 (2) 有 


= BQ. 
因此 , Æ Q 用 g 表 出 ,将 有 q= ÉB- = 4q, 其 中 4=BB- :一 有 是 大 上 的 线 
性 算 子 . 
引 理 1 算 子 A 是 反对 称 的 : 4 A — 0. 
证 因为 B :KK 一 上 是 从 一 个 欧 氏 空间 到 另 一 个 的 正 交 算 子 , 其 转 置 即 其 逆 : 
B' =B: k> K. KRZR BB' = E 对 时 间 求 导 , 有 


BB' + BB' «0,BIBB + (BB^y «0. D 
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引 理 2 三 维 有 向 欧 氏 空间 中 的 每 一 个 反对 称 算 子 都 是 与 某 一 国定 矢量 之 夭 
量 积 : 
Aq = [w,gq], 对 一 切 g € R?. 
证 由 Rs 到 R? 的 所 有 反对 称 算 子 构成 一 个 线性 空间 它 的 维 数 为 3, 因为 
3x 3 反对 称 和 矩阵 可 由 其 主 对 角 线 下 方 的 三 个 元 素 决 定 . 
与 固定 矢量 w 作 矢 量 积 也 是 线性 反对 称 算 子 . 所 以 , 所 有 的 乘 以 某 一 矢量 w 的 
矢量 积 的 这 些 算 子 构成 反对 称 算 子 空间 的 一 个 线性 子 空间 . 
这 个 子 空间 的 维 数 也 是 3. 所 以 矢量 积 子 空间 即 一 切 反 对 称 算 子 之 空间 . o 
定理 的 证 明之 完成 ”由 引 理 1 与 2 
在 笛 卡 儿 坐 标 中 算 子 4 可 用 反对 称 算 阵 来 表示 , 其 元 素 记 作 土 wi,23: 
0 —w3 wz 
A= w3 0 —U1 
一 CU2 wW 0 
用 此 记号 则 矢量 w = we, + wszea + wses 是 对 应 于 本 征 值 0 的 本 征 矢量 . 将 4 作用 
到 矢量 q = qei + qzesz + qes E, 经 直接 计算 可 得 
Aq 一 w, q]. 
E. 率 连 速度 
纯 旋转 运动 的 情况 


v v 


今 设 坐标 系 K 旋转 (r = 0), 而 一 点 在 K 中 运动 (9 #0). 
由 (2) 可 得 (图 106) 


d = BQ + BQ = w,q] + v. 


图 106 速度 的 相 加 。 换言之, 我 们 证 明了 
定理 ZIERA K 对 O ck 作 旋 转 , 则 绝对 速度 等 于 相对 速度 与 牵连 速度 
之 和 : 
v=v Vn, 

这 里 

二 GEk 是 绝对 迷 度 ， 

v 二 BQ Ek 是 相对 迷 度 ， 

vn = BQ = [w,q] e k 是 旋转 的 牵连 速度 . 
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最 后 , 一 般 情况 可 以 化 为 上 述 的 两 个 情况 ， 只 要 我 们 取 一 个 辅助 的 参考 系 Ki, 
它 对 大 EFEM K 对 它 绕 O e Ki 旋转 . 由 公式 (2) 可 见 


v =V t v4 +v, 


其 中 
v= 二 Gg Ek 是 绝对 速度 ， 
v 二 BQ ek 是 相对 过 度 ， 
v, = BQ = [w,g 一 ?7] e kt kH EER, 
而 


vo 二 了 Ek 是 动 参考 系 的 运动 速度 . 
问题 ”证 明 刚体 的 角速度 不 依赖 于 刚体 内 动 坐标 系 原点 的 选取 . 
问题 证 明 刚 体 最 一 般 的 运动 是 螺旋 运动 , 即 由 绕 某 轴 旋 转角 vo 并 沿 此 轴 平 移 h 合成 . 
问题 桌面 上 有 一 块 表 , 求 表 针 (a) 相对 于 地 ,(b) 相对 于 一 个 惯性 参考 系 的 角速度 . 
提示 现 有 三 个 坐标 系 k, Ki 与 Ko, 因为 


(E + Ait cc ME + Ast oo) Ec (Aid Ag) ++ 


所 以 Ka XP k 的 角速度 等 于 Ki 对 的 角速度 加 上 K: 对 Ki 的 角速度 . 


827. 惯性 力 与 科 里 奥 利 力 


在 非 惯性 系 中 的 运动 方程 与 在 惯性 系 中 的 运动 方程 相差 一 项 称 为 惯性 力 . 这 使 我 们 能 用 实验 
觉察 出 一 个 参考 系 (例如 地 球 的 自转 ) 之 非 惯性 系 性 质 . 


A. 平移 运动 的 参考 系 


定理 在 一 个 对 惯性 系 k 作 平 移 的 参考 系 K P, 力学 系 的 运动 有 如 在 一 惯性 系 
中 运动 一 样 , 不 过 每 个 质量 为 m 的 质点 都 得 到 一 个 附加 的 “惯性 力 ”: P = 一 mn) 
是 参考 系 K 的 加 速度 . 


证 diQ-q-r(t), ll mÂ = mä- mf. 参考 系 K 平移 的 效 . 
果 归 结 为 出 现 了 一 个 外 加 的 均匀 的 力 场 —mW, W 是 K 的 原点 对 t7 
k 的 加 速度 . n "M 
例 1 火箭 在 起 飞 时 得 到 一 个 向 上 的 加 速度 (图 107). 因此 连 
接 在 火箭 上 的 参考 系 K 不 是 惯性 系 , 火 竺 内 的 观察 者 例如 可 用 一 个 708 
挂 了 重 物 的 弹 得 来 探测 出 力 场 mW. 的 存在 并 量 出 惯性 力 . 这 时 , IR T ec d » 
性 力 称 为 超重 . 
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例 2 人 从 阁楼 上 跳 下 时 有 一 向 下 的 加 速度 g. 因此 惯性 力 与 重力 之 和 为 零 ; dE 
了 重 物 的 弹簧 表明 这 时 任何 物体 的 重量 为 零 , 这 个 状态 称 为 失重 . 完全 同样 , 在 卫星 
的 自由 弹道 飞行 中 也 能 看 到 失重 现象 , 因为 惯性 力 与 地 球 重 力 抵消 . 


例 3 车 摆 的 悬挂 点 的 加 速度 为 W(t), 则 摆 的 运动 好 像 重 力 g 是 变动 的 , 即 为 
g -W(t). 


B. 旋转 的 参考 系 


E Bi : K 一 上 是 参考 系 K 对 于 恒定 参考 系 的 旋转 . 用 Q(eK 记 动 点 在 
动 参考 系 中 的 动 径 矢量 , g( = BQH e 为 它 在 恒定 参考 系 的 动 径 矢 量 . 和 节 26 
一 样 , 用 Q 记 动 参考 系 中 的 角速度 矢量 . 我 们 假设 点 q 在 大 中 的 运动 服从 牛顿 方程 
mä = f(q,q). 

定理 在 旋转 参考 系 中 的 运动 有 如 在 惯性 系 中 的 运动 一 样 , 但 对 每 个 质量 为 mm 
的 动 点 有 三 个 外 加 的 惯性 力 : 

1. 旋转 惯性 力 : mi, Q]， 

2. 科 里 奥 利 (Coriolis) 力 : 2m[Q,, Q], 

3. 离心 力 : mR, [R, Q]. 

于 是 有 

MÅ = F —m(6,Q] -2mlQ, Q] -mo,9]. 


这 里 


BF(Q.Q) = f(BQ, (BQ)). 


第 一 个 惯性 力 只 有 在 非 匀速 旋转 中 才能 观察 到 . 第 二 、 三 
个 甚至 在 匀速 转动 时 也 会 出 现 . 

离心 力 (图 108) 总 是 指向 瞬时 转动 轴 Q 外 方 ; 大 小 为 
IGr,r 是 到 轴 的 距离 ， 这 个 力 不 依 赖 于 相对 运动 的 速度 , 它 

图 108 离心 惯性 力 ”其 至 作用 在 静止 于 参考 系 K 中 的 物体 上 . 
科 里 奥 利 力 依赖 于 Q. 在 北半球 , 它 使 沿 地 面 运动 的 每 个 

物体 向 右 偏转 , 使 落体 向 东 偏转 . 

定理 的 证 明 ”我们 要 注意 对 任意 矢量 X cK 有 BX = B[O, X]. 事实 上 , 由 节 
26, ÈX = [w,z] = [BQ, BX]. 它 应 该 等 于 B, X], 因为 算 子 B 保持 度量 与 定向 
不 变 , 因此 也 保持 矢量 积 . 

因为 gq = BQ, 我 人 有 å = BQ + BQ = B(Q  [G, QJ). 再 微分 一 次 , 我 们 得 到 
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ä = B(Q «I9, Q] + B(Q + (6, Q] + (9, Q]) 
= B([Q. (Q + I8, QD] + Q (€, Q] + I0, Q) 
= B(Ğ + AN, Å] + {0, 0. QT] + [8 Q]). 


(我 们 又 用 了 一 次 关系 式 BX = BR, X]; 这 一 次 取 X =Q + [2,Q].) 

我 们 要 更 仔细 地 考察 一 下 地 球 的 自转 对 实验 室 中 的 实验 的 影响 . 因 地 球 的 自转 
实际 上 是 匀速 的 , 可 取 O = 0. 在 赤道 上 离心 力 最 大 为 Q2p/g % (7.3 x 10-5)2 x 6.4 x 
106/9.8 ~ 重量 的 3/1000. 在 实验 室 范围 内 它 几 乎 不 变 , 要 想 观 察 到 它 就 必须 走 一 个 
相当 大 的 距离 . 所 以 , 在 实验 室 范围 内 地 球 的 自转 只 以 科 里 奥 利 力 的 形式 出 现 : 在 与 
地 球 相连 接 的 参考 系 中 , 我 们 有 相当 精确 的 关系 式 


S (mQ) = mg + 2miQ, € 


(离心 力 已 算 在 g 中 ). 


例 1 一 个 石 块 落 和 人 (初速 为 0) 与 列宁 格 勒 同 纬度 的 250 m 深 的 矿井 中 . 它 将 
偏离 铅 直线 多 少 ? 


我 们 可 以 用 下 面 的 办 法 来 求解 方程 Q0) b. 
ApS 
g 
而 令 jal « 1. 4 (图 109) Q 
QW 
Q-Q tQ, 图 109 下 落 的 厂 
块 被 科 里 奥 利 力 


Q2(0) = Q2(0) = 0 而 Qı = Q1(0) + g?/2. 于 是 对 于 Qo 我 人 有 偏转 


Q2 = 2[gt, €] 十 o(a), 


e 2t l 5 
由 此 易 见 石 块 的 落 点 将 偏 东 
ELIT COS À zx E 250. 7.10 5. jm ~ 4cm. 


问题 在 列宁 格 勒 铅 直 向 上 发 射 导 弹 到 一 公里 高 度 , 科 里 奥 利 力 将 使 它 落 回 到 离 发 射 场 多 
远 处 ? 
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例 2. (EPH (Foucault) f). 考虑 理想 摆 的 小 振动 并 计 人 科 里 奥 利 力 . 令 eise, 
与 e, 为 与 地 球 相连 的 坐标 系 的 轴 , e. 向 上 , es 与 ey 在 水 
GAD 平面 上 (图 110). 在 小 振动 近似 范围 内 , 2 = 0( 与 ż,ġ HE 
a 较 ), 所 以 科 里 奥 利 力 的 水 平分 量 是 2myQzes 一 2mzQsey. 
由 此 可 得 运动 方程 为 
图 110 研究 傅 科 摆 运 动 的 坐 
标 系 


T 


$ —-—ow?r-290, (Qz = |Q] sin Ao, Xo 为 纬度 ) 
Y= —w?y — 230, 


ES r+iy =w, M o= itiġg o = ëi, 上 面 的 两 个 方程 可 以 化 为 一 个 复方 
程 


w+ Nw + ww = 0. 


求解 , 令 w = e, M t iA uU? = 0, 入 = 一 iQz 土 iV 人 2 二 2. 但 02 « v?, 所 以 
VOZ F w? = w O(02),, 略 去 02 即 得 


入 ~ iQ, iw, 


而 以 相同 的 精密 度 有 


w = e io et + coe I9). 


Q, = 0 时 即 得 通常 球面 摆 的 谐振 动 . 我 们 看 到 科 里 奥 
利 力 的 效应 归结 为 整个 图 像 以 角速度 Q, 旋转 , 这 里 Q, = 
IQ] sin Ag. 
特别 是 , 若 初始 条 件 相 应 于 平面 运动 (y(0) = y(0) = 0), 振 
动 平面 将 以 角速度 —0, 相对 于 地 球 参考 系 旋转 (图 111). 
在 两 极 , 振动 平面 每 24 小 时 转 一 周 (而 相对 于 不 随地 球 旋 
图 111 传 科 摆 的 轨迹 ” 转 的 参考 系 则 是 不 动 的 )， 在 莫斯科 的 纬度 (56°) E, 振动 平面 
每 24 小 时 转 0.83 周 , 即 每 小 时 转 12.5°. 
问题 河 的 流速 为 3km/hr. 河流 弯曲 的 曲率 半径 应 有 多 大 , 地 球 自转 的 科 里 奥 利 力 才能 大 
于 河流 的 离心 力 ? 
答 ” 对 于 中 等 宽度 的 河流 曲率 半径 至 少 是 10 km 的 数量 级 . 


这 个 问题 的 解答 解释 了 为 什么 北半球 的 大 河 (例如 伏尔加 河中 游 ) 会 冲刷 其 右 
岸 , 而 以 小 半径 急 转 的 河流 如 莫斯科 河 会 冲刷 在 河曲 外 侧 的 一 岸 . 
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$28. 刚体 
我 们 将 在 本 节 中 定义 刚体 及 其 惯量 张 量 、 惯 量 椭 球 、 PURIE SIRE E 


A. 刚体 的 构 形 流 形 


定义 刚体 是 受到 一 个 完整 约束 的 质点 组 ， 这 约束 就 是 质点 组 内 各 点 的 距离 
不 变 : 
|æ: — æj] = rij = 常数 . (1) 


定理 刚体 的 构 形 流 形 是 一 个 六 维 流 形 : R x SO(3)( 即 三 维 空间 R3 及 其 旋转 
群 SO(3) 之 直 积 ), 但 要 设 刚体 中 有 三 点 不 在 一 直线 上 . 

证 设 T1, T2, T3 是 刚体 中 不 在 一 直线 上 的 三 点 . 考虑 一 e 
个 右手 标准 正 交 标 架 , 第 一 个 矢量 的 方向 是 m2 — zi, 第 二 个 则 N 
TE zizaza 平面 上 与 zs 同 侧 (图 112). 由 |æ: — 2;| = rij(i = 
1,2,3) 可 知 , 刚体 内 各 点 的 位 置 完全 由 zi,za, zs 的 位 置 决定 ， €, ^ mon 
而 后 者 又 由 标 架 的 位 置 决定 . 最 后 R 中 的 标 架 的 空间 是 R3 x 


图 112 刚体 的 构 形 流 
SO(3), 因为 每 一 个 标 架 都 可 以 从 一 个 固定 标 架 由 旋转 和 平移 形 


mío. 口 
问题 求 所 有 点 均 在 一 直线 上 的 刚体 的 构 形 流 形 . 
€ R3 x 52. 


定义 具有 固定 点 O 的 刚体 是 一 质点 组 , 它 除 受 条 件 (1) 的 约束 外 , 还 受 条 件 
xı —0 的 约束 . 

显然 , 它 的 构 形 流 形 是 三 维 旋转 群 SO(3). 

B. 守恒 律 

考虑 一 个 自由 刚体 在 其 惯性 下 的 运动 , 而 没有 外 力 场 . 可 以 用 空间 船 的 滚动 作 
为 (近似 的 ) 例子 . 

这 个 质点 组 容许 一 切 平 动 : 这 不 会 改变 拉 格 朗 日 函数 . 由 诺 特定 理 , 应 存在 三 个 
首次 积分 : 即 动量 矢量 的 三 个 分 量 . 所 以 我 们 证 得 了 

定理 在 刚体 的 自由 运动 中 , 其 质心 作 匀 速 直线 运动 . 

现在 我 们 可 以 考虑 一 个 惯性 参考 系 使 得 质量 中 心 在 其 中 是 恒定 的 。 这 时 我 们 有 

系 ”自由 刚体 绕 其 质心 旋转 好 像 质心 固定 在 一 个 恒定 的 点 O. 

这 样 , 问题 化 成 了 一 个 具有 三 个 自由 度 的 问题 , 即 刚体 绕 固定 点 O 运动 的 问题 . 
我 们 将 更 详细 地 讨论 这 个 问题 (不 必 设 O 为 刚体 质心 ). 


中 严格 说 来 , 刚体 的 构 形 空间 是 R$ x O(3), R3 x SO(3) 只 是 这 个 流 形 的 两 个 连通 分 量 之 一 , 这 两 
个 分 量 对 应 于 刚体 的 两 种 定向 . 
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拉 格 朗 日 函数 容许 一 切 绕 O 的 旋转 . 由 诺 特 定理 存在 三 个 相应 的 首次 积分 : 角 
动量 矢量 的 三 个 分 量 . 质点 组 的 总 能 量 E =T 也 守恒 (这 里 它 等 于 动能 ). 因此 , 我 
们 证 明了 

定理 在 刚体 绕 恒 定点 O 运动 的 问题 中 , 若 无 外 力 , 必 有 四 个 首次 积分 : Ma, My, 
M, 和 E. 

由 此 可 以 不 需 计 算 即 得 一 些 定 性 的 结论 . 

刚体 的 位 置 和 速度 由 六 维 流 形 TSO(3) 一 一 WERE 5O(3) 的 切 从 上 之 一 点 
决定 .首次 积分 Me, My, M: fl E Æ TSO(3) 上 的 四 个 函数 . 可 以 验证 , 在 一 般 
情况 下 ( 即 刚体 没有 任何 特殊 对 称 性 时 ), 可 证 明 这 四 个 函数 是 独立 的 . 因此 这 四 个 
方程 

Ms=O01, My=C2, M,—-0& E=04>0 


定义 了 六 维 流 形 TSO(3) 的 一 个 二 维 子 流 形 Vo. 
这 个 子 流 形 是 不 变 的 : 若 运 动 的 初始 条 件 给 出 了 V. 上 一 点 , 则 在 整个 运动 时 间 
内 , TSO(3) 中 相应 于 刚体 位 置 和 速度 的 点 总 在 Ve L. 


OCOC, 


图 113 二 维 紧 连通 可 定向 流 形 


因此 V. 容许 一 个 切 矢 量 场 ( 即 TSO(3) 上 运动 的 速度 场 ); 若 C4 > 0, 这 个 场 
不 会 有 奇 点 ， 此外, 容易 验证 V. 为 紧 的 (用 E) 以 及 可 定向 的 ( 因 TSO(3) 可 定 
向 ). © 

在 拓扑 学 中 证 明了 , 连通 的 可 定向 紧 二 维 流 形 (图 113) 只 能 有 带 有 n(n 2 0) 个 
柄 的 球面 . 其 中 又 只 有 环 面 (n = 1) 才 具 有 无 奇 点 的 切 矢量 场 . 所 以 不 变 流 形 V. 是 
一 个 (或 几 个 ) 二 维 环 面 . 

我 们 以 后 会 看 到 可 以 在 此 环 面 上 取 角 坐标 pl,pa( mod 27) 使 由 V. 上 一 点 表 
示 的 运动 是 由 方程 组 $1 = wi(c), 92 = wz(c) 给 出 的 . 


中 以 下 的 论断 都 容易 证 明 : 

L S fuo fs: M 一 RR 均 为 可 定向 流 形 M 上 的 函数 . 考虑 由 方程 f = c1,… ,fk = ck 给 出 
的 集 v. Ub fiL fy. 的 梯度 在 各 点 均线 性 无 关 , 则 Y 可 定向 . 

2. 可 定向 流 形 的 直 积 可 定向 . 

3. 切 从 TSO(3) 是 直 积 R3 x SO(3). 切 丛 为 直 积 的 流 形 称 为 可 平行 化 . 群 SO(3)( 和 一 切 李 群 一 
样 ) 是 可 平行 化 的 . 

4. 可 平行 化 流 形 是 可 定向 的 . 

由 144m, So(3,,TSO(3) 和 v. 都 是 可 定向 的 . 
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换言之 , 刚体 的 旋转 可 用 两 个 一 般 具 有 不 同 周期 的 周期 运动 释 加 而 成 : 车 频率 
wi 与 ws 不 可 通 约 , 刚体 就 永 不 会 回 到 原来 的 运动 状况 . 频率 wi, wa 的 大 小 依赖 于 
初始 条 件 C. 


C. 惯量 算 子 ? 


现在 我 们 进 到 定量 的 理论 并 且 引 入 以 下 记号 . 令 上 为 一 恒定 坐标 系 , K 为 随 刚 
体 绕 定点 O 旋转 的 坐标 系 : 在 K 中 刚体 是 静止 的 . K 中 的 每 个 矢量 均 由 算 子 Bi% 
到 Fh. KA k 中 的 相应 矢量 将 用 相同 的 字母 表示 ; K 中 的 用 大 写字 母 , 中 的 用 
小 写 . 因此 例如 有 (图 114) 

qc k 是 一 点 在 空间 中 的 动 径 矢量 ; Q c K 是 该 点 在 刚体 中 的 动 径 矢量 , q = 
BQ; v = g Ek 是 一 点 在 空间 中 的 速度 矢量 ; V e K 是 刚体 中 的 同一 矢量 v = BV; 
w ck 是 空间 中 的 角速度 ; n e K 是 刚体 中 的 角速度 , w = BO; m e k 是 空间 中 的 
角 动 量 ; M c K 是 刚体 中 的 角 动 量 , m = BM. 

因 算 子 B : K 一 天 保持 度量 和 定向 , 它 也 保持 数量 积 和 矢量 积 . 


由 角速度 的 定义 ( 节 26), 
v = lw, q]. 


由 质量 为 m 的 质点 对 O 点 之 角 动 量 之 定义 ， 
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m = lą, mv] = mlg, [w, ql]. 


一 点 在 空间 中 的 
N 动 径 矢 量 、 速 度 
所 以 矢量 、 角 速度 和 
因此 , 必 存 在 一 个 变 0 为 M 的 线性 算 子 
A:K—K, A0-M. 
这 个 算 子 仍 依赖 于 刚体 中 的 点 (Q) 及 其 质量 (m). 
引 理 算 子 A 是 对 称 的 . 
证 由 于 ([a b], c) = ([c a], b), 故 对 天 HER X S Y 
(AX, Y) = m([Q, [X, Q] Y) = m(Y,Q], [X Q]). 
最 后 一 式 对 XY 是 对 称 的 . 口 


KERR XA Y 均 代 以 角速度 矢量 Q, 并 且 注 意 到 [N,Q = V? =v, 我 
们 得 到 
0 时 常 称 为 惯量 张 量 . 一 一 英 译 者 注 
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系 刚体 中 一 点 的 动能 是 角速度 矢量 O 的 二 次 型 , 即 有 : 
T= 5 (An, 0) =3(M,0). 
对 称 算 子 4 称 为 点 Q 的 惯量 算 子 (惯量 张 量 ). 
若 刚体 由 许多 质量 为 m; 的 点 Q 构成 , 求 和 后 即 得 
定理 刚体 对 恒定 点 O 的 角 动 量 M 线性 地 依赖 于 角速度 N, 即 有 一 线性 算 子 
A:K —^K,AQ = IM. 算 子 A 是 对 称 的 . 
刚体 的 动能 是 角速度 的 二 次 型 
T- ; (AQ, 0) - ;(M,9). 
证 由 定义 , 刚体 的 角 动 量 等 于 各 点 角 动 量 之 和 : 
M=> Mi=>》49= AQ, A= 》 4;. 
因为 由 引 理 每 点 的 惯量 算 子 A 都 是 对 称 的 , 故 算 子 4 也 是 对 称 的 . 由 定义 可 
得 动能 为 i ; | 
T=} T - 2 3M, 0) = 5(M,9) = 5(40,9). 口 
D. 主轴 | 
A 和 一 切 对 称 算 子 一 样 有 三 个 正 交 的 本 征 方向 . 令 ei, e3,e3 € K 为 其 上 之 单位 
矢量 , 五 ,了 ,Ra 为 其 本 征 值 . 以 e; 为 基底 时 , 惯量 算 子 和 动能 的 形状 特别 简单 : 
Mj = Ti, 
轴 e; 称 为 刚体 在 O 点 的 主轴 . 
最 后 , 若 h.l 与 h 不 全 相 异 , 则 轴 e; 不 能 唯一 决定 . 我 们 将 进一步 弄 清 本 征 
值 n, Io M I5 的 意义 . 
定理 ”对 固定 在 O 点 的 刚体 之 旋转 , 若 它 对 e 轴 之 角速度 为 2 = Qe(Q = | 中 )， 
则 动能 为 i 
T= 351, l= 2 miri, 
ri 是 第 1 点 到 e 轴 的 距离 (图 115). 
证 由 定义 了 = 23 mot, 但 lol = Ori, 所 以 ， 


1 
T- z miri)? m 


数 1, 依赖 于 旋转 轴 9 在 刚体 中 的 方向 e. 
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定义 I, 称 为 刚体 对 e dS EE AB (STRE): 
Ie = 》 mr. 


比较 T 的 两 个 表达 式 即 得 
R 惯量 算 子 4 的 本 征 值 五 即 刚体 关于 主轴 ei 的 惯量 算 . 


图 115 绕 一 轴 转 动 的 刚体 之 动能 图 116 惯量 椭 球 


E. EHEk 

为 了 研究 惯量 矩 Ie 对 刚体 中 e 轴 方 向 的 依赖 性 , 考虑 矢量 e/ Tz, 其中。 遍 取 
单位 球面 上 的 矢量 . 

定理 kd e/VE 构成 K 中 的 一 个 椭 球 . 

证 若 9 =e/VT, 则 二 次 型 T= 了 (40,9) = 上 因此 {9} 是 一 个 正定 二 次 型 
的 等 值 集 , 即 一 椭 球 . a 

可 以 说 , 这 个 椭 球 是 使 动能 等 于 了 的 角速度 矢量 构成 的 ， 

定义 HER {0 : (49, Q) = 1) 称 为 刚体 在 O 点 的 惯量 椭 球 (图 116). 

在 主轴 ey 下 , 惯量 椭 球 的 方程 是 


L + R+B — 1. 


因此 惯量 椭 球 的 主轴 与 惯量 张 量 的 主轴 方向 相同 , 其 长 与 VI 成 反比 . 

注 车 一 刚体 是 沿 某 轴 延伸 的 , 则 对 这 个 轴 的 惯量 和 矩 很 小 , 从 而 惯量 椭 球 也 是 沿 这 个 轴 伸 长 
的 ; 所 以 惯量 椭 球 的 形状 有 些 类 似 于 刚体 的 形状 . 

若 一 刚体 有 过 O 点 的 & 阶 对 称 轴 ( 即 它 在 绕 此 轴 旋 转 2x/% 后 与 自身 重合 ), W 
惯量 椭 球 对 此 轴 也 有 同样 的 对 称 性 . 但 一 个 三 轴 椭 球 不 可 能 有 阶 数 k > 2 的 对 称 轴 . 
所 以 刚体 的 每 个 阶 数 > 2 的 对 称 轴 都 是 惯量 椭 球 的 旋转 轴 , 从 而 是 主轴 . 


例 位 于 等 边 三 角形 三 顶点 上 的 质量 为 m 的 质点 , 其 惯量 椭 球 是 一 个 轴 垂 直 于 
三 角形 平面 的 旋转 椭 球 (图 117). 


如 果 有 几 个 这 样 的 轴 , 惯量 椭 球 就 成 了 一 个 球 , 而 任意 轴 都 是 主轴 . 
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问题 ”过 正方 体 的 中 心 作 一 直线 , 使 各 顶点 到 它 的 距离 之 平方 和 为 :(a) 最 大 ,(b) 最 小 . 

我 们 现在 要 注意 , 惯量 椭 球 (或 者 说 惯量 算 子 、 或 惯量 矩 h, h 和 b) 完全 决定 
了 刚体 旋转 的 特征 : 若 两 个 刚体 有 相同 的 惯量 椭 球 , 则 在 相同 的 初始 条 件 下 它们 的 
运动 全 同 (因为 它们 有 相同 的 拉 格 朗 日 函数 工 二). 

因此 , 从 绕 O 旋转 的 动力 学 观点 看 来 ,所 有 刚体 的 空间 是 三 维 空间 ,然而 组 成 刚 
体 的 是 许多 点 . 

我 们 甚至 可 以 考虑 “密度 为 (Q) 的 刚性 立体 "， 意 思 是 指 一 系列 由 质量 为 
p(Qi)AQ; 的 有 限 多 个 质点 Qi 之 质点 组 当 AQ; > 0 时 的 极限 (图 118), 所 以 ， 
任意 刚体 的 惯量 矩 为 

L- ni p(Q)r*(Q)aQ, 


这 里 r(Q) 是 由 Q 到 e 轴 的 距离 . 
AQ; 


图 117 FAZA WREE 图 118 连续 的 刚性 立体 


例 求 均匀 平面 板 |z| < a, [y| < b,z=0 对 0 的 惯量 矩 及 其 主轴 . 
解 ”因为 此 板 有 三 个 对 称 平面 , 所 以 惯量 椭 球 也 有 这 三 个 对 称 平面 而 主轴 为 z,y, z 轴 . 此 外 


a b 2 
I= f f z2pdzdy = ZS. 
—a J —b 3 


同 理 


显然 l = Is + ly. 
问题 证 明 任意 物体 的 惯量 和 矩 满足 三 角形 不 等 式 


Ilsl--h, lzh-cl, Ng. 


而 且 只 有 对 平面 物体 才 有 等 号 成 立 . 
问题 REREH m 的 主 半 轴 为 a,b, c 的 均匀 椭 球 关于 中 心 O 的 惯量 主轴 和 惯量 矩 . 
提示 “ 先 看 球 的 情况 ， | 
问题 证 明 施 泰 纳 (Steiner) 定理 : 设 有 两 个 平行 轴 , 其 中 之 一 过 质心 , SEHE SUOA SIUE 4E 
之 间 有 关系 式 
I= hbo+ mr’. 
m 是 刚体 质量 , r 是 两 轴 距 离 , J0 AAAS t REHE. 
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因此 对 过 质心 的 轴 的 惯量 矩 小 于 对 任意 平行 轴 的 惯量 矩 ， 

问题 ” 求 一 均匀 四 面体 对 其 各 顶点 的 惯量 矩 . 

问题 ” 画 出 具有 已 知 惯量 椭 球 的 刚体 在 以 已 知 速度 9 旋转 时 的 角 动量 矢量 M. 
E M 的 方向 是 惯量 椭 球 在 9 轴 上 交点 处 的 法 线 方向 (图 119). 

问题 从 固定 于 恒定 点 O 的 刚体 上 切 去 一 块 . 主 惯量 矩 怎 样 变化 (图 120). 


图 119 角速度 、 惯 量 椭 球 与 角 动 量 图 120 物体 变 小 时 惯量 椭 球 的 变化 性 态 


E 三 个 主 惯量 矩 都 减 小 . 

提示 参照 节 24. 

问题 对 具有 惯量 和 矩 n >h Is 的 刚体 , YE Q = ziei 十 2262 + zaes 点 加 上 一 个 小 质量 
e. 求 五 和 el 的 变化 , 直到 误差 为 O(e?). 

解 ”质心 移动 一 个 e 阶 的 距离 . 因此 老 物体 对 过 老 和 新 质心 的 平行 轴 的 惯量 矩 相差 一 个 e? 
阶 的 量 . 同时 , 附加 的 质量 使 对 任意 固定 轴 的 惯量 矩 改变 一 个 e 阶 的 量 . 因此 对 于 容许 误差 O(e?) 
的 计算 可 以 略 去 质心 的 移动 . 

于 是 , 在 加 上 小 质量 后 , 动能 成 为 


T= T+ Zelo, QP +0(e°) 
To = 5051 + 153 + 103) 是 原 物体 的 动能 . 现在 以 < 的 泰勒 级 数 形状 来 求 惯量 算 子 的 本 征 值 


i(e) 与 本 征 矢 量 eie). 在 等 式 4(ejel(e) = h(e)ei(e) PS < 的 系数 相等 (在 误差 Ole?) 之 
内 ), 有 


h(e) h-e(zi--z3) ei(e)mei-e (22 e2 + LL es) . 
由 (e) 的 公式 可 以 清楚 地 看 到 主 惯 量 矩 的 变化 是 (直到 对 e 的 一 阶 近似 ) 似乎 质心 与 主轴 均 未 
改变 . ei(e) 的 公式 表明 了 主轴 方向 如 何 变化 : 惯量 椭 球 的 最 大 主 半 轴 将 靠近 附加 点 , 而 最 小 的 则 
将 离开 这 点 . 此 外 , 在 惯量 椭 球 主 平面 之 一 上 加 一 小 质量 将 使 此 平面 上 的 两 个 主轴 旋转 而 不 会 改 
变 第 三 个 . 分 母 上 出 现 惯量 矩 之 差 表明 这 样 一 个 事实 : 旋转 椭 球 的 主轴 不 能 定义 . 若 惯 量 椭 球 接近 
于 一 旋转 椭 球 ( 即 I, e 五 ), 则 加 上 一 个 小 质量 将 使 轴 ex 和 es 在 它们 的 平面 上 大 大 旋转 . 
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这 里 我 们 将 讨论 无 外 力 时 , 刚体 绕 一 恒定 点 的 运动 以 及 自由 刚体 类 似 的 运动 . 结果 是 运动 有 
两 个 频率 . 
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A. 欧 拉 方 程 


考虑 刚体 绕 恒 定点 O 的 运动 . 令 M 为 它 对 刚体 内 的 O 点 的 角 动 量 矢 量 , 9 为 
刚体 之 角速度 矢量 , 4 为 惯量 算 子 (AQ = M); 9 与 M 属于 动 坐标 系 K( 节 26). Bl 
体 对 空间 中 的 O 点 之 角 动 量 矢量 m = BM 在 运动 中 守恒 ( 节 28B). 

所 以 刚体 中 的 矢量 MCM € K) 的 运动 应 使 m = BUM (t) 不 随 上 变化 . 

定理 有 下 式 成 立 : IM 
: uM SE (1) 

证 ”应 用 节 26 中 关于 “点 "JM(t) € K 对 恒定 坐标 系 k 的 运动 速度 公式 (5), 我 
们 有 

m = BM + |w,m] = B(M + |92, M)). 
但 因 相 对 于 空间 的 角 动 量 m 守恒 (m = 0), 故 M +[9, M] = 0. 口 
关系 式 (1) 称 为 欧 拉 方 程 . 因为 M = AQ,0) 可 看 作 是 对 M (或 对 0) 的 微分 
方程 . 若 
Q = Qiel + Qez +0ses, 而 RM = Miei + Moez + Maes 


是 DR 和 RM 对 O 点 之 主轴 分 解 , 则 Mi = LO) 而 (1) 成 为 三 个 方程 的 方程 组 : 


dM dM. dM. 
7 = a1 M3 Ms, d = a2M3Mı, ei = a3Mı M2. (2) 


其 中 a = (b - 13)/1213,92 = (I3 - I)/Iah, 03 = (h — D2)/ To, 或 写成 角速度 的 三 
个 分 量 的 三 个 方程 : 


dn 

hy = (h — I3)f12023, 
dQ 

b- = (I3 一 五)9s01， 
dQ 

k- = (h — I12)0103. 


注 设 有 外 力作 用 在 刚体 上 , 而 在 恒定 坐标 系 与 动 坐标 系 中 对 O 的 力矩 之 和 分 别 为 n 与 
N(n = BN), 那么 


而 且 欧 拉 方 程 成 为 
B. 欧 拉 方程 解 的 研究 
引 理 欧 拉 方程 (2) 有 两 个 二 次 的 首次 积分 


2 2 2 
2E = 一 上 十 一 十 一 人 ,与 MH2 = M? + M2 4 M2. 
h hkh hk 
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证 ”由 能 量 守恒 定律 EA, 由 角 动量 守恒 定律 M? 也 不 变 , 因为 m? = M? 
M?. 


D 


于 是 M 位 于 一 个 椭 球 和 一 个 球 的 交 线 上 . 为 了 研究 这 些 交 线 的 构造 , 我 们 固定 
HIER E > 0 而 令 球 半径 M 改变 (图 121). 


设 > h > 五. 椭 球 的 主 半 轴 将 是 V2ED > VER > 
VIEL. 若 球 半径 M 小 于 最 小 主 半 轴 或 大 于 最 大 主 半 轴 2 
(M < VER XX M > VER), 交集 为 空 , 而 相应 于 这 样 A NUS 
RUE 与 M 之 值 , 不 会 发 生 实际 的 运动 . 若 球 的 半径 等 于 SAND] 
最 小 主 半 轴 , 则 交 线 成 为 两 个 点 ， 增 大 半径 使 V5EE < 
M < V5EE, 将 得 到 分 别 包围 最 小 主轴 两 端的 两 条 曲线 ， 图 121 欧 拉 方 程 在 等 能 面 上 
完全 同样 , 若 球 的 半径 等 于 最 大 主 半 轴 , 又 得 到 该 轴 两 端 ， 之 轨迹 
若 M 稍 小 , 则 得 到 各 包围 一 个 端点 的 两 条 闭 曲线 . 最 后 , 若 M = VIEIS, 交 线 是 两 
个 圆 . 

椭 球 主 半 轴 的 六 个 端点 各 为 欧 拉 方程 的 一 分 离 的 轨迹 — 矢量 M 的 恒定 位 
置 . 它 相应 于 指向 某 一 主轴 e; 的 定 值 角速度 矢量 ; 在 这 样 的 运动 中 , 0 总 是 与 M JE 
线 的 . 所 以 , 在 空间 中 角速度 矢量 w 的 位 置 总 是 与 m 共 线 的 : 刚体 简单 地 以 固定 角 
速度 绕 惯性 主轴 e; 旋转 , 而 主轴 在 空间 中 是 恒定 的 . 

定义 ”刚体 角速度 不 变 (w= 常数 , Q= 常数 ) 的 运动 称 为 恒定 旋转 . 

这 样 , 我 们 已 经 证 出 了 

定理 固定 在 O 点 的 刚体 绕 任 一 主轴 el, e2, es 均 可 以 作 恒 定 旋 转 . 

若 如 我 们 所 设 五 > 五 > Ds, 则 欧 拉 方程 右 方 在 任意 其 他 点 均 不 为 0; 即 不 含有 
别 的 恒定 旋转 . 

我 们 现在 要 研究 欧 拉 方 程 之 解 (在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 ) 的 稳定 性 . 

定理 欧 拉 方程 相应 于 最 大 与 最 小 主轴 的 恒定 解 M = Miel 和 M = Maes 是 
稳定 的 , 相应 于 中 间 的 主轴 的 解 (M = Maea) 是 不 稳定 的 . 

证 若 初 始 条 件 对 Miei R Mses 有 小 的 偏离 , 轨道 将 是 小 的 闭 曲线 , 而 对 Mae» 
的 小 偏离 , 轨道 是 一 个 很 大 的 曲线 . 

问题 绕 刚 体 最 大 与 最 小 主轴 的 刚体 的 恒定 旋转 是 否 是 李 雅 普 诺 夫 稳定 的 ? 

E od. 


C. 普 安 索 (Poinsot) 对 运动 的 描述 


很 容易 形象 地 看 到 刚体 中 角 动 量 和 角速度 (M 和 2) 的 运动 
V2EL, 它们 总 是 周期 的 . 


只 要 MZ 
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为 了 看 出 刚体 怎样 在 空间 中 旋转 , 我 们 来 看 惯性 椭 球 
E ={9: (AQ, Q) =1} CK, 


4:9 一 M 是 固定 于 O 点 的 刚体 之 对 称 惯量 算 子 . 

在 各 时 刻 椭 球 E 在 恒定 空间 k 中 的 位 置 是 BE. 

定理 ( 普 安 索 ) 惯量 椭 球 沿 一 垂直 于 角 动 量 秋 量 m 的 恒定 平面 无 滑动 地 滚动 
(图 122). 


图 122 惯量 椭 球 在 不 变 平面 上 的 滚动 图 123 切 点 在 不 变 平面 上 的 轨迹 


证 ”考虑 垂直 于 角 动 量 矢量 m 而 且 切 于 惯量 椭 球 BE 的 平面 00. 有 两 个 这 
样 的 平面 . 椭 球 在 切 点 处 的 法 线 平行 于 m. 

但 是 惯量 椭 球 E EN 点 的 法 线 是 grad(49,9) = 240 = 2M. 所 以 在 w 轴 与 
B.E 之 交点 += w/V2T 处 , B.E 的 法 线 与 m RR. 

所 以 平面 r 在 瞬时 转动 轴 上 的 E 点 切 于 B.E. 但 是 & 和 恒定 矢量 mm 的 数量 
积 等 于 二 (LI/V27)(w,E) = VT, 因此 是 常数 . 所 以 平面 x 到 O 的 距离 不 变 , 就 是 
说 r 是 恒定 的 . 

因为 切 点 在 瞬时 转动 轴 上 ， 它 的 速度 为 0。 这 说 明 椭 球 BE U om 滚动 而 无 
滑动 . m 

系 当初 始 条 件 接近 于 绕 最 大 (或 最 小 ) 惯量 主轴 的 恒定 旋转 时 ,角速度 总 停留 
在 接近 其 初始 位 置 处 , 在 刚体 内 (Q2) 或 在 空间 中 (w) 都 是 这 样 . 

现在 我 们 来 考虑 切 点 在 恒定 平面 + 上 的 轨迹 。 当 切 点 在 椭 球 上 旋转 一 整 周 后 ， 
初始 条 件 又 会 重复 , 但 刚体 绕 m 轴 转 过 了 某 角 o. 第 二 图 与 第 一 圈 完 全 相同 ; 车 
a = 2n(p/q), 运动 是 完全 周期 的 ; 若 角 a 与 27 不 可 通 约 , 刚体 永远 不 能 回 到 其 初始 

这 时 切 点 的 轨迹 在 平面 上 一 个 以 0' 为 心 的 环 中 稠密 (图 123). 


DEH r 有 时 称 为 不 变 平 面 . — 英 译 者 注 
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问题 ”证 明 六 维 空间 TSO(3) 的 不 变 二 维 流 形 VIL 28B) 的 各 个 连通 分 支 均 为 环 面 , 而 
且 可 在 其 上 取 坐 标 Qi 和 Q2 mod 2r 使 £1 = wlc), 2 = LO2 (c). 
提示 HOM 之 周期 变化 的 相 为 vi. 


现在 我 们 来 看 惯性 椭 球 是 旋转 椭 球 的 重要 特例 : 
PESE 


这 时 椭 球 的 轴 Brel, 瞬时 旋转 轴 w 和 矢量 m 恒 在 同 
一 平面 上 . 它们 的 交角 与 w 之 长 不 变 ; 旋转 轴 (w) 和 
对 称 轴 (Brei) 绕 角 动 量 矢量 m 以 相同 角速度 扫 成 两 
个 锥 面 (图 124). 这 个 绕 m 的 运动 称 为 进 动 (或 岁差 ). 
问题 求 进 动 的 角速度 . 
E ”将 角速度 矢量 w 分 解 为 角 动 量 矢量 m 与 轴 Bue: 


图 124 旋转 椭 球 在 不 变 平面 上 
方向 的 分 量 . 第 一 个 分 量 即 进 动 角速度 wpr = M/T. 的 滚动 


提示 “将 刚体 的 运动 表 为 先 作 一 个 绕 角 动量 轴 的 旋转 继 之 绕 刚 体 轴 的 旋转 之 乘积 . 这 些 旋转 
的 角速度 矢量 之 和 等 于 乘积 的 角速度 矢量 . 


ik 在 无 外 力 时, 有 一 点 O 固定 的 刚体 可 表示 为 一 拉 格 朗 日 力学 系 , 其 构 形 空间 是 一 个 群 ， 
即 SO(3), 而 拉 格 朗 日 冰 数 在 左 平移 下 不 变 . 可 以 证 明 欧 拉 关 于 刚体 运动 的 理论 的 相当 一 部 分 只 
用 到 这 个 性 质 , 因此 对 任意 李 群 上 的 任意 左 不 变 拉 格 朗 日 力学 系 都 成 立 . 特别 是 把 这 个 理论 应 用 
到 一 个 黎 曼 流 形 的 区 域 D 上 的 保持 体积 的 微分 同 胚 群 时 , 即 可 得 到 理想 流体 的 流体 动力 学 的 基 
FED, 
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我 们 在 这 里 讨论 固定 在 一 个 恒定 点 的 轴 对 称 刚体 在 均匀 力 场 中 的 运动 . 这 个 运动 由 三 个 周期 
过 程 组 成 : 旋转 、 进 动 与 章 动 . 


A. 欧 拉 角 


考虑 一 个 在 恒定 点 O 固定 而 且 受 重力 mg 作用 的 刚体 . 这 种 “ 重 刚体 ”问题 馆 
今 没有 在 一 般 情况 下 解 出 , 而 且 在 某 种 意义 下 是 不 可 解 的 . 

在 这 个 具有 三 个 自由 度 的 问题 中 只 知道 两 个 首次 积分 : 总 能 量 E- TU 与 角 
动量 在 铅 直 方向 的 投影 . 在 一 个 重要 的 特例 即 对 称 陀螺 下 , 这 问题 可 以 完全 解 出 . 一 
个 对 称 陀螺 或 称 为 拉 格 朗 日 陀螺 是 一 个 固定 在 恒定 点 O 的 刚体 , 其 在 O 的 惯量 椭 
球 是 一 个 旋转 椭 球 , 而 且 重心 在 对 称 轴 es 上 (图 125). 这 时 绕 es 轴 的 旋转 不 改变 
拉 格 朗 日 函数 , 而 由 诺 特 定理 , 除 E 和 M, 外 必定 还 有 一 个 首次 积分 (我 们 会 看 到 ， 
这 就 是 角 动 量 矢 量 在 es 轴 上 的 投影 M3). 


1 参看 附录 2. 一 一 中 译 者 注 
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125 拉 格 朗 日 陀螺 图 126 欧 拉 角 


如 果 可 以 引进 三 个 坐标 使 绕 z 轴 及 陀螺 轴 的 两 个 旋转 角 都 是 坐标 , 这 些 坐 标 将 
是 循环 坐标 , 而 这 个 具有 三 个 自由 度 的 问题 将 化 为 (关于 第 三 个 坐标 的 ) 单 自由 度 
问题 . 
在 构 形 空间 SO(3) 上 这 样 选取 坐标 是 可 能 的 ; 这 些 坐标 p, y 9 称 为 欧 拉 角 , 形 
成 一 个 局 部 坐标 系 , SO(3) 的 这 个 坐标 系 很 像 球 面 上 的 地 理 坐 标 系 : 极点 无 坐标 而 且 
有 一 个 子午 线 坐标 是 多 值 的 . 

我 们 引入 以 下 记号 (图 126): 

er, €y, €; 是 在 恒定 点 O 的 恒定 的 右手 笛 卡 儿 坐 标 系 的 三 个 单位 矢量 ; 

el 62, ea 是 连接 在 刚体 上 而 且 指 向 O 点 主轴 的 动 右手 坐标 系 的 三 个 单位 矢量 ; 

五 = 五 夭 瑟 是 刚体 在 O 点 的 惯量 矩 ; 

en 是 轴 [es, es]( 此 轴 称 为 “ 交 线 ”") 上 的 单位 矢量 . 

(以 上 所 有 矢量 均 在 “恒定 空间 *k H). 

为 了 把 恒定 标 架 (e; ey, e.) 变 成 动 标 架 (ei ez,es)， 

我 们 必须 作 三 个 旋转 : 

1. 绕 e, 轴 旋 转角 v. 旋转 后 es 不 动 , ez XH en. 

2. 绕 ew 轴 旋 转角 0. 旋转 后 es 变 为 es, ew 不 动 . 

3. 绕 es 轴 旋 转角 v. 旋转 后 en 变 为 el, es 不 动 . 

作 了 这 三 个 旋转 后 , es 变 为 el, ex 变 为 es; 因此 e, 变 成 ez. 

角 v, v 和 9 称 为 欧 拉 角 . 容易 证 明 : 

定理 对 每 一 个 如 上 作出 的 三 元 数组 gp,0, 都 有 一 个 三 维 空间 中 的 旋转 , Blo, 
0, Y) € SO(3) KER (ez, ey, ez) 为 标 架 (ex, 62, 03). 此 外 映射 (9,0, Y) > B(yp,0,) 
给 出 陀螺 的 构 形 空间 SO(3) 的 一 个 局 部 坐标 . 


0<p<27, O0«wv«2n, 0<0<7. 


p 和 人 和 地 理 经 度 一 样 可 以 看 作 角 mod2r; 对 0 = 0 3X0 = s, BRE (9,0,9) > B 
有 北极 那样 类 型 的 奇 性 . 
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B. 拉 格 朗 日 函数 的 计算 
我 们 要 用 wb,% 及 其 导数 来 表 出 拉 格 朗 日 函数 . 


位 能 显然 等 于 
U = nii zgdm = mgzo = mgl cos, 


zo 是 重心 高 于 O 的 高 度 (图 125). 
我 们 现在 来 计算 动能 . 一 个 小 技巧 在 这 里 是 有 用 的 : 我 们 考虑 p = 多 = 0 的 竺 
例 . 


引 理 ”陀螺 的 角速度 当 p — 9 — 0 时 可 用 欧 拉 角 的 导数 表示 为 
w = be1+ (Psin0)ea + () + Qcos0)es. 


WE 考虑 陀螺 上 在 时 刻 t 位 于 7 处 的 点 的 速度 . 在 一 段 时 间 dt 后 , 它 占据 的 位 
E ( 略 去 (dt)?) 是 


B(g + dp, 0 + d0, Y + d) B^ (p, 0, ur, 


` 这 里 do = pdt, dg = bdt, dy = vidt. 
所 以 , 以 同样 的 精确 度 , 位 移 矢 量 是 下 面 三 项 之 和 : 


B( + dp, 0, 4)B (o, 0, )r — r = [wy, r]dt, 
B(o,0 + dó, v) B^! (p,0,)r — r = [we, r]dt, 
B(v, 0, v 十 d)B (p, 0, v)r -r= [ww， r]dt 


(角速度 wp, we, wy 就 是 用 这 些 公式 来 定义 的 ). 
所 以 , 点 r 的 速度 是 v = [wo + we + wy, r], 而 刚体 的 角速度 是 


W = Wo we d Uy, 


它 的 三 项 分 别 由 以 上 公式 定义 . 
余下 的 只 需 按 ei es 与 es 分 解 wp, we 和 cu. 迄今 我 们 还 没有 用 到 o =y —0 
这 个 事实 . 若 p= 少 = 0, 则 


B(o + dw,0,$)B (yp,0,Y) 
只 不 过 是 绕 e. 轴 旋 转角 do, 所 以 


wo = Qe;. 
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此 外 ， Pp 二 V 一 0 时 ， B(o,0 + d0, 9) B1 (9,0, Y) 就 是 绕 €N = €z = €l 旋转 角 dô, 所 
以 
Wg = ĝen. 
最 后 Blo, 0, Y + dv) B-(0, v, v) 即 绕 es 轴 旋 转 qu, 故 
Wy = Ves. 
总 之 ， 当 p==0 时 
w = pez + ĝe: + es. 
€, = e3 cosÜ + e» sin 6. 


因此 角速度 在 主轴 €1, €2, €3 上 的 分 量 是 
ui = 6, wa = sin, w3 = 4) + $cosO. a 
因为 了 = (hu? + wg + I3), 所 以 在 p = y = 0 时 动能 的 公式 是 
T= 2 + d? sin? 0) 十 2 + $ cosy". 


但 动能 不 会 依赖 于 和 v: 它们 是 循环 坐标 , 对 p 和 y 选取 参考 原点 不 会 改变 T, 
故 恒 可 设 y = v = 0. 所 以 我 们 得 到 的 动能 公式 对 一 切 p 和 v 都 适用 . 
我 们 就 这 样 得 到 了 拉 格 朗 日 函数 


L- 2g + d? sin? 0) 十 Bg + ġ cos 0)? — mgl cos. 


C. 运动 的 研究 

相应 于 循环 坐标 p 和 区 有 两 个 首次 积分 
A = M; = 9(D sin? 0 + I3 cos? 0) + V) Is cos 0, 
o = Ms = eia cos0 十 ds. 


定理 PEE EAR EL 6) 89 48 f 0 随时 间 变 化 的 方式 和 总 能 量 如 下 的 一 维 力学 
系 一 样 : I 
E' = 359 + Ueg (0), 
其 中 , 有 效 位 能 的 公式 是 


_ (M ~ M3 cos 0)? 


Usa = + mgl cos. 
e 21, sin? 0 Mgt eos 
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证 按照 一 般 理论 , 我 们 用 Ms 和 OM, 来 表示 b h 于 是 得 到 力学 系 的 总 能 
量 为 


. M2 m E 2 
五 一 A. MS X mgl cos + C- Ms on 
3 


21, sin? 0 ? 
而 
, _ M; 一 AMascosb0 
?— I, sin? 0 
数 M2/2 = E — E'. 53 0 无 关 而 不 会 影响 0 的 方程 . 口 


为 了 研究 上 面 的 一 维 力学 系 , 作 变换 cosh = w(-1 <u < 1) 是 方便 的 . 
我 们 也 记 


M:-/h =a, Ms/ =b, 2E'/h — a, 2mgl/I, = B > 0. 
这 时 可 以 把 能 量 E' 的 守恒 律 改 写 为 
à? — f(u), 


其 中 f(w) = (a — Bu)(1 — v?) — (a — buY?, 而 方位 角 v 的 变化 规律 则 是 

. 9— bu 

P= To 

我 们 注意 到 f(u) 是 三 次 多 项 式 , f(+o0) = +, 而 f(+1) = —(a F b)? < 0 

只 要 a £z cb. 另 一 方面 , 实际 的 运动 对 应 于 这 样 的 常数 a b, o 和 B, 使 得 对 某 个 
u,—1 < u <S 1, f(u) > 0. 因此 f(u) 在 区 间 -1 < u « 1 上 恰好 有 两 个 实 根 u, 和 
uE u > 1 时 还 有 一 个 , 见 图 127). 因此 陀螺 轴 的 倾角 9 在 两 个 极限 值 6 和 b 之 
间 周 期 性 地 变化 (图 128). 倾角 的 这 种 周期 变化 称 为 章 动 . 


(9 


图 127 函数 f(u) 的 图 像 图 128 陀螺 轴 在 单位 球面 上 的 路 径 


我 们 现在 考虑 陀螺 轴 的 方位 角 的 运动 . 轴 和 单位 球面 的 交点 在 纬 
间 的 环形 中 运动 . 轴 的 方位 角 o 的 变化 由 以 下 方程 决定 


RE 0 和 0b 之 


.a—bu 
PT 
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若 方程 a = bu ZAB u 在 (u, u2) 之 外 , 角 ”单调 变化 而 轴 在 单位 球面 上 画 出 了 一 个 
2p iESE Bl ZR (E 128(a)). EDA a = bu ZAR w' 在 (ui, u2) 之 内 , W y 的 变 
化 率 在 纬 圈 o 和 9。 上 的 方向 相反 , 而 轴 在 球面 上 画 出 一 个 带 圈 的 曲线 (图 128(b)). 

车 a = bu 之 根 在 区 间 (wi,w2) 的 端点 上 (例如 w = uz), 则 轴 画 出 一 个 带 尖 点 
的 曲线 (图 128(o)). 

最 后 一 个 情况 虽然 是 例外 的 , 但 是 当 我 们 在 陀螺 轴 的 倾角 为 6 时 不 加 初速 地 放 
开 它 , 就 会 看 到 这 个 情况 ; 陀螺 先 往 下 倒 然后 又 升 起 来 . 

陀螺 方位 角 的 变化 称 为 进 动 (岁差 ). 陀螺 的 整个 的 运动 包括 绕 自 己 的 轴 的 旋转 、 
章 动 和 进 动 . 这 三 个 运动 各 有 其 频率 . 若 这 些 频 率 不 可 通 约 , 陀螺 就 永 不 会 回 到 其 初 
始 位 置 , 虽然 可 以 任意 接近 它 . 


$31. ER RME 

节 30 所 得 的 公式 把 陀螺 运动 的 方程 归结 为 椭 贺 积分 问题 . 然而 , 不 必用 求 积 法 也 容易 得 到 关 
于 运动 的 定性 的 知识 . 

在 本 节 中 我 们 要 研究 铝 直 陀螺 的 稳定 性 并 给 出 快速 转动 的 陀螺 的 近似 公式 


A. 睡 陀螺 


我 们 先 考虑 陀螺 轴 恒 为 铅 直 (9 = 0) 而 角速度 为 常数 的 特 解 (“ 睡 着 了 的 ” 陀螺 ， 
也 称 站 立 陀 螺 ). 这 时 显然 有 M. = Ms = I3ws( 图 129). 
问题 证 明 绕 铝 直 轴 的 恒定 旋转 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 是 不 稳定 的 . 
我 们 将 注意 陀螺 轴 的 运动 而 不 是 陀螺 本 身 的 运动 . 陀螺 轴 会 稳定 地 留 在 铅 直方 
向 附近 吗 ? HU 9 会 保持 很 小 吗 ? 将 此 力学 系 的 有 效 位 能 


(M, — Ms cos0)? 


z Uet = l 0 
fE 21, sin? 0 + mgt cos 
展开 为 0 的 寡 级 数 , 我 们 有 
_ IHo3(0*/4) 2 

y U= 97 tm + 
em -C-.A +- 
图 129 睡 陀螺 BB mgl 
— 8h 2" 


E 4 0, 一 维 力学 系 的 平衡 位 置 9 = 0 是 稳定 的 , 而 若 A < 0 则 是 不 稳定 的 . 


于 是 稳定 性 条 件 是 
2. Amglli l 


3 R 


当 摩 擦 使 睡 陀螺 的 角速度 降 到 这 个 极限 值 以 下 时 , 这 个 睡 着 了 的 陀螺 就 醒 来 了 . 
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问题 证 明 当 o? > 4mgln/I2 时 , 睡 陀 螺 的 轴 不 仅 对 0 的 摄 动 , 而 且 对 Mz, Ms 的 摄 动 ， 
都 是 稳定 的 . 

B. 快 陀螺 

若 一 陀螺 旋转 动能 远大 于 其 位 能 , 就 称 为 快 陀 螺 : 


1 
zB > mgl. 


从 相似 性 的 考虑 , 可 以 清楚 地 看 到 , 角速度 乘 以 N 恰好 等 价 于 重量 除 以 N?. 

定理 对 于 同样 的 初始 位 置 , EXE EGER EVA N, 和 角速度 不 变 而 重力 加 速度 0 
除 以 N? 的 陀螺 运动 轨迹 完全 一 样 . 角速度 很 大 时 , 沿 轨 迹 的 运动 将 快 N 倍 @. 

这 样 , 我 们 可 以 研究 g 一 0 的 情况 并 将 其 结果 应 用 于 研究 w 一 oo 的 情况 . 

一 开始 , 先 考虑 g = 0 的 情况 , 即 在 无 重力 时 讨论 对 称 陀螺 的 运动 . 我 们 要 比较 
对 这 个 运动 的 两 种 描述 , 即 拉 格 朗 日 ( 节 30D) 和 普 安 索 ( 节 290) 的 描述 . 

我 们 先 考虑 陀螺 轴 倾 角 9 变化 的 拉 格 朗 日 方程 . 

引 理 无 重力 时 , 满足 M, = Macosb 的 角 09 是 陀螺 轴 运 动 方程 的 稳定 平衡 位 
置 . 在 其 附近 0 的 小 振动 频率 是 

_ hws 
Wnut = Us 
WE 在 无 重力 时 , 有 效 位 能 是 
_ (M: — Ms cos 0)? 
Ues = 2I, sin? 0 

这 个 非 负 函 数 在 由 条 件 M, = Ms cos 09 决定 的 0 = bo 处 有 最 小 值 零 (图 130). 因此 
陀螺 轴 对 铅 直 方向 的 倾角 09 是 稳定 的 平衡 位 置 : 若 初 始 角 9 离 0, 有 小 的 偏离 , 则 9 
将 在 0o 附近 作 周 期 振动 ( 章 动 ). 这 些 振 动 的 频率 很 容易 由 以 下 的 一 般 公 式 决 定 : 若 
一 维 力学 系 的 能 量 为 


E = 2 c U(z),  U(zo) = minU(z), Us 
则 其 小 振动 频率 w 由 以 下 公式 决定 : 
PLZ 


a 6 9 
描述 陀螺 轴 倾 角 振动 的 一 维 力 学 系 的 能 量 是 


图 130 陀螺 的 有 效 位 
ze + Ug. 能 


OM polt, £) 表示 具有 初始 条 件 E c TSO(3) 的 陀螺 在 t 时 的 位 置 , 9 为 重力 加 速度 . 这 个 定理 
指出 polt, NE) = es 2, NT, £). 
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对 于 0 = 00 + z, 我 们 得 到 M. — M3 cos0 = M3(cos 0o — cos(b + z)) = Maz sin 8o 十 
O(z?), 而 

M27? sin? 6o 2、 Bw? » 

由 此 我 们 得 到 章 动 频率 的 表达 式 为 


Uef = 


9 
Wnut = 2323 . 口 
五 


由 公式 yp = (M, — Ms cos0)/ I, sin? 0, 很 清楚 当 0 = 0o 时 , 轴 的 方位 角 不 随时 间 
变化 : 轴 是 恒定 的 . 当 0 离 o 有 小 偏离 时 , 也 可 以 用 这 个 公式 来 研究 轴 的 方位 角 的 
运动 , 但 是 我 们 将 用 另 一 个 方法 . 

无 重力 时 的 陀螺 的 运动 也 可 用 普 安 案 描 述 来 研究 . 这 时 陀螺 轴 绕 角 动 量 矢 量 匀 
速 转动 而 后 者 保持 其 在 空间 的 位 置 不 变 . 因此 陀螺 轴 将 在 一 个 球面 上 画 出 一 个 圆周 ， 
圆心 对 应 于 角 动 量 矢量 (图 131). 

ik 现在 陀螺 轴 的 按 拉 格 朗 日 描述 称 为 章 动 的 运动 , 而 按 普 安 案 的 描述 称 为 进 动 . 

这 意味 着 , 上 面 得 到 的 小 章 动 频率 公式 wnut = w/i 与 普 安 索 描 述 中 进 动 频 
RAR w = M/I 一致 . 当 章 动 振幅 趋 近 零 时 , 13ws 一 M. 


C. 弱 力 场 中 的 陀螺 


现在 我 们 进 到 虽 有 重力 但 是 很 小 (M; 和 Ms 之 值 固定 ) 的 情况 . 这 时 mgl cos0 
及 其 导数 都 很 小 , 应 该 把 它 加 到 有 效 位 能 上 去 . 我 们 将 证 明 , 这 一 项 只 会 稍稍 改变 章 
动 频率 . 

5]38 RAX f(r) 在 zx =0 有 极 小 值 , 其 泰勒 展开 式 为 flz) = Az?/2+.…,A> 
0. RA ha) 之 泰勒 展开 式 为 hle) = Ba Cres, 则 对 充分 小 的 6, 函数 felt) = 
f(z)  eh(z) 在 

X. = -2 4 O(e?) 

Ab (接近 于 零 ) 有 极 小 值 . 此 外 f'(z) = A4 O(e). 


图 131 陀螺 的 运动 按 拉 格 遍 日 描述 与 图 132 函数 有 微小 改变 时 
按 普 安 索 描述 的 比较 最 小 值 的 移动 


$31. RÉPCMERUER DER BUE 


WE RIA flx) = Azx Ce + Olz?) + €O(a), 对 f(z) FHESERCERRBIAS. o 
由 此 引 理 , 对 于 小 的 g, 有 效 位 能 在 接近 于 bo 的 9 处 有 一 极 小 值 , 而 且 在 此 点 U” 
EU"(09) 只 稍 有 不 同 . 因此 , bo 附近 的 微小 章 动 频率 接近 于 g = 0 时 所 得 的 频率 : 


. I; 
lim wnut = 一 ww3. 
9 一 0 I 1 


D. 快速 抛 出 的 陀螺 


现在 考虑 一 个 特殊 的 初始 条 件 ， 即 在 放 开 陀螺 时 , 给 它 的 初始 推力 不 使 其 轴 与 
铝 直 轴 的 倾角 bo 发 生变 化 . 

定理 ”车 陀螺 轴 在 初始 时 刻 是 恒定 的 (o — 0 = 0) 且 陀螺 绕 其 轴 快速 旋 转 (ws 一 
oo), 其 轴 与 铝 直 轴 倾角 为 60(M。 = Mz cosbo), 则 当 ws 一 oo 时 渐 近 地 有 

1. 章 动 频率 正比 于 角速度 ; 

2. 章 动 振幅 反比 于 角速度 平方 ; 

3. 进 动 频率 反比 于 角速度 ; 

4. 以 下 渐 近 公式 成 立 ( 当 ws 一 oo 时 ): 
mgl 
"T 


Ia Imgil . 
Unut ^ 7-03, Anut ~ sin ĝo, Wprec ~ 
H 


I Rw? 
(这 里 fj(ws) ~ glws) 是 指 ,m (f/9) = 1). 
为 了 证 明 它 , 我 们 考虑 初始 角速度 固定 而 g 一 0 的 情况 . 借助 于 相似 性 方法 来 
解释 这 些 公式 ( 节 B), 即 得 定理 之 证 . 


在 节 30C 中 我 们 已 经 知道 , 在 我 们 的 初始 条 件 下 , 陀螺 轴 在 球面 上 画 出 一 个 有 尖 点 的 曲线 . 
我 们 应 用 这 个 引 理 来 求 有 效 位 能 的 极 小 点 6o, $ (图 133) 


0 =o +x, cos0 = cos0o — zsin ĝo +. 


Ue 
y 6o 
x 
d, & ó 
图 133 章 动 振幅 的 定义 图 134 陀螺 轴 的 运动 


于 是 和 上 面 一 样 可 得 对 x 的 泰勒 展开 式 : 


I2w$ 2 
Uals=0 = pmo 


mgl cos 0 = mglcos0o — rmglsin bo 4- --- , 
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应 用 此 引 理 于 f = Usefly=o,9g = £, h = mmglcos(b + z), 即 知 有 效 位 能 
Uen 在 倾角 的 以 下 值 达到 极 小 


hml sin 0o 


bo — 0o Zg, Tyg= g + O(g^). 


2 2 
I3w3 


因此 陀螺 轴 的 倾角 将 在 0, 附近 振动 (图 134). 但 在 初始 时 刻 0 = bo,6 = 0. 这 意味 着 90 对 应 于 
陀螺 轴 的 最 高 位 置 . 因此 , 对 于 小 的 g, 章 动 振幅 渐 近 地 等 于 


I,mlsin 0 
MANC DS 
我 们 现在 来 求 轴 的 进 动 . 由 一 般 公 式 
Mz — Ma cos 0 
P= hsm6 ' 
以 及 M: = Ma cos bo, 0 = bo + z, 我 们 得 到 M. 一 Ma cos0 = Mazsin6o 4- ---, 所 以 


一 Ms az ^t 
?= h sin 0o ? 
但 z 在 0 与 2zo 间作 谐振 动 (相差 O(g?)). 所 以 , 在 一 个 章 动 周期 内 的 进 动 速度 平均 值 渐 近 地 
等 于 


E Ms mgl 
^ —— — Eg ~ 0). 
? h sin Oo Ty Iaws (g C ) 


问题 证 明 四 (0) 
. n 90-90) 
lim dim, tmgl/Isws — L 


哈密 顿 力学 就 是 相 空 间 的 几何 学 . 相 空 间 有 一 个 辛 流 形 构造 . SEAT TERME HH 
在 相 空间 上 . 哈密 顿 力 学 的 基本 概念 与 定理 ( 即 令 用 局 部 辛 坐标 来 陈述 ) 在 此 群 下 是 
不 变 的 (而 在 更 大 的 同时 也 变换 时 间 的 群 下 也 是 不 变 的 ). 

哈密 顿 力学 系 由 一 个 偶数 维 流 形 (“ 相 空 间 ”)、 其 上 的 一 个 辛 构造 (“ 庞 加 莱 积 分 
PER”) 和 其 上 一 个 函数 (“哈密 顿 函 数 ”) 给 出 . 对 于 相 空 间 中 每 一 个 保持 哈密 顿 销 
数 不 变 的 单 参数 辛 微 分 同 胚 群 , 都 有 运动 方程 的 一 个 首次 积分 . 

拉 格 朗 日 力学 包含 在 哈密 顿 力学 中 为 其 特例 (这 时 相 空 间 即 构 形 空间 的 余 切 丛 ， 
而 哈密 顿 函 数 是 拉 格 朗 日 函数 的 勒 让 德 变 换 ). 

哈密 顿 的 观点 使 我 们 能 完全 解 出 一 系列 力学 问题 ， 而 用 其 他 方法 不 能 得 解 ( 例 
如 , 两 个 恒定 中 心 的 吸引 问题 和 三 轴 椭 球 上 的 测 地 线 问题 ) 对 于 摄 动 理论 的 近似 方 
法 (天 体力 学 ), 以 及 了 解 复杂 力学 系 运动 的 一 般 性 质 (遍历 理论 , 统计 力学 ), 以 及 
与 其 他 数学 物理 领域 (光学 , 量子 力学 等 等 ) 的 联系 上 , 哈密 顿 的 观点 甚至 有 更 大 的 

价值 . i 
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在 把 场 中 沿 一 路 径 所 作 的 功 以 及 流体 穿 过 一 曲面 的 流量 这 些 概念 推广 到 高 维 时 ， 
就 出 现 了 外 微分 形式 . 

不 用 微分 形式 就 不 能 理解 哈密 顿 力 学 . 关于 微分 形式 我 们 需要 的 知识 有 外 乘积 、 
外 微分 、 积 分 和 斯 托 克 斯 定理 . 


$32. 外 形式 
我 们 在 这 里 定义 外 代数 形式 . 
A. 1- 形 式 
令 R^ 为 n 维 实 矢量 空间 2. 我 们 将 用 En -- 等 等 来 记 此 空间 中 的 矢量 . 
定义 一 个 1 次 形式 (简称 1- 形 式 ) 就 是 一 个 线性 函数 w : R^—R, 即 


wNE1 + M2é2) = Aw(E1) + A2w(£2), 
A1, M2 € R, 61,62 € R". 


我 们 回顾 一 下 线性 代数 中 关于 1 形式 的 基本 事实 . 所 有 1- 形 式 之 集 构成 一 个 
实 矢 量 定 间 , 若 我 们 定义 两 个 形式 的 和 为 
(wi + w2)(£) = w1 (£) + w»(&), 


必须 注意 , 在 R" 上 我 们 没有 给 定 任意 特定 的 欧 氏 构造 . 在 有 些 例子 里 , 我 们 需要 用 这 样 的 构 
造 ; 这 时 , 会 特别 指明 (“ 欧 氏 R”). 
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而 数 A 与 1- 形 式 w 的 乘积 定义 为 
Ow)(&) = Au(£). 


R^ 上 的 1- 形 式 之 空间 也 是 n 维 的 , 称 为 对 偶 空 间 (R^)*. 
设 在 R^ 上 选 定 了 一 个 线性 坐标 系 zl … ,zn. 每 个 坐标 x; 本 身 就 是 一 个 1- 形 
R. XX n 个 1- 形 式 是 线性 无 关 的 . 所 以 每 个 1- 形 式 w 都 可 写成 


w = 0121 十 … 十 anZnyai € R. 
w 在 矢量 上 上 的 值 等 于 
w(Ẹ) = aizi(£) + a272(€) ^: ann (£), 


Zz1(€),… ,zn(€) 是 矢量 € 在 所 选 定 的 坐标 系 中 的 分 量 . 
例 FER 上 给 定 一 个 均匀 力 场 F, 它 在 位 移 & 上 的 功 4 是 一 个 1- 形 式 作用 
在 上 上 (图 135). 


B. 2- 形式 


定义 一 个 2 次 外 形式 (简称 2- 形 式 ) 就 是 一 个 定义 在 一 对 矢量 上 的 双 线 性 斜 对 
TERRA w? : R” x R"—RR: 


w^ (A161 + MNé2, £3) = Mw? (£1, £3) + A2? (£5, £3), 
w?(£1,6£2) = —?(£2,6£1), V, A2 ER, £i, £2, £s € R”. 


F) 


V w(£)- (Gs. £) 
(位移 ) 


图 135 一 个 力 所 作 的 功 是 一 个 1- 形 式 作 用 在 位 移 上 图 136 有 向 面积 是 一 个 2- 形 式 


例 1 令 S(&1,é&2) 是 有 向 欧 氏 平面 RP 上 的 矢量 61,6) 所 成 平行 四 边 形 的 有 向 
面积 , 即 


E11 612 
£21 €22 


el,e2 是 给 出 R? 之 定向 的 基底 . 
容易 看 到 S(&1,&2) 是 一 个 2- 形 式 (图 136). 


$(&1,6£2) = 


， 1 = 6ilel + 12€2, E2 = é21€1 + €22€2. 


$32. 外 形式 - 129 . 


例 2 S v 为 三 维 有 向 欧 氏 空间 中 的 流体 的 均匀 速度 矢量 场 (图 137). 这 时 流 
体 过 平行 四 边 形 £r, é 之 面积 的 流量 是 61 和 6» 的 双 线 性 斜 对 称 函 数 , 即 由 混合 积 
所 定义 的 2- 形 式 
wu" (£1, £2) = (v, £1, £2) = (v, [é1, £2]). 


例 3 边 为 &1,é2 的 平行 四 边 形 在 欧 氏 空间 R 的 21, 22- 
平面 上 的 投影 的 有 向 面积 是 一 个 2- 形 式 . 


AN 


问题 1 证 明 对 R 上 每 一 个 2- 形 式 w? 均 有 & 
wE E) =0, VEER”. 5 
sb 
解 ” 由 斜 对 称 性 , wE, £) = -»^(6 8). er 


R 上 的 所 有 2- 形 式 之 集 构成 一 个 实 矢量 空间 , ERT ER 
定义 其 加 法 为 
(wa + w2)(£1, £2) = wi(é1, £2) + v2 (&1, €2). 
定义 其 与 数 和 之 积 为 
(Aw) (Er, £2) = Aw(£&1, £2). 
问题 2 证 明 这 空间 是 有 限 维 的 并 求 其 维 数 . 
答 n(n 一 1)/2, 下 面 将 给 出 一 个 基底 . 


C. -形式 


定义 一 个 k 次 外 形式 , 简称 KG AS 是 一 个 定义 在 大 个 矢量 上 的 三线 性 斜 对 
称 函 数 : 
w (6i + A267, 62, , €x) = AIw(E 2, Ex) 
+A2w (EY, £2; -- , £x), 
wni si) = CU" w(E, Er), 


这 里 & 
， [0 EG iE … ,有 的 个 排列 ; 
1 车 G , 认 ) 是 (1,… ,及 的 奇 排列 . & 


例 1 有 向 欧 氏 空间 R 中 的 以 名， e DERFIR * anum 
可 体积 是 一 个 n—É . 138 有 把 1 
有 向 体积 是 一 个 nw- 形 式 (图 138) 图 138 有 向 休 
ni én 
V(€1,.… ,én) = S mnn sn d. 
Enie Enn 


这 里 €i 一 Eie 十 …… 十 Einen, €1, em 是 R” 的 一 个 基底 . 


- 130 - 第 七 章 微分 形式 
例 2 令 R* Æ n 维 欧 氏 空 间 R^ 中 的 一 个 大 维 有 向 平面 . 以 E, En 为 棱 


的 平行 体 在 R* 上 的 投影 的 天 维 有 向 体积 是 R* 上 的 一 个 k- 形 式 . 
R^ 中 所 有 k- 形 式 的 集合 构成 一 个 实 矢量 空间 , 如 果 我 们 引入 加 法 运算 


(wu + w2)(£) = wi (£) + wlé),€ = (£n, £k 6; € R”. 
以 及 与 数 相 乘 之 积 
(Xw)(E) = Au(£). 


问题 3 ”证明 这 个 矢量 空间 具有 限 维 , 并 求 其 维 数 . 
答 Ch; 下 面 将 给 出 一 个 基底 . 


D. 两 个 1- 形式 的 外 乘积 


现在 我 们 再 引入 一 个 运算 : 形式 的 外 乘积 . 若 u^ 是 R^. 上 的 一 
个 -形式 , w 是 R* 上 的 一 个 LER, 它们 的 外 乘积 o A o! 将 是 
N k+l- 形式 . 我 们 先 定 义 1- 形 式 的 外 积 , 对 于 每 一 对 R^ 上 的 
wA wE) 1- 形 式 ww 都 给 出 一 个 R” 上 的 2- 形 式 wi Aw 称 为 其 外 积 . 
Ke 


SAR 中 一 个 矢量 . 给 出 两 个 1- 形 式 wi FI us, 我 们 可 以 定 
— 义 一 个 由 R SPEI RxR 的 映射 : 变 E € R” 为 分 量 为 wle), wal) 

Bam 两 个 的 平面 矢量 (E) nos 为 此 平面 的 坐标 (图 139). 
形式 之 外 积 的 定 定义 ”外 积 wi 人 us 在 一 对 矢量 &1,&2 e Rn 上 之 值 是 棱 为 


X w(£1),w(£2) 的 平行 四 边 形 在 wi,w 平面 上 之 投影 的 有 向 面积 : 
— a1(£1) w»(&) 
(w1 ^ w2)(&1, £2) (£2) valën) | 
问题 4 证 明 wi ^v» 实 是 一 个 2- 形 式 . 
问题 5 WARS 
(wi, w2) >w A w2 
是 双 线 性 斜 对 称 的 : 
wi Aw? 一 一 上 2 AW, 


(Vw +A wi) Aw = 和 ui 入 wa 十 和 wy Nus. 
提示 “行列 式 对 行 和 列 都 是 双 线 性 斜 对 称 的 . 


现在 设 已 在 R* 上 选 定 一 组 线性 坐标 , 即 已 有 n 个 独立 的 1 形式 x1,… ,zx 我 
们 称 它们 为 基本 ÉR. 


$32. 外 形式 -131* 


基本 1- 形 式 的 外 积 zi 和信 Zz; 是 ÉR. 由 斜 对 称 性 ,zi; Am; = 0，zi 人 qj = 
—z, ^ zi. Zi ^zj 的 几何 意义 非常 简单 : 它 在 一 对 矢量 6,62 上 的 值 等 于 平行 四 边 形 
£1, £2 沿 着 与 其 他 坐标 方向 平行 的 方向 对 坐标 平面 zi m; 投影 的 像 之 有 向 面积 . 

问题 6 证 明 C2 = n(n — 1)/2 个 29EX mi Azli < 3) 线性 无 关 . 

特别 是 , 在 三 维 欧 氏 空间 (zi, zz, zs) P, 在 (21,22) 平面 上 投影 的 面积 是 zl; zo， 
在 (zz,zs) 平面 上 的 是 m2 ^ xa, 在 (za,zi) 平面 上 的 是 za ^ m1. 

问题 7 证明 三 维 空间 (x1, ra, zs) 中 每 个 2- 形 式 都 可 写成 

Prz A z3 + Qua A zı + Rxi A z2. 
问题 8 证明 在 坐标 为 z1,:… ,zn 的 n 维 空间 中 的 每 个 2- 形 式 都 可 唯一 地 表示 为 
W = X aysi A Tj. 
i<j 

提示 S ei 为 第 ; 个 基底 矢量 , BD zi(ei) = 1024 125 j BE ;(e;) = 0.758 w? TE eej 

上 的 值 , 则 
Qij = w" (ei, e;). 

E. 外 单项 式 

设 已 有 天 个 1- 形 式 wi,… ,wk. 我 们 要 定义 其 外 积 w 入 … A 入 wx. 

定义 ”我 们 规定 

wié) -> wi(ék) 
(w A A wE E = | 
wr(€1) > wx(Ex) 

换言之 ， 1- 形 式 之 外 积 在 £i Utt ,Ek 上 之 值 是 éi, Ut ,Ek 被 映射 é€—(w1(é), Utt 
wk(€)) RIA ee BR Ede RE 上 的 像 所 成 的 平行 体 的 有 向 体积 . 

问题 9 证 明 wi 入 … 人 入 wn 是 一 个 形式 . 

问题 10 证明 1- 形 式 的 外 积 运算 给 出 一 个 重 线性 斜 对 称 映射 


, 


(wi, wk) >w ^c A UK. 
换 句 话说 ， 
(Awi HAW) A wA Awk = Aw Aw A Awk HA w Aw A AUR. 
而 且 
ui Att A Wip = (21) un ^s Auk. 


其 中 
v= 0, TP, ie) 是 (1, , k) 的 偶 排 列 ， 
1, 若 (i1, sik) 是 (1 ,k) 的 奇 排列 . 
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现在 考虑 由 基本 形式 zl …… ,zn 给 出 的 R 之 坐标 系 . k 个 基本 形式 的 外 积 
Ti A ATi 1 < im nn, 

是 一 个 维 平行 体 沿 平行 于 其 他 坐标 轴 的 方向 投影 到 k- 平 面 (xi,,… , zi.) 上 之 像 
的 有 向 体积 . 

问题 11 证 明 若 i, ,ix 中 有 两 个 相同 , 则 za 入 … 信 zi — 0. 

问题 12 证明 k-JÉSN 

Ea ^ccAmrQ, RPl«ücioccoeciuiszn 

之 集合 是 线性 无 关 的 . 

这 种 形式 总 数 为 CE. 我 们 称 之 为 基本 有 -形式 ， 

问题 13  uEBH R^ 上 每 个 -形式 均 可 唯一 地 表示 为 基本 形式 的 线性 组 合 
w = »» Qi dg Ti, ^c AN Tipe 

1&il<i2< Lip ín 

提示 Gilik — w* (ei, Uo 3 €i). 

由 这 个 问题 可 知 , R^ 上 的 -形式 矢量 空间 维 数 为 Cx*， 特 别 是 当 k= n 时 
C* — 1, 由 此 即 有 

X R 上 每 个 mn- 形式 或 者 是 某 平行 体 按 某 体 积 单位 计算 的 有 向 体积 ， 或 者 
pp 

w” =a mdi ^c An. 
问题 14 证 明 R 上 每 一 个 大 > n 的 -形式 必 为 零 . 
我 们 现在 考虑 一 个 -形式 w^ 和 一 个 !- 形 式 wi ZU. 先 设 有 两 个 单项 式 


wu = wi A A wk, w! = uai ^c A Wk- 
Q1, wkt 都 是 1- 形 式 , 我 们 定义 其 外 积 uh Aw 为 单项 式 


(wi ^ Awk) ^ (wk ^c A wkt) 
= w At A Wk A Wki ^c A^ Wki 


问题 15 ”证 明 单 项 式 的 外 积 是 结合 的 : 
(w ^ uw) ^w" = w A (w! Nw"), 
又 是 斜 交换 的 : 
w* Nw! = (-1) Pu Aw. 
提示 为 了 把 w! 的 ! 个 因子 之 一 移 到 w* 前 , 需要 与 w^ B9 k 个 因子 共 作 上 次 反 转 . 
注 斜 交换 性 只 要 k 和 1 两 个 次 数 有 一 为 偶 时 就 是 交换 性 , 二 者 均 奇 时 是 反 交换 性 . 
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833. 外 乘积 
我 们 在 这 里 定义 外 形式 的 外 乘积 运算 并 证 明 它 是 斜 交换 的 、 可 分 配 的 与 可 结合 的 . 


A. 外 乘积 的 定义 


我 们 现在 定义 任意 kJESX u^ 和 -ER o! 之 外 乘积 , 所 得 结果 wr Au! 是 一 个 
k -- LJE XX. 于 是 外 乘积 运算 具有 

1. REHE: o Awl = (—1)wl A wp; 

2. 分 配 性 : (Xiwkg + Awg) ^u! = Mw Aw + Awk Awt; 

3. 结合 性 : (wt Aw) Aw = wf A (wl ^w). 

定义 了 "上 的 一 个 kJ X wk 和 一 个 !- 形 式 w 之 外 乘积 是 Rr* 上 的 一 个 k++1 
形式 , HE k+ 个 矢量 é, ,&4,&k41,… ,k+l E Rr" 上 之 值 等 于 


(w* ^u) (£i, Ek) = SO TEE £u )w (£5, ; £j). (1) 
XB dco cds eus iejo ji) 是 (,2, kr D) 的 排列 ， 


na 若 此 排列 为 奇 ， 
0, 若 此 排列 为 偶 . 
换言之 , d6k-bA4^AXdX ien 分 为 两 组 (各 上 个 与 1 个 矢量 ), 任 一 种 分 
法 以 及 每 一 组 的 任 一 种 排列 给 出 (1) 中 的 和 式 的 一 项 . 这 一 项 等 于 wk 在 第 一 组 排 
列 好 的 上 个 舌 量 上 之 值 磁 上 wl! 在 第 二 组 排列 好 的 ! 个 矢量 上 的 值 , 其 符号 十 与 一 
视 这 些 矢量 如 何 排列 而 定 ， 若 排列 使 得 第 一 组 个 矢量 继 以 第 二 组 ! 个 矢量 成 为 
&1,… , x41 的 偶 排列 , 则 取 十 号 , 车 为 奇 排列 则 取 一 号 . 
例 车 k=1=1, 只 有 两 种 分 法 : &1,& 与 &2,&1, 所 以 


(w1 ^ w2)(£1, £2)  w1(£1)u(£2) — wi(é2)w2(é1), 


这 与 节 32 中 关于 1- 形 式 之 外 积 定义 一 致 . 

问题 1 证 明 以 上 定义 确实 定义 了 一 个 十 二 形式 (BI. (w 人 wi')(&1,:… Exi) 之 值 重 线性 
地 与 斜 对 称 地 依赖 于 点 €). 

B. 外 积 的 性 质 

定理 ”以 上 定义 的 外 形式 之 外 积 是 斜 交 换 的 、 分 配 的 和 结合 的 . 对 于 单项 式 , 它 
与 节 32 中 给 出 的 定义 一 致 . 

斜 交换 性 之 证 明基 于 奇偶 排列 最 简单 的 性 质 (参照 节 32 末 的 问题 ) 并 留 给 读者 
自己 证 明 . 

分 配 性 来 自 (1) 中 各 项 对 wr 与 o! 为 线性 . 
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结合 性 的 证 明 要 用 到 稍 多 的 组 合 学 . 因为 相应 的 论证 通常 用 于 代数 中 行列 式 按 
一 列 的 子 式 展开 的 拉 普 拉 斯 定理 , 我 们 可 以 用 此 定理 9. 
首先 注意 到 下 一 点 : 若 结 合 性 对 各 项 成 立 , 则 对 其 和 也 成 立 , 即 由 


(w1 Awa) A ws = wi ^ (ws ^ wa) 
(wo ^ uw) A wg = wY A (w2 入 ws) 


有 


((w +w) ^ wa) ^ ws = (wi +w) ^ (wa A ws). 
但 由 已 经 证 明了 的 分 配 性 有 


((uf +w) A w) Aws = ((wi Aw) Aw) 
二 (wo A ws) ^ ws), 
(wi -F wY) ^ (wa ^ wa) = (wi ^ (wa A w3)) 
"(wt ^ (wa ^ wa)). 


在 节 32( 问 题 12) 已 知 , R* 上 每 个 形式 都 是 单项 式 之 和 ; 所 以 , 只 需 对 单项 式 乘法 证 
明 可 结合 性 就 够 了 . 

因为 我 们 还 没有 证 明 节 32 中 有 个 1- 形 式 的 外 积 之 定义 与 这 里 的 一 般 定义 (1) 
的 等 价 性 , 我 们 暂时 用 入 表示 k 个 -形式 之 外 积 , 所 以 单项 式 可 以 写 为 


wW mA Awg, w = Wk AA Ap 


这 里 wi,… ,wk+l 是 1- 形 式 . 
引 理 两 个 单项 式 的 外 积 仍 为 一 单项 式 : 


(WIA Awk) A (wig ^ c Aw) 
= WÅ e AUkAUk Ac: Wki. 


证 估计 左右 双方 在 有 +1 个 矢量 6, trn 上 之 值 . 由 (1) 式 , 左 方 之 值 应 为 
以 下 的 乘积 之 和 l 


55, det, los(6s.)-, det |, lwilEsn)l 


kick 
各 项 是 一 个 天 十 7 阶 行列 式 前 大 行 的 一 个 子 式 乘 以 余 因 子 . 由 行列 式 按 前 k 行 之 
子 式 展开 的 拉 普 拉 斯 定理 可 知 ， 其 各 项 之 符号 按 定义 (1) 选取 , 这 个 和 等 于 行列 式 
det lei (£;)]. 口 
巴结 合 性 的 直接 证 明 (也 包含 了 拉 普 拉 斯 定理 的 一 个 证 法 ) 在 于 检查 恒等式 (uk ^w) 人 


wE sÊk+i+m) =B wF (Eis Eip lwt (Ej s Ej wu" (Eng ,Ep ) 中 各 项 的 符号 ， 这 
Hcc cua x juh «oo «hy ,hm) 是 (1,… k ++ m) 的 一 个 排列 . 


$33. 外 乘积 - 135- 


由 此 引 理 可 知 运算 和 人 和 是 一 致 的 : 我 们 依次 可 得 


wiw = wi 人 wo2， 
wiAwSAws = (wi ñw2) A w3 = (wi ^ w2) ^ w3, 
wi wA- Awp = (C uw Awa) Awg) A Awk). 


因此 单项 式 的 和 -乘积 的 结合 性 可 以 得 自 1- 形 式 的 人 乘积 的 明显 的 结合 性 . 于 
是 由 上 面 所 看 到 的 , 一 般 情 况 下 的 结合 性 得 证 . 

问题 2 试 证 1- 形 式 , 或 一 般 的 奇 次 形式 之 外 平方 为 零 : 当 k WEN w* Au^ = 0. 

例 1 ZER” 上 的 坐标 系 (p1,… ,pn;q1,… ,gn) 以 及 2- 形式 w? = Y "pi ^g: 


i=1 


[这 个 形式 在 几何 上 表示 一 个 平行 体 在 ”个 二 维 坐标 平面 (0m); , (pn, qn) 
上 的 投影 的 有 向 面积 之 和 . 以 后 我 们 会 看 到 2 形式 w2 对 于 哈密 顿 力学 有 特殊 的 意 
X. 可 以 证 明 . R 上 的 每 一 个 非 退 化 @ 2- 形 式 必 可 在 某 个 坐标 系 (p1,… ,gn) PS 
为 w2.] 

问题 3 R 2- 形 式 w? 的 外 平方 . 

€ w2Aw2 = 一 2 È pi ^D; 人 qi ^ Qj. 

问题 4 R w? B k KIR (W) — u? ^ ^v (TET). 

答 wa A Aut — tk! OM Pn Ace A Pip ^a ^c A Gip- 
特别 是 ' 

w^ Aw! Ac Au 2 xnlpi Ac APA Acc Ada. 


n 


除了 相差 一 个 因子 外 它 是 R” 中 2n 维 平行 体 的 体积 . 
例 2 考虑 有 向 欧 氏 空间 R3, 每 个 矢量 A c R3 通过 wh(é) = (4,8) 决定 一 个 
1- 形 式 wh. (数量 积 ), 又 通过 
wA (£1, 62) = (A, £1, €x) (EA) 


决定 一 个 2- 形 式 wA. 
问题 5 “证明 映射 AL, Aw 是 A 之 矢量 空间 R? RR? 上 之 1- 形 式 空间 与 2- 形 
式 空间 的 同 构 . AE RS 上 取 有 向 的 标准 正 交 坐 标 系 (zi, zz, zs), 则 


wl, = A121 + Áaz2 十 Á3T3, wA = Aizx2 A T3 + Á2£3 A £1 + 321 ^ T2. 


PE 这 些 同 构 并 不 依赖 于 有 向 标准 正 交 坐标 系 (2i, zz, zs) 的 选取 . 但 它们 依赖 于 了 及” 中 欧 
氏 构 造 的 选取 , 同 构 4 一 w2 还 依赖 于 定向 的 选取 (这 一 点 隐 式 地 进入 了 混合 积 的 定义 .) 
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问题 6 证 明 在 上 述 同 构 之 下 , 1- 形 式 的 外 积 就 成 为 R 中 的 矢量 积 , 即 有 
wa ^ub = wla, sp XHE®A, B cR. 
这 样 1- 形 式 的 外 积 可 以 看 成 是 R? 的 矢量 积 在 高 维 时 的 推广 . 然而 在 n 3 时 , 此 积 并 非 同 
一 空间 的 矢量 : 只 在 n = 3 BT, R^ 的 2- 形 式 空间 同 构 于 R". 
问题 7 证 明 在 上 述 同 构 下 , 1- 形 式 与 2- 形 式 的 外 积 变 成 RP 中 矢量 的 数量 积 : 


wh Awb -(A,B)ri A z2 A T3. 


C. 在 映射 下 的 性 态 


4 上 : Rm 一 R" 为 一 线性 映射 , u^ 是 R* 上 的 大- 形式. 则 必 有 及 ”上 的 一 个 
有 -形式 f'ut, EXE k 个 矢量 &1,… ,&x E R” 上 的 值 等 于 wh 在 6-6 的 像 上 
的 值 : 

(f*uP)(&, Ek) = v (F6 , SE). 

问题 8 ”验证 fo" 确 是 一 个 k- 形 式 . 

问题 9 验证 f 是 R^ 上 的 有 形式 空间 到 R” 上 的 -形式 空间 的 线性 算 子 (上 标 星 号 表 
示 f* 与 f 作用 的 方向 相反 ). 

问题 10 4 f: R"75R",g :R" 一 R?, 验证 (go f) = f* 0g*. 

问题 11 ”验证 f^ 保持 外 乘积 : f (wr ^u!) = (wh) (Qu. 


$34. 微分 形式 
我 们 在 这 里 给 出 微分 流 形 上 的 微分 形式 的 定义 . 
A. 1- 微 分 形式 


微分 形式 最 简单 的 例子 就 是 一 个 函数 的 微分 . 


例 考虑 函数 y = f(x) = r. 它 的 微分 df = 2zdz 依赖 于 点 zx 和 “ 变 元 的 增 
E”, 即 xz 轴 的 切 矢量 6. 固定 点 x, 这 时 函数 在 r 的 微分 df|. 线性 依赖 于 &. 因此 
若 z=1 且 切 矢 量 & 之 坐标 为 1 M df = 2, Æ E 的 坐标 为 10 则 df = 20( 图 140). 


f 4 f: MR 是 流 形 M 上 的 可 微 函 数 (不 妨 设想 一 个 “多 元 
af 函数 ”了 : 及 "一 及). CE z 处 的 微分 df|s 是 一 个 从 M 在 z 的 切 
空间 到 实数 集 上 的 线性 映射 . 
7 df. : TMa >R. 


微分 我 们 回想 一 下 这 个 映射 的 定义 : 
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4 € 为 曲线 z(t): ROM 的 速度 矢量 : z(0) = z,2z(0) = &. 这 时 我 们 定义 


dl = | e0) 


问题 1 SE 为 平面 曲线 r(t) = cost, y(t) = sint XE t= 0 处 的 速度 
矢量 . HARR zx 和 y 的 微分 dz 和 dy ERE € 上 的 值 (图 141). 


答 dela, (£) = 0, dyla, (£) = 1. r 


注意 ， 函数 f TE EM 处 的 微分 dfz 是 切 空间 TMz 上 的 图 141 问题 1 
1- 形 式 . 
f 在 流 形 M 上 的 微分 df 是 切 从 到 直线 ( 即 实数 集 ) 上 的 光滑 映射 


df: TM—R(TM = | JTM.). 


这 映射 是 可 微 的 且 在 每 个 切 空间 TM, c TM 上 为 线性 . 
定义 流 形 M 上 的 1 阶 微分 形式 (1- 微 分 形式 ) 就 是 切 从 到 直线 的 光滑 映射 


w: TM—R, 


而 且 它 在 每 个 切 空 间 TMe 上 是 线性 的 . 
可 以 说 , M 上 的 1- 微 分 形式 就 是 TM。 上 “对 z 可 微 ” 的 代数 1- 形 式 . 
问题 2 证 明 实 轴 上 每 个 三 微分 形式 都 是 某 函数 的 微分 . 
问题 3 ” 求 平面 上 一 个 圆周 上 的 一 个 1 -微分 形式 , 使 之 不 是 任何 函数 的 微分 . 


B. R* 上 的 1- 微分 形式 的 一 般 形 状 


取 坐 标 为 z1,… ,zn 的 矢量 空间 为 M. 记 住 切 矢 量 € € TRE 的 分 量 &1，… 6s 
就 是 微分 dri, ,dzn 在 上 上 之 值 . TR} 上 的 这 n 个 1- 微 分 形式 是 线性 无 关 的 . 所 
以 dz1,… ,dzn R TR} 上 的 1- 形式 的 ” 维 空间 的 一 个 基底 , 而 TRY 之 每 个 1- 形 
式 都 可 写成 adri + … + andzn,ai 是 实 系数 . WS w 是 R* 上 任意 的 1- 微 分 形式 . 
在 每 一 点 z, 它 都 可 以 唯一 地 按 基底 dzx1,… ,dzn 展开 . 由 此 我 们 得 到 了 : 

定理 具有 给 定 坐 标 系 Z1,… ,zn 的 R 上 每 个 二 微分 形式 都 可 以 唯一 地 写 为 
以 光滑 函数 ai(z) 为 系数 的 


w = ay(x)dzi 十 … 十 an(z)dzn， 
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问题 4 计算 wi = darius = zidzaws = dr?(r? = zi + 23) 在 矢量 £1, 62,63 上 的 值 
(图 142). 


7 & & 答 


0 1 2 315 
图 142 问题 4 


问题 5 $ z1,… ,zn 是 流 形 M 上 的 函数 而 构成 某 区 域 中 的 局 部 坐标 系 . 证 明 这 个 区 域 中 
每 个 1- 微 分 形式 都 可 以 唯一 地 写 为 w = ai(z)dzi 十 …' 十 an(z)dzn. 


C. k- 微 分 形式 

定义 流 形 M 上 zw 点 处 的 -微分 形式 wle 就 是 M 在 zz 之 切 空间 了 Mae 上 的 
-外 形式 , 亦 即 对 于 在 mo 点 切 于 M 的 上 个 矢量 和 ;和 的 kART AA. 

若 在 流 形 M 之 每 一 点 x 处 都 给 出 这 样 一 个 ws|。 而 且 后 者 对 z 可 微 , 就 说 在 
流 形 M 上 有 了 一 个 kh- 形式 wF. 

问题 6 在 元 素 为 个 切 M 于 某 点 z 的 矢量 的 矢量 组 之 集合 上 给 一 个 自然 的 微分 流 形 
构造 . 

一 个 大 阶 微分 形式 就 是 从 问题 6 中 的 流 形 到 直线 的 光滑 映射 . 

可 以 说 , M 上 的 上 形式 就 是 了 Ma 上 的 “可 微 依 赖 于 x" Bk 外 形式 . 

M 上 的 形式 之 加 法 、 乘 以 一 数 与 外 乘积 均 为 逐 点 定义 的 : 在 每 一 点 zeM 处 ， 
相应 的 代数 外 形式 之 加 法 , 乘 以 一 数 与 外 乘积 都 是 在 切 空 间 TMe 上 进行 的 . 

问题 7 证 明 M 上 的 有 形式 构成 一 个 矢量 空间 (4 k 不 超过 M 之 维 数 时 是 无 限 维 的 ). 

微分 形式 不 仅 可 以 用 数 乘 也 可 以 用 函数 乘 . 所 以 C%k- 微 分 形式 集合 具有 M 上 
的 无 穷 可 微 实 函数 环 上 的 模 之 自然 构造 . 


D. R” 上 k- 微 分 形式 的 一 般 形状 


取 具 有 固定 坐标 函数 z1,… ,zn : ROR 的 矢量 空间 R^ 为 流 形 M. 固定 一 
点 z. 我 们 前 已 看 到 n 个 1- 形 式 dri,- ,dz 是 切 空间 TR? 上 的 1- 形 式 空间 的 
基底 . 

考虑 基本 形式 的 外 积 


dz, A-A dzis dic < d. 


我 们 已 在 节 32 中 看 到 , 这 CE 个 kÉRE TR 上 的 三 外 形式 空间 的 基底 . 因此 ， 
TR? 上 的 每 一 个 &- 外 形式 可 以 唯一 地 写成 


D Gi; ,... i dEi ^: A dTig- 


i< <ir 
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现 令 w 是 R 上 任意 的 &- 微 分 形式 . 在 每 点 z 它 都 可 以 用 以 上 基底 来 唯一 地 
表示 . RA 
定理 设 在 空间 R? 上 取 定 坐标 系 Zz1,.… ,zn, 则 任 一 个 -微分 形式 都 可 以 唯 
一 地 写成 
wt = 5 Qi ip (E)dEi ^--- A dz, 


dicc 
iX € oil (z) 是 R* 上 的 光滑 函数 . 
问题 8 计算 wi = dai 人 dx2,w2 = Xidz1 ^ dx2 — zadzo ^ dzi 和 ws = rdr A dy (这 里 
zı = rcos p, £2 = Tsin p) 在 矢量 对 (£1, m), (£2, 72) 和 (&3,73) 上 之 值 (图 143). 


答 


(£1, 1) (£2, n2) (£s, 3) 


图 143 问题 8 


问题 9 计算 wi = drz Adza,ws = zidzs ^ dzz 和 ws = dzs 和 dr?(r2 = z--z2-- x2) 在 
点 æ = (2,0,0) 处 的 矢量 对 《= (1,1,1), = (1,2,3) 上 之 值 . 

答 w = 1,02 = —2, w = —8. 

问题 10 $ z1,… ,zn : MR 是 流 形 上 某 区 域 中 构成 一 局 部 坐标 系 的 函数 . 证 明 在 此 区 
域 中 每 个 微分 形式 都 可 唯一 地 写 为 

w" 一 D Oi; ,... ip (m)dzi, A A dTig- 

i< <ie 

例 微分 形式 中 的 变量 变换 . 设 有 RO 中 的 两 个 坐标 系 x1, zz, za 和 yi yo y F 
w 为 R? 上 一 个 2- 微 分 形式 . 由 上 定理 , w YE x 坐标 中 可 写 为 w = Xidzs ^ dzs 十 
Xadzs ^ da + Xadzi ^ dza, X1, Xo, Xa 是 zi, 22,25. RŽ ME y 坐标 中 可 写 为 
w = Yidya ^ dys + Yadys ^ dy1 + Ysdyi ^ dy2, Ys, Y2, Ys 是 yi, yo, ya. 的 函数 . 

问题 11 已 知 在 r 坐标 中 写 出 的 微分 形式 ( 即 已 知 X;) 以 及 变量 变换 公式 v = rly), 5 
出 y 坐标 中 的 微分 形式 , 即 写 出 Y. 

解 我 们 有 dz: = (0zi/Oy1)dyi + (02i/8yz)dya + (xi/Oys)dys. 


故 
r2 Ört Oz2 ) ( r3 T3 Ozs ) 
dzz ^dza = | 一 一 ——d =— d ^ | =— d: d ——d ; 
12 T3 ( oy ayı 十 ya y2 十 ys Y3 yı yı + By; yo 十 Oys Y3 
由 此 知 D( ) D( ) D( ) 
T2, T3 T3, T1 T1, T2 
Ys = X, | 3 LT 
?o0 7 Ds yo) ?| Dny) D(yi,y2) 


等 等 . 
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E. 附录 三维 空间 中 的 微分 形式 
令 M 是 一 个 三 维 有 向 黎 曼 流 形 (在 下 面 的 例子 中 M 都 是 三 维 欧 氏 空间 R). 
4 z1, 223, 73 为 局 部 坐标 而 线 元 素 的 平方 为 


ds? = E,dz? + E3dz2 十 Badz3 


( 即 设 坐标 系 是 三 重 正 交 的 ). 


问题 12 ”对 欧 氏 空间 R? 之 第 卡 儿 坐 标 xz,y,z, EEE 7, wp,z 以 及 球 坐 标 B.q,0 求 出 
En, E2, Es(Fl 144). 


答 ds? = da? 十 dy? + dz? = dr? 十 r?do? + dz? 
= dR? + R? cos? 0d? + R?d0?. 


我 们 用 el eo. ea 表示 坐标 方向 的 单位 矢量 。 这 三 个 矢量 构成 切 空间 的 基底 . 


y 
ror 


图 144 问题 12 图 145 问题 13 


问题 13 K dz1,dx2 和 dzs 在 矢量 el,ez,es 上 的 值 . 

€ dzri(ei) = 1/ VE, 其 余 为 零 . 特别 是 对 笛 卡 儿 坐标 有 dz(ez) = dy(ey) = dz(e.) = 1; 
对 柱 坐 标 dr(e-) = dz(e.) = 1, dp(e,) = RU 145); 对 球 坐 标 dR(en) = 1, de(e,) = Eos 
而 db(ee) = 1/R. 

流 形 M 的 度量 和 定向 给 出 了 M 在 各 点 的 切 空间 之 有 向 欧 氏 三 维 空间 构造 . 使 
用 这 个 构造 就 可 以 讨论 它们 的 数量 积 、 矢量 积 和 混合 积 . 

问题 14 计算 [el,ez], (enm; eo) 和 (er, es, ey). 

答 es,0,1， 

在 一 个 有 向 欧 氏 三 维 空间 中 每 个 矢量 A 都 相应 于 一 个 1- 形 式 wh 和 一 个 2- 形 
X wA, 定义 如 下 : 


whAlé) = (A,£, waAE WD = (46n), &neR. 
矢量 场 和 外 形式 的 对 应 关系 不 依赖 于 坐标 系 而 只 依赖 于 欧 氏 构造 和 定向 . 因此 


AÉ M 上 的 每 个 矢量 场 4 都 对 应 于 M 上 的 一 个 1- 微 分 形式 wh 和 一 个 2- 微 分 
形式 wA. 
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由 矢量 场 变 为 外 形式 和 由 外 形式 变 回 矢量 场 的 公式 在 各 坐标 系 下 形状 不 同 . 设 
在 上 述 坐 标 ri za 和 zs 中 , REH 4 的 形状 是 


A = A€ + Á2€2 + Ases 


(4 A; 是 M 上 的 光滑 函数 )， 相应 的 1- 形 式 ol, 应 按 基底 dx; 分 解 而 2- 形 式 则 
按 基底 dz; ^ dzj 分 解 . 


问题 15 已 知 矢量 场 A 的 分 量 , R 1- 形 式 wh MER wh 的 分 解 式 . 


解 我 人 有 wh(e1) = (4,el) = A, 同时 有 (a1idz1 + aadzra + asdzs)(e1) = a1dzi(ei) = 
a1/VB1, 由 此 知 al = Ai / Ei, 从 而 


wh = A1VEidzi + Az V Ezdz2 + AsV Bsdzs. 
同样 地 有 wa (ez, es) = (A, ez, es) = Ai. 于 是 
(a1dza ^ das + aadza ^ dz1 + azdzı ^ dz2)(e2, e3) = a1 / V Eg Es. 
所 以 ai = Ai Ez Es 而 
wA = Aiv/EzEsdz2 ^ dv; + Aav E3Eidas ^ dvi + As v Er Ezdz1 ^ da2. 
特别 是 , 在 R 的 笛 卡 儿 坐 标 、 柱 坐标 和 球 坐 标 系 下 , 矢量 场 


A= Azez 十 Ayey 十 Azez = Årer + 4oevp 十 Aze; 
= ÅRER + Age, + Áoeo 


相应 于 1- 微 分 形式 


wh = 4zdz + Aydy + Azdz = Ardr+ Aydyp + Azdz 
= AndR + ReosOAydyp + RAsd0 
和 2- 微 分 形式 


wa = Asdy A dz + Aydz ^ dz + Azdr ^ dy 
= rÁ,dp ^ dz + Adz ^ dr -rA;dr ^ d 
= R?cosÜAndp ^ dô + RA dô ^ dR + RcosÓ AsdRt ^ dip. 


流 形 M 上 矢量 场 的 一 个 例子 是 函数 f: MR 的 梯度 . 回忆 一 下 , 函数 的 梯度 
即 对 应 于 微分 
Caradf 一 df, 亦 即 df(é) = (gradf, £), YE 
的 矢量 场 gradf. 
问题 16 ” 求 函 数 梯度 在 基底 ei, e2, es 下 的 分 量 . 
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解 我 们 有 df = (Of/Ozi)dzi + (8f/87z2)dzr2 + (Of /Oxs)dzs, 由 上 题 


af Ta 1 Bf 
VEA 0i 1 VEz O22 ? V Es Or3 


在 笛 卡 儿 坐 标 系 、 柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 下 有 


grad f = €3. 


$35. 微分 形式 的 积分 


我 们 要 在 这 里 定义 链 、 链 的 边缘 和 微分 形式 在 链 上 的 积分 的 概念 . 
微分 形式 的 积分 是 诸如 流体 通过 某 一 曲面 的 流量 或 力 沿 一 路 径 之 功 这 样 一 些 概念 在 高 维 下 的 
推广 . 


A. 1- 微 分 形式 沿路 径 的 积分 
我 们 先 从 流 形 M 上 的 1- 微 分 形式 wl 之 积分 开始 . 令 


| yy:[0<t<1— M 
y 为 光滑 映射 (“积分 路 径 ”). 微分 形式 w! 在 路 径 7 上 的 积分 定 


A; 义 为 黎 曼 和 的 极限 . 每 个 黎 曼 和 都 由 微分 形式 wi 在 一 些 切 矢量 
t; é&; 上 之 值 构成 (图 146): 

图 146 沿 一 路 径 积 分 n 

一 个 1 形式 Í w! = E226» 


URE &; 作法 如 下 , 把 区 间 0 < 6 < 1 用 点 去 分 成 小 段 A; :ti <t < Gua 区 间 AG 
可 以 看 作 是 t 轴 在 t; 点 的 切 矢量 . CE M 于 yt) 点 的 切 空 间 上 的 像 是 


£i 一 dyle (Ai) € TM... 


当 最 大 区 间 A 趋 于 零 时 黎 曼 和 有 极限 . 它 就 叫做 14 
形式 wl 沿路 径 y 的 积分 . 
-微分 形式 在 维 曲面 上 的 积分 可 按照 类 似 模式 来 定义 . 
把 积分 曲面 分 成 小 的 曲 边 大 维 平行 体 (图 147): 把 这 些 平行 体 
图 147 在 出 上 求 积 换 成 切 空间 上 的 平行 体 . 微分 形式 在 切 空间 上 的 平行 体 上 之 什 
一 个 2 形式 之 和 当 分 割 加 细 时 有 一个 极限 . 我 们 先 考虑 一 个 特例 . 
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B. 有 向 欧 氏 空间 R^ 上 的 -微分 形式 之 积分 


A ZT1,… ,Zh 为 R* 一 个 有 向 坐标 系 . RU 上 每 一 个 人 -微分 形式 都 正比 于 
dai ^: ^ day, 即 可 写 为 w^ = e(z)dzi A- ^ drr, yle) 是 一 个 光滑 函数 . 
4 D R 中 的 一 有 界 凸 多 面体 (图 148). 定义 形式 w* 在 D 上 的 积分 即 为 v 


的 积分 : 
] >= [oem tm. 


右 方 的 积分 理解 为 通常 的 黎 曼 和 极限 . 
这 个 定义 正 是 节 A 中 的 思想 的 实现 , 因为 这 时 流 形 的 切 空 间 就 是 流 形 本 身 . 
问题 1 证 明 fo u^ 线性 依赖 于 w. 
问题 2 求证 : 若 将 分 成 两 个 不 相交 的 多 面体 Di 和 D2, M 


/+*=/ taf w, 
D Dı Dz 


在 更 一 般 情况 (BI ” 维 空间 的 太 -形式 的 积分 ) 不 易 把 分 割 的 单元 看 成 切 空间 的 
平行 体 ; 这 个 情况 下 面 再 考虑 ， 


í | ID GRO! 5 | 
ft 
图 148 TE k 维 空间 中 积分 一 个 形式 ”图 149 N 上 的 微分 形式 诱导 出 M 上 的 微分 形式 


C. 微分 形式 在 映射 下 的 性 态 


4 f: MoN 是 光滑 流 形 M 到 光滑 流 形 N 的 可 微 映 射 , w 是 N 上 的 -微分 
形式 (图 149). 这 时 在 M 上 也 会 出 现 一 个 适当 确定 的 微分 形式 f" o, 定义 为 : 对 
TIRE &,… Ek € TMr, 


(F*w)(&, Ut , Ek) 一 w(f.&i, ttt , fex). 


f. 是 映射 了 的 微分 . 换 句 话说 , f'u 在 矢量 &1,… ,& 上 之 值 等 于 w 在 这 些 矢量 的 
像 上 之 值 . 


例 Æ y= f(ziz2) = 22 + 22 而 w= dy, W 
f'w = 2z1dzi 十 2zozdz2. 


问题 3 证 明 f*w 是 M 上 的 一 个 -微分 形式 . 
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问题 4 证 明 f" 保持 微分 形式 的 运算 : 


f" uu + A292) = Mf" (a1) + à2f* (w2), 
f (a1 Aw) = (f*ui) ^ (F*os). 


问题 5 $ g: L5 M 也 是 可 微 映 射 . 证 明 (fg)' —g" f". 


问题 6 $ Di, Do 是 有 向 k 维 空间 R* 中 的 紧 凸 多 面体 , f : D1 一 D2 是 一 可 微 映射 且 将 
D; 的 内 域 保持 定向 地 微分 同 胚 @ 于 D2 之 内 域 上 . 这 时 , 对 Do 上 的 任意 -微分 形式 w*, 有 


rej wF. 
Dı D2 


提示 ”这 就 是 重 积分 的 变量 变换 定理 


O(y1, Yk) 


dz .dz = dw -- - dur. 
BE ey) de= f oldu: du 


D. n 维 流 形 上 的 人 -形式 的 积分 


4 wH n ERE M 上 的 上 -微分 形式 . D 是 维 欧 氏 空间 R* 中 的 一 个 有 界 
vu k 维 多 面 体 (图 150).“ 积 分 路 径 ” 的 作用 将 由 M 的 一 个 大 维 胞 腔 c@ 来 承担 ， 


它 可 用 o = (D, f, Or) 来 表示 : 
2 全 1 D CR 是 一 个 凸 多 面体 
2. f: D 一 M 是 一 个 可 微 映射 ; 
图 150 奇 k 维 多面 体 3. Or 表示 R* 的 一 个 定向 . 
定义 形式 w E kE o 上 的 积分 即 相 应 的 微分 形式 在 D 上 的 积分 : 


[-Lr- 


问题 7 ”证明 这 个 积分 线性 依赖 于 微分 形式 : 
A/N LAN f Awi + Xawa = A f wi + Xa f un. 
仅 定 向 与 o 不 同 的 k 维 胞 腔 称 为 负 o, 记 作 —o R -1-0 
图 151 问题 8 (图 151). 
问题 8 证明 当 定向 改变 时 积分 变 号 : 


[he 


@ 即 一 个 1—1 的 具有 可 微 逆 的 可 微 映射 . 
ORE c 时 常 叫 做 奇异 维 多 面 体 . 
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E. 链 


集 f(D) 不 一 定 是 M 的 光滑 子 流 形 . 它 可 能 “ 自 交 ”, RRE “HE”, 甚至 可 能 
化 为 一 点 . 然而 即 令 在 一 维 情况 下 , 限制 积分 路 径 只 由 一 段 构 成 , 显然 是 不 方便 的 . 
考虑 由 几 段 组 成 的 积分 路 径 , 每 一 段 可 以 按 不 同 定 向 、 乃至 不 止 一 次 地 走 过 , 考虑 这 
种 对 象 是 很 有 用 的 . 高 维 情况 类 此 的 概念 称 为 链 . 

定义 流 形 M 上 的 n 维 链 包 含 了 M 上 有 限 多 个 n 维 有 向 胞 腔 o1,.… ,ar 和 
整数 mi,… ,mr( 称 为 重 数 , 它们 可 正 或 负 或 0). 链 记 作 


Ck = M101 二 :+ Mror. 
这 时 我 们 很 自然 地 规定 等 同 关系 
m40 + m20 = (m; + m2)o, 


1110; + M202 = M202 + M101, 0020, ck+t0= ck. 
问题 9 证 明 M 上 所 有 维 链 的 集 是 一 个 可 换 群 , 如 果 我 们 定义 链 的 加 法 为 


(miei +e + mrar) + (Mio t mies) 


LI L / 
= M101 十 '… 十 9nrOr + Mm tH 9 meos. 


F. 例 : 多 面体 的 边缘 


S D 是 上 维 欧 氏 空 间 R* 中 的 一 个 凸 有 向 k 维 多 面体 . D 的 边缘 是 R* 的 一 个 
(k 一 1)- 链 8D, 定义 如 下 (图 152). 

链 oD 的 胞 腔 ci 即 多 面体 D 的 (k 一 1)- 维 面 D; 以 及 将 面 嵌 人 R* 的 映射 
fi: DiR", 以 及 如 下 定义 的 定向 Or, 重 数 都 等 于 1: 


ðD = X onoi = (D;, fi, Ori). 


边缘 的 定向 规则 . 令 e1,… ,ek 是 R* 的 有 向 标 架 . $ D; 是 D 的 一 个 面 . 取 
D, 的 一 个 内 点 由 此 作 D 的 外 法 线 矢量 n. 取 Di 上 的 一 个 标 架 无 ,… , fea. 使 
(n, fi fii) 有 正确 定向 ( 即 与 e1, ,ek 相同 的 定向 ), 即 以 之 为 Di 的 定向 
标 架 . 

可 以 同样 定义 链 的 边缘 . S o = (D, f, Or) 是 流 形 M 的 一 个 k 维 胞 腔 . 其 边缘 
是 由 胞 腔 o; = (Di, fa Ori) 组 成 的 (k 一 1)- 链 : ôo = Y o, Di Æ D B9 (k 一 1)- 维 面 ， 
Or, 是 按 以 上 规则 取 的 定向 而 f; 是 映射 f: D—M 在 Di 上 的 限制 . 

M 之 k- 维 链 ck 的 边缘 Bc 就 是 ck 边缘 按 其 重 数 求 和 (图 153): 


Oc, = Omi101 + + mror) = mio + H+ m4O0,. 
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Y lli 


AUI 


DN B N 


图 152 有 向 边缘 图 153 链 的 边缘 


Ji 


0o, 显然 是 M 的 一 个 (k 一 1)- 链 .© 

问题 10 ”证 明 任意 链 的 边缘 的 边缘 为 零 : 88cx = 0. 

提示 ”由 于 0 为 线性 , 只 对 一 个 凸 多 面体 D 证 明 OOD = 0 就 行 了 . 这 只 要 证 明 D 的 每 一 
个 (k 一 2)- 维 面 都 在 00D 中 出 现 两 次 而 且 重 数 反 号 . REX k= 2( 平 面 截 口 ) 来 证 明 即 可 . 

G. 微分 形式 在 链 上 的 积分 


Suk HM ER kJEX, ck = SEmi; 是 M 上 的 所 链 . 形式 ws 在 链 ck 上 的 
积分 定义 为 胞 腔 上 的 积分 按 重 数 求 和 : 


] 4-3 m, | wr 
Ck Oi 


问题 11 ”证明 积分 对 微分 形式 是 线性 的 : 


k k k k 
n wi 十 wz2 = f Q1 «f Q5. 
Ck ck Ck 


问题 12 证明 一 个 固定 的 形式 w^ 在 链 ck 上 的 积分 定义 了 链 群 到 实数 集 的 一 个 同 态 . 
例 1 令 M 为 平面 {(p,9)},w! 为 pda,cl 是 由 一 个 一 重 胞 腔 o 


[o < t < 2x] EN (p = cost, q = sint) 
pdq 
所 成 的 链 . 这 时 f pda = m. 一 般 说 来 车 链 el 表示 一 个 区 域 G 


图 154 pag 沿 区 域 的 边缘 (图 154), M f. pda 等 于 土 (G 之 面积 ), 符号 视 矢量 对 (外 
边缘 之 积分 等 于 此 ”法 线 , 有 向 边缘 矢量 ) 与 (p 轴 , q 轴 ) 有 相同 或 相反 定向 而 定 . 
区 域 的 面积 
例 2 S M 为 有 向 三 维 欧 氏 空间 R.M 上 每 个 1- 形 式 w! 都 相应 于 一 个 矢量 
35 A, (w! Md 这 里 
walg) = (A. £). 
四 这 里 总 设 上 > 1. 如 果 作 下 述 规定 , 则 1 维 链 也 包括 在 这 个 一 般 格 式 中 了 : 0 维 链 就 是 附 有 重 


数 的 有 很 多 个 点 的 集 : 有 向 区 间 AB. 的 边缘 是 B — 4(B 的 重 数 是 1, A 的 重 数 是 -1); 一 点 的 边缘 
是 空 集 . 


836. 5M - 147- 


wl, 在 表示 曲线 ! 的 链 cl 上 的 积分 称 为 4 在 曲线 ! 上 的 环流 : 


人 ul = n 


M 上 的 每 个 2- 形 式 w? 也 相应 于 某 个 矢量 场 4(w2 =w, wA lE n) = (A.£, m). 
形式 wA 在 表示 一 个 有 向 曲面 S 的 链 co 上 的 积分 称 为 矢量 场 4 穿 过 曲面 5 


的 通 量 : 
n = | Aem. 


问题 13 求 失 量 场 A = (1/R?)en 在 球面 z^ +y +2? 二 1 上 的 通 量 , 球面 定向 由 z = 1 
处 的 矢量 ez, ey 决定 . 求 此 场 穿 过 椭 球 面 (z2/a?) + (y? /02) + 2? = 1 的 通 量 , 定向 同上 . 

提示 参看 节 36 H. 

问题 14 设 在 2n 维 空间 R” = (pi, pudo ,qn)} 中 有 一 个 二 维 链 co 表示 边缘 
为 1 的 二 维 有 向 曲面 S. VOR 


f dpi nda + .+ dpn Adan 和 [niam ra. 
c2 l 


4€ 它们 是 5S 在 二 维 坐标 平面 p;, q; 上 之 投影 的 有 向 面积 之 和 . 


836， 外 微分 


我 们 在 这 里 定义 -形式 的 外 微分 并 证 明 斯 托 克 斯 定理 : 一 个 微分 形式 的 外 微分 在 一 个 链 上 
的 积分 等 于 这 个 微分 形式 本 身 在 链 的 边缘 上 的 积分 . 


A. fl: 矢量 场 的 散 度 


流 形 M 上 的 一 个 ER w 的 外 导数 是 同一 流 形 上 的 一 个 (E+ 1)- 形 式 dw. 由 
一 个 形式 变 到 其 外 导数 相当 于 作 一 个 函数 的 微分 或 求 一 矢量 场 的 散 度 . 我 们 回顾 一 
下 散 度 的 定义 . 

4 A 为 有 向 三 维 欧 氏 空间 IR? 上 的 一 个 矢量 场 , 5 是 以 x 为 顶点 , 三 个 R3 矢量 
£1, £2, £3 为 棱 所 成 的 平行 六 面体 I1 之 边缘 (图 155). 考虑 场 A 穿 过 表面 5 的 (^I) 
外 的 ”) 通 量 : 


F) = 人 (A, dn). 


若 平行 六 面体 II 很 小 , 通 量 FF 就 近似 于 平行 六 面体 V = (61, £2, 63) 之 体积 与 
z 点 “ 源 密度 ”之 积 . 后 者 即 
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ell 是 以 e£, 62, c€5 为 棱 的 平行 六 面体 . 这 个 极限 并 不 依赖 于 平行 六 面体 TE. 的 选取 
而 只 与 点 z 有 关 , 并 称 为 矢量 场 A 在 r 的 散 度 div A. 

要 想 进 到 高 维 情况 , 我 们 注意 到 “4 穿 过 曲面 单元 的 流 ” 是 一 个 2- 形 式 , 我 们 
称 为 w2. 于 是 散 度 就 是 3- 形 式 w3 = divA dz ^ dy ^ dz 表达 式 之 密度 , 而 因为 


w?(&, £5, £3) = divA. V(&, £5, £3), 
故 散 度 表示 “单元 平行 六 面体 中 的 源 ”. 
n 维 流 形 M 上 的 人 -形式 w 的 外 导数 do^ 可 以 定义 为 w* 在 (k 十 1)- 维 平行 体 


之 边缘 上 的 积分 的 主要 重 线性 部 分 . 
-> in 
& VL & gh! R” M 
图 155 矢量 场 散 度 的 定义 图 156 AFIT 
B. 外 导数 的 定义 


我 们 来 规定 形式 dw 在 M 之 z AR k+ AURE &1,… Ek 上 的 值 . 为 此 ， 
fr M 中 zx 点 的 某 邻 域 中 取 某 坐标 系 , 即 由 欧 氏 空间 R 中 点 O 的 一 邻 域 到 M 中 
z 的 某 邻 域 的 可 微 映 射 f( 图 156). 
矢量 &1,… Ekt E TM, 在 f 的 微分 下 的 原 像 位 于 R 在 O 点 的 切 空间 中 , 所 
以 可 以 把 这 些 原 像 看 作 矢 量 
ET ER ER”. 
取 这 些 矢 量 在 R" 中 所 张 的 平行 体 M (严格 说 来 , 我 们 必须 把 REH 中 的 标准 
有 向 立方 体 及 其 到 m 上 之 线性 映射 看 作 R” 中 的 一 个 (k + 1)- 胞 腔 . 此 映射 把 边 
el ek BEN Er o Et) 映射 f dE TE ROS M 上 一 个 (十 1)- 维 胞 腔 ( 即 一 
个 “ 曲 边 平行 体 *). 胞 腔 II 的 边缘 是 一 个 k- 链 OIL 考虑 形式 w^ 在 I 的 边缘 OII 
上 的 积分 : 
F(&,--- ,Ek+1) =f w*. 
an 
£j 我 们 将 把 光滑 函数 o: M>R 称 为 M 上 的 0- 形 式 . 0- 形式 o 在 0- 链 
co = 2mi4i(mi 是 整数 , A; 是 M 上 之 点 ) 上 的 积分 就 定义 为 


J p = Xmi(Ai). 


co 
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这 时 以 上 的 定义 将 给 出 函数 p M EPE) en) - 
g(z)( 图 157), 而 F(&1) 在 0 的 主要 线性 部 分 只 不 过 是 p 的 微分 . 人 


问题 1 证 明 函 数 F(E, Ert) XIE 是 斜 对 称 的 . T 
LAA, GERE" F(E, Edu) 的 主要 (k+ 1)- 线 性 部 分 
是 M Ec 处 的 切 空间 TM, 上 的 一 个 (k 十 1)- 形 式 在 &1,… ， 图 157 一 维 平行 体 


Er 上 的 值 . 这 个 形式 不 依赖 于 用 以 定义 曲 边 平行 体 的 坐标 系 . EE 是 函数 
它 称 为 形式 wk( 在 z 点 的 ) 外 导数 或 外 微分 并 记 作 dw". ` 


C. 关于 外 微分 的 一 个 定理 
定理 在 TM, 上 存在 唯一 的 ( 十 1)- 形 式 Q, 它 是 曲 边 平行 体 边缘 上 的 积分 
F(c&i,--- EEk) 在 0 处 的 (k 十 1)- 线 性 主 部 , Pp 
F(c£&,--- ,£&j1) = €" * (61, Erp) + olet), (e—0). (1) 
形式 Q 与 定义 下 时 用 的 坐标 系 无 关 . 车 形式 wh 在 M 的 局 部 坐标 系 t1, ,zn 中 
可 以 写 为 
wk = > Gi, -ip Xi, ACGA dzi,; 


则 Q 可 写 为 


Q = du" = V dai, i, ^ dzi, ^ A dz. (2) 


我 们 将 对 zi, za 平面 上 的 形式 wl = a(z1, 22)dzi 来 证 明 此 定 和。 mé 
JH. 一 般 情况 下 的 证 明 完 全 类 似 , 但 计算 更 为 宛 长 . 1 
我 们 来 计算 Fén), 即 wl 在 以 6, 为 楼 以 O 为 顶点 的 平 
行 四 边 形 (图 158) 边缘 上 的 积分 . 链 on 由 区 间 0 < t < 1 到 平 £ 


g 2 
面 上 的 四 个 映射 , ttt t 5€ - qt tnt, t5 + € 组 成 , 其 重 数 各 
为 1,1, 一 1, 一 1. 因此 dl 关于 外 导数 


1 
f wl = J {[a(ét) — a(£t + mà — lalmt) — a(nt + £))m }dt. 
oH 0 


这 里 & = dai (£), m = dzi (n), £a = dzs(£),m = dx2(m) 是 矢量 € M 的 分 量 . 但 是 


0 à 
a(£t + m) — a(£t) = asm n Ja"? + O(£, n?) 
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(导数 是 在 z1 = z2 = 0 处 到 的 ) 同样 
alt +£) - (nt) = + See + O(E P) 
在 积分 中 应 用 这 些 式 子 即 得 
Fen [ 


"a = Slem — &g) + o(&?, n’). 


(1) 中 提出 的 F 的 主要 双 线 性 部 分 恰好 是 2- 形 式 


Q = 29 darz Adzi 
Dr 


在 一 对 矢量 £n 上 之 值 . 因此 所 得 的 外 形式 即 (2): 


da A dzı = 22 dr, ^ dai 十 25 dz; ^ daz 
1 2 


= LL ^ dai. 


Oz» 


最 后 , 若 由 坐标 系 zi, za 变 到 其 他 的 坐标 系 (图 159), 平行 四 边 形 IL 将 变 为 一 个 很 
接近 的 曲 边 平行 四 边 形 r, 于 是 积分 值 之 差 hoo- Jo ol 将 是 高 于 2 阶 的 小 量 
(请 加 证 明 !). a 
问题 2. 作出 一 般 情况 下 该 定理 的 证 明 . 
问题 3 证 明和 与 积 的 微分 公式 


d(u1 + w2) = dw; + dwz 


dw Aw) = dw" ^w + (—1)5w* ^ du. 
问题 4 证 明 微 分 的 微分 为 零 : dd = 0. 
问题 5 $ f: M 一 是 一 光滑 映射 ,w 是 N 上 的 一 个 kJEX. 证 明 f' (du) = ad(f*w). 


图 159 外 微分 对 坐标 系 的 独立 性 图 160 对 于 平行 体 的 斯 托 克 斯 定理 的 证 明 
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D. 斯 托 克 斯 公式 


关于 外 微分 的 定理 的 最 重要 的 一 个 推论 是 牛顿 - 莱 布 尼 茨 -高 斯 -格林 - 奥 斯 特 - 
斯 托 克 斯 - 庞 加 莱 公 式 : 
f E 一 f dw, (3) 


这 里 c 是 流 形 M 上 任 一 个 w+ TD- 链 , o 是 M 上 任意 的 kJEXX. 

为 证 明 此 公式 只 需 考虑 链 由 一 个 胞 腔 组 成 的 情况 即 可 . 先 设 这 个 胞 腔 o 是 有 向 
平行 体 IC R^! (Fi 160). 

我 们 把 II 分 割 为 NH 个 与 n 相似 的 全 等 的 小 平行 体 IL. 于 是 , 显然 有 


Ne*+1 


w = Fi, F = f w. 
fa » aIL 


F; = dw(£&i, Ut Ea) t o(N-**»), 


这 里 gi elu, 是 T 的 棱 . 但 ONT. doli, éi) 是 fy dw 的 黎 曼 和 . 很 容 
易 验 证 o(N-w+D0) 对 于 各 个 Ir, 是 一 致 的 , 所 以 


Nh NEN 
jm, D Ro im, D oli = [ ue 
最 后 , 我 们 得 到 


由 公式 Q0), 我 们 有 


f = R= Jim $ ^F 一 fa 
对 于 其 多 面体 为 平行 体 的 链 , 由 此 自然 有 (3) ARZ. 
为 对 任意 凸 多 面体 D 证 明 (3), 只 需 对 一 个 单 形 @ 证 明 它 即 可 , 因为 D 总 可 分 
割 为 单 形 (图 161): 
D-XD, 08D-XOD, 
我 们 将 对 一 个 单 形 证 明 公 式 (3). 注意 , 一 个 k 维 有 向 立方 体 总 可 以 这 样 映 为 一 
^ k 维 单 形 使 
1. 立方 体 的 内 域 微分 同 胚 于 单 形 的 内 域 有 保持 定 向 ; 
2. 立方 体 某 些 (c — 1) 维 面 的 内 域 微分 同 胚 于 单 形 的 面 的 内 域 , 且 也 保持 定向 ; 
立方 体 的 其 他 (c — 1) 维 面 映 到 单 形 的 (c — 2) 维 面 上 . 
例如 在 大 = 2 时 , 映 正方 形 0 < zir < 1 为 一 个 三 角形 的 这 样 的 一 个 映射 将 是 
yı 21,92 = ziz2( 图 162). 于 是 对 单 形 的 公式 (3) 将 由 对 立方 体 的 公式 (3) 和 变量 
变换 公式 得 出 (参见 节 35C). 
@ 一 个 二 维 单 形 即 一 个 三 角形 , 三 维 单 形 是 四 面体 , 而 维 单 形 则 是 R^ 中 不 位 于 任 一 个 (k 一 1) 


维 平面 上 的 十 1 个 点 的 凸 包 . 
例 : {zE Rf r; 20H DEG zi S1}. 
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图 161 凸 多 面体 分 为 单 形 图 162 对 单 形 证 明 斯 托 克 斯 公式 | 


例 1 考虑 坐标 为 pi,… ,pn,q1,… ,qn KI R” 上 的 1- 形 式 
uh = pidqy +- + pads = pdq. 


这 时 du! = dp; ^ dqi 十 … 十 dpn 人 dqn = dp ^ dq, 所 以 


// dp^da - | pdq. 
C2 Ocs 


特别 是 当 ca HARE (0c = 0) 时 , ff. dp ^ dq =0. 
E. 例 2- 一 一 矢量 分 析 


在 一 个 三 维 有 向 黎 曼 空间 M 中 , 每 个 矢量 场 4 都 对 应 于 一 个 1- 形 式 wh 和 一 
个 2- 形 式 w^. 因此 , 外 微分 可 以 看 成 是 对 矢量 的 运算 . 
0- 形 式 (MAR), 1- 形 式 和 2- 形式 的 外 微分 对 应 于 梯度 、 旋 度 和 散 度 如 下 : 


df 一 waradf dwa = Waria» dw = (divA)w’ 
(w3 就 是 M 的 体积 元 素 ). 因此 由 (3) 式 有 


f(y) - f() = J grodf -d #0 一 y 一 


J Adl = JI curlA : dn, 50S — l, 

l s 

J J Adn = J / (divA)o?, 60D = S. 
S D 


div[A, B] = (curlA, B) ~ (curlB, A). 

curl(a.À) = [grad a, A] + a curl A. 

div(a A) = (grad a, A) + a divA. 
提示 ”对 微分 形式 的 积 用 求 导 公式 


d(wĵa,B)) = d(wh A wh) = dwa ^wg — wh A dwp 


问题 6 证 明 


问题 7 证 明 curl- grad = div curl = 0. 
提示 da = 0. 
3 在 英美 文献 中 , 常用 curl 而 不 用 rot, 例如 本 书 英 译本 . 一 一 中 译 者 注 
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F. 附录 1: 三 正 交 坐标 系 中 的 矢量 运算 

^ T1, T2, T3 为 M 上 一 个 三 正 交 坐标 系 ， ds2 一 Edr? + Ezdzż + Easdz3, 而 ei 
是 单位 坐标 矢量 (参见 节 34F). 

问题 8 已 知 矢量 场 A = Aiei + Aze: + Ases 之 分 量 , 求 其 旋 度 的 分 量 . 


解 由 节 34F 
wl = A1V Eidzi + A2 V E2dz2 + Aa V Eadza. 


所 以 
duh = (94sVEs _ BAV E2Y gy Ades +- = whaia. 
Oxo Oza 
由 节 34F, 我 们 有 
加 1 OAsV Es | OA2vV Ea 
curlA — x dr, 一 zs ei ++ 
VFiei vVEzez VEses 
2.1 |2 0 9 
VEiE2Es | Oxi Oz2 Ox3 
Ai Ei A2 E2 As Es 


特别 是 , 在 R? 的 笛 卡 儿 坐 标 系 、 柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 中 分 别 有 
e 2) (2 E) e 2) 
culA—-[(-——-———Je.4-(———--——Jljey,-l——-———J]e. 


Oy Oz Oz Dr Or DY 
|. 1(0A. OrAy QA, 0A. 1 (3rAp 94， 
-:iGR Oz Je G2 和 )eo+ti( ðr Aes 
| 1 OAe OA, cos e 1 /ƏðAr ORA e 
T Rcos0 V 8p 00 RTR 00 OR J 


tR ðR cosð Oo 
问题 9 RREH A = Aie: + Azez + Ases 的 散 度 . 
解 uh = Áı y Es Esdza ^ dzs + Ao EsEidzs ^dzi-c-:. 所 以 


do) = V EaEs)dms Adrz idza +. 
1 


1 e 1 PAR) 
eo. 


但 由 散 度 的 定义 
du = divAV E, Ez Esdzi ^ dr2 ^ dz. 
1 0 0 à 
divA = ————— | ——AivEsSE — Av EzE 一 一 43V 五 1 五 > | . 
iv /EL.E;ES (a 1 2 3 + 3x5 2 3 CT Bas 3 1 z) 


特别 是 在 R? 的 笛 卡 儿 坐标 系 、 柱 坐标 系 和 球 坐标 系 中 有 
OAz + 9A, + OA; 
Ox 0y Oz 
T Dr Op Oz 
- 1 (= cos Án + ORA, n OR cos 2) 
DR Op ` 00 ` 


divA = 
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问题 10 M 上 的 拉 普 拉 斯 算 子 即 是 算 子 A = div grad. 求 它 在 坐标 zi 中 的 表达 式 . 


_ 1 [2 (YER, 
5 Af- y E1 E25 E5 E ( Ei s£) + | 
特别 是 , YER? 上 有 
2 2 2 


ðr? Oy? 8z? 
.9f 10f 16 0f 
"Or rpr rr2p8p2 àz 


1 a 2 Of ə 1 Dj/ à of 
= Wob È (z cs 站】 * 3o (i) * 96 (e955)| 
G. 附录 2: 闭 形式 与 循环 
一 个 不 可 不 缩 (而 且 无 源 的 ) 流体 过 区 域 D 之 边缘 的 通 量 为 零 . 我 们 要 提出 这 
个 明显 的 论断 的 高 维 类 比 . 若 矢量 场 A 适合 div4 = 0 则 为 无 源 , 而 无 源流 体 的 高 
维 类 比 称 为 闲 形式 . 
定义 流 形 M 上 的 微分 形式 v, 若 外 微分 为 0, 则 称 为 闭 形 式 . 
特别 是 , 相应 于 无 源 矢量 场 A 的 2- 形 式 u^, 是 闭 的 . 还 有 , 由 斯 托 克 斯 公式 (3) 


有 : 


/ wk 二 0， d = 0. 
OCck+1 


问题 11 ”证明 一 个 微分 形式 的 微分 恒 为 闭 . 
另 一 方面 , 确 有 不 是 微分 的 闭 形 式 . 例如 取 M 为 除去 原点 的 三 
维 欧 氏 空间 R? : M = R? — {0}, 而 2- 形 式 为 矢量 场 A = (1/R2)eR 
之 通 量 (图 163). 容易 看 到 divA = 0, 所 以 我 们 的 2- 形 式 w2 为 
图 163 Aum A E 同时 ， 它 在 任 一 以 O 为 心 的 球面 上 通 量 为 4r. 我 们 要 证 明 一 
个 形式 的 微分 在 球面 上 的 积分 必 为 零 . 
定义 流 形 M 上 的 循环 就 是 边缘 为 零 的 链 . 
上 述 球 的 有 向 表面 就 是 一 个 循环 . 由 斯 托 克 斯 公式 (3) 立刻 就 有 
定理 一 个 形式 的 外 微分 在 任意 循环 上 积分 为 零 : 


f dwf —0, 车 Ocg+1 =Q. 
Ck+1 


于 是 上 述 2- 形 式 w3 不 是 任何 1- 形 式 的 微分 . 

在 M 上 是 否 有 不 为 微分 的 闭 形式 存在 , 这 与 M 的 拓扑 性 质 有 关 . 可 以 证 明 若 
M 是 矢量 空间 则 其 上 每 一 个 闭 的 k- 形 式 都 是 某 一 个 (k 一 1)- 形 式 的 外 微分 ( 庞 加 莱 
引 理 ). 
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问题 12 ”对 1-- 形 式 证 明 庞 加 莱 引 理 . 

提示 考虑 [0 o! = (n). 

问题 13 证明 在 矢量 空间 中 闭 形式 在 任意 循环 上 的 积分 为 零 . 
ER 作 一 个 以 所 给 循环 为 边缘 的 (k+ 1)- 链 (图 164). 


具体 说 来 , 对 任意 链 c 考虑 “c 上 以 O 为 顶点 的 锥 ”. 
若 将 构造 一 个 锥 这 个 运算 记 为 p, 则 


ðop+poð=1 (和 恒 等 映射 ). 


因此 ， 若 一 链 c 为 闭 ， 则 O(pc) =c. 图 164 一 个 循环 
问题 14 证 明 矢量 空间 上 的 任 一 闭 形式 均 是 外 微分 . 上 的 锥 


提示 利用 锥 的 作法 . 令 w* AR 上 的 微分 形式 ， 我 们 如 下 定义 一 个 (k 一 1)- 形 式 
put (Oy w 上 之 “上 锥 ”): 对 任意 链 ck 


k 
f pu = f Uk. 
€k—1 Pek 


容易 证 明 (k — 1) 形式 pu^ 存在 且 唯 一 : 在 r 点 切 于 R^ 的 矢量 &1,.… ,és_: 上 , REN 
1 
(po)e (61s 6i) = f nete te 
0 
容易 看 到 , 对 于 R^ 上 的 微分 形式 有 
dop 十 pod 二 1 (EFRY). 
所 以 , FER w^ 是 闭 的 , d(pw*) =w". 


问题 15 $ X X M 上 的 矢量 场 而 w 为 有 -微分 形式 . 我 们 用 下 式 定 义 一 个 (k 一 1)- 微 分 
形式 ixw(w 沿 X z AE) 


(ixe)(&£ r Er-1) = w(KX,é1,.. Ecc). 
证 明 同 伦 公 式 , 即 对 任意 微分 形式 有 
ixd + dix = Lx 


Lx ER X 的 方向 求 导 的 微分 算 子 . 
[Lx 对 一 形式 的 作用 可 以 利用 X. 之 相 流 {g*} 由 下 式 定 义 : 


(Lx)() = | (eio). 


Lx 称 为 李 导 数 或 洛 产 品 3 : 种 种 微分 几何 对 象 顺 流 游 过 渔夫 , 渔夫 稳 坐 着 钓 出 了 种 种 东西 .] 


0 亦 称 为 X 与 w 之 内 积 或 缩 . 记 作 Xa w. 一 一 中 译 者 注 
2 这 自然 是 一 个 该 谐 的 说 法 “导数 ” 在 俄语 中 是 “产生 ”的 派生 词 . 而 “Poisson I H Pois- 
son( 泊 松 ) 在 不 作为 人 的 姓氏 时 是 鱼 的 意思 . 一 一 日 译 者 注 
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提示 用 五 表示 由 下 式 定义 的 “ 同 伦 算 子 ”, 它 把 每 一 个 ki 7 : ac 一 M 变 为 (k 十 1T)- 链 
Hy: (I x e) M; (HY)(t, £) = g'(z)U = [0,1]). 于 是 
gy — y = 0O(HY)+H(OY). 
问题 16 证明 三 维 欧 氏 空间 (或 黎 曼 流 形 上 ) 的 矢量 积 求 导 公式 : 
curl[a, b] = (a,b) + adivb — bdiva. 


(a,b) = Lab 是 矢量 场 的 泊 松 括 弧 , 参见 节 39). 
提示 “ 若 7 是 体积 元 素 , 则 


Ícurla,b]T = diaibT, diva = dis T, (a, b) = Lab, Loia = ia Lo + i(a, b); 
利用 这 些 关 系 式 以 及 dr = 0 这 一 事实 , 很 容易 由 同 伦 公式 导出 curl[a, b] 这 一 求 导 公式 . 了 
H. 附录 3: 上 同调 和 同调 


M 上 太 -形式 之 集成 一 矢量 空间 , 闭 形 式 成 一 子 空间 而 (k — 1)- 形 式 之 微分 又 是 
此 子 空间 的 子 空间 . 商 空间 


( 闭 形式 )/( 微 分 ) = H*(M,R) 


称 为 流 形 M 的 有 维 上 同调 群 . 它 的 元 素 是 闭 形式 的 等 价 类 , 相互 之 间 只 差 一 个 微分 . 
问题 17 证明 对 于 圆周 S? 我 们 有 H'(S',R) = 
空间 H*(M,R) 的 维 数 称 为 kN iR. 
问题 18 求 环 面 T? = S! x S! 的 一 维 贝蒂 数 . 
不 可 压缩 流体 (无 源 ) 过 同心 球面 的 通 量 是 相同 的 . 一 般 说 来 在 &- 维 循环 上 积 
分 一 个 闭 形 式 时 , 可 将 此 循环 换 成 另 一 循环 , 只 要 二 者 之 差 是 一 个 (k 十 1)- 链 的 边缘 


(图 165): 
AN 


图 165 同调 的 循环 
1 最 后 一 式 是 译 者 所 加 , 它 是 一 种 积 的 求 导 公式 ( 莱 布 尼 茨 公式 ), 而 由 李 导 数 之 定义 容易 看 出 . 
注意 我 们 的 定义 是 


d 
Lx&£--— i£. 
xE dt UP 


许多 书 上 则 符号 相反 . 由 r 非 退 化 , 故 iar 0 a = 0. 一 一 日 译 者 注 


836. 外 微分 .157 . 


f= fe, 
a b 


RH a —b— ðcky 而 且 du* = 0. 

庞 加 莱 称 这 样 两 个 循环 为 同调 的 . 

在 适当 定义 © 流 形 M 上 的 链 之 群 及 其 循环 之 子 群 与 边缘 ( 即 同调 于 0 的 循环 ) 
子 群 后 , 商 群 | 


(循环 )/( 边 缘 ) = Hi (M) 


称 为 M 的 & 维 同调 群 . 
这 群 的 元 素 是 彼此 同调 的 循环 所 成 的 等 价 类 . 
这 个 群 的 秩 等 于 M Wk 维 贝蒂 数 ( 德 拉 姆 (De Rham) 定理 ). 


@ 我 们 的 群 {c*} 必须 弄 得 小 一 点 , 即将 只 有 参数 化 方式 f 不 同 或 只 有 多 面体 的 选择 不 同 的 
小 块 视 为 相同 的 . 特别 是 , 我 们 可 以 设 总 是 同一 个 单 形 或 立方 体 . 此 外 ， 我 们 必须 取 每 一 个 退化 
的 &- 胞 腔 (D, fF, Or) AR. 即 车 了 = fo- fi. 而 fh; Do D', D 维 数 小 于 时 , 取 (D, f, Or) = 0. 
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流 形 上 的 辛 构造 就 是 一 个 非 退化 的 闭 2- 微分 形式 . 力学 系 的 相 空 间 有 自然 的 
辛 构造 . 

在 辛 流 形 上 和 在 黎 曼 流 形 上 一 样 , 在 矢量 场 和 1- 形式 之 间 有 自然 的 同 构 . 辛 流 
形 上 对 应 于 一 函数 之 微分 的 矢量 场 称 为 哈密 顿 矢量 场 . 流 形 上 的 一 个 矢量 场 定义 一 
个 相 流 , 即 一 个 单 参数 微分 同 胚 群 . 辛 流 形 上 的 哈密 顿 矢 量 场 的 相 流 保持 相 空 间 的 
辛 构造 . 

流 形 上 的 矢量 场 构成 一 个 李 代数 . 辛 流 形 上 的 哈密 顿 矢 量 场 也 构成 一 个 李 代数 . 
这 个 代数 中 的 乘法 运算 称 为 泊 松 括 弧 . 


$37. 流 形 上 的 辛 构造 
我 们 在 这 里 定义 辛 流 形 , 哈密 顿 矢量 场 和 余 切 从 上 的 标准 辛 构造 . 


A. 定义 
4 M?" 为 一 偶数 维 微分 流 形 . M” 上 的 一 个 辛 构 造 即 M2* 上 的 一 个 闭 的 非 退 
化 的 2- 微分 形式 w? : 
dw? =0, HYE #0,3In:w? (£n) #0 (€,n Ee TM2"). 
(M? w?) 称 为 一 个 辛 流 形 . 
例 考虑 坐标 为 p;,g; 的 矢量 空间 R”, 并 令 w? = Bdpi ^ dai. 
问题 ”证明 R”, w) 是 辛 流 形 . n — 1 时 它 就 是 (平面 , 面积 ). 


§37， 流 形 上 的 六 构造 159. 


下 面 的 例子 可 以 解释 辛 流 形 何以 出 现在 动力 学 中 . 和 微分 流 形 的 切 从 一 起 考虑 
其 对 偶 RUMA, 时 常 是 有 用 的 . 


B. 余 切 从 及 其 辛 构造 


S V 为 一 nn 维 微分 流 形 . V 在 x 处 的 切 空间 上 的 1- 形式 称 为 V XE z 的 余 切 
KE. V 在 z 点 的 所 有 余 切 矢量 之 集 形成 一 个 n 维 矢量 空间 而 对 偶 于 切 空间 TV... 
我 们 记 此 余 切 矢量 的 空间 为 TVo, RA V 在 zw 的 余 切 空间 . 

流 形 上 各 点 的 余 切 空间 的 并 称 为 V WRA, WE TV. Æ TV 有 一 个 自然 
的 2n 维 微分 流 形 构造 . TV 之 一 点 是 Y 在 其 某 点 z 的 切 空间 上 的 一 个 1- EX. 
E q 是 选 定 了 的 V 上 之 局 部 坐标 系 . 则 此 形式 可 用 其 ”个 分 量 p 来 表示 . p,q 共 
2n 个 数组 成 T*Y 上 点 的 局 部 坐标 . 

有 一 个 自然 的 投影 f : T*V-V( 将 T*V 上 的 1- 形式 投 到 z 点 ). 投影 f 是 可 
微 的 满 射 . 一 点 z eV 在 f 下 的 原 像 就 是 余 切 空间 T*V. 


定理 RHA TV 有 自然 的 辛 构造 在 上 述 局 部 坐标 下 这 TS 
个 辛 构造 由 下 式 给 出 : 


w? = dp ^ dq = dpi ^ dqa 4: + dpn ^ dgn. 


证 我 们 先 在 TV 上 定义 一 个 特定 的 1- 形式 . Se 
T(T*V), EË p € T*V, 处 切 于 余 切 从 的 矢量 (图 166). 自然 gærn Y 
投影 f: TV>V 的 微分 fa: T(T*V)>TV TE £ BUSTE x 处 
切 于 V 的 矢量 fe ME wi(6) = pE) ELTV 上 的 1 paaa EAL 
形式 . 在 上 述 局 部 坐标 系 下 , w! = pda. 由 A 中 之 例 , 闭 形式 
w? = d! 是 非 退 化 的 , 形式 w! 称 为 作用 量 . 口 
注 考虑 构 形 流 形 为 M, 拉 格 朗 日 函数 为 工 的 拉 格 朗 日 力学 系 . 易 见 拉 格 朗 日 “广义 速度 ” 
d 是 构 形 流 形 的 切 矢 量 , 而 “广义 动量 ”p = 0L/0q 是 余 切 矢量 . 所 以 拉 格 朗 日 系统 的 “p,q” 相 
空间 是 构 形 流 形 的 余 切 从 . 上 面 定 理 说 明 一 个 力学 问题 的 相 空 间 有 自然 的 辛 构造 . 
问题 “证明 勒 让 德 变换 与 坐标 系 无 关 . 它 把 切 从 上 的 函数 工 : TY 一 及 变 为 余 切 从 上 的 函数 
H:T*VoR. 


C. 哈密 顿 矢量 场 

一 个 流 形 的 黎 曼 构造 可 在 切 矢量 空间 与 1- 形式 空间 中 建立 一 个 同 构 . 一 个 辛 
构造 可 建立 一 个 类 似 的 同 构 . 

定义 对 于 每 一 个 在 a 处 切 于 辛 流 形 (77,42) 的 矢量 & 都 有 一 个 TM。 上 的 
1- 形式 o} 与 之 相关 联 如 下 : 


wen) = «^ (n, &), Yn € TMv. 
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问题 证 明 对 应 关系 《一 wa 是 切 矢 量 与 1- 形式 的 两 个 2n. 维 空间 的 同 构 . 
£j E R?” = {(p,q)} 中 我 们 用 欧 氏 构造 (z,z) = p? + q? 把 切 矢量 和 1- 形式 
全 同 起 来 . 这 时 对 应 《一 w 是 一 个 变换 RR”. 
问题 在 基底 pa 下 算出 这 个 变换 的 矩阵 . 
答 ( 0E 
-E 0 | 
RITKA I: T*M,—T M, 记 上 述 同 构 . 现 令 H 为 辛 流 形 M” 上 的 一 个 函数 . 


则 dH 是 M 上 一 个 1- 微分 形式 , 而 在 M 之 每 一 点 均 有 一 个 切 矢量 与 之 相 联 . 这 
样 我 们 得 到 了 M 上 的 一 个 矢量 场 IdH. 


定义 REH IH 称 为 哈密 顿 矢量 场 ; H 称 为 哈密 顿 函 数 . 
例 Zi M?" =R” = (p, q)], 我 们 就 得 到 哈密 顿 典 则 方程 的 相 速度 矢量 场 : 


OH . ðH 


838. 哈密 顿 相 流 及 其 积分 不 变量 


刘 维 尔 定理 断定 了 相 流 保持 体积 . 庞 加 莱 找到 了 为 哈密 顿 相 流 所 保持 的 一 系列 微分 形式 . 
A. 哈密 顿 相 流 保持 辛 构造 
4 (M2rw2) 为 一 辛 流 形 , H : MoR ER k- DORT. H 的 矢量 场 
IdH 给 出 一 个 单 参数 微分 同 胚 群 g* : M?" M?" 


二 tx = IdH(a). 
di d cz (x) 


BE gt 称 为 具有 哈密 顿 函 数 H 的 哈密 顿 相 流 . 
定理 哈密 上 顿 相 流 保 持 辛 构造 : 


(gt)*w? — 2 . 


n=1 时 M?^ = R?, 这 定理 指出 相 流 保持 面积 ( 刘 维 尔 定 理 ). 
为 证 此 定理 , 引入 以 下 记号 很 有 用 处 (图 


WED) - 2b) Ys 167). 
4 M 为 一 任意 流 形 , c 是 M 上 的 k- 链 ， 


gt : MM 是 单 参 数 可 微 映 射 族 ， 我 们 要 在 
in kl M 上 作 一 个 (k 4 1)- 链 Je 称 为 链 c 在 同 伦 


(k 
(——Ü yt(0 tz) 下 的 这 
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令 (D, f, Or) 是 链 c 中 一 个 胞 腔 . 对 应 于 它 在 链 Je 中 有 一 个 相 联 的 胞 腔 (D, f", 
Or).D'-IxDd4jélXiBlo«t«r 5 DZ ES ulmi f: DOM 得 出 映射 f: D'SM 
如 下 f'(tz) = g'f(z); 而 包含 D' 的 空间 RH 的 定向 Or BERE eo, e1,… ,ex 给 
iH, eo 是 上 轴 的 单位 矢量 , et … ves 是 D 的 有 向 标 架 . 

我 们 可 以 说 Jc 是 c 在 同 伦 下 扫 出 的 链 , Oct«r. Jc 的 边缘 包括 c 的 开始 
与 终结 位 置 所 成 的 “ 端 墙 ” 以 及 由 c 的 边缘 铺 满 的 “侧面 ”. 

容易 验证 , 在 上 面 选 的 定向 之 下 ， 


O(Jcx) = g7 Ck — cy — JOck. (1) 
SIE 令 7 为 辛 流 形 (M2",w?) 上 的 1- 链 . gt 为 M 上 具有 哈密 顿 函 数 H 的 
相 流 . 这 时 4 

一 2 .. H 

dr J, e gy d 
证 只 需 考虑 具有 一 个 胞 腔 f: [0, 1] 一 M 的 链 就 够 了 . 我 们 引入 记号 

of’ OF’ 
f'(s,t) = g f (s), € 一 A 7] — A € TMr(s). 

由 积分 的 定义 


Í, w? = L L w? (n, £)dtds. 


但 由 相 流 之 定义 n 是 具有 哈密 顿 函 数 H 的 哈密 顿 场 (在 fst) Rb) 的 矢量 . 由 哈 
密 顿 场 的 定义 , w2(m,E) = dH(&). 所 以 


f >= (f m) o 


系 B y AME (0-0, M f à 0. 
Jy 


证 n 一 H -— 0. 口 
Y Oy 
定理 的 证 明 ”考虑 任意 的 2- BE c. 我 们 有 


pn Lo Lp Loop 
Jc 0Jc g'c C JÓc g'e c 


(1 是 由 于 o? 为 闭 , 2 是 由 于 斯 托 克 斯 公式 , 3 由 式 (1), 4 由 以 上 引 理 令 y= 0c). Br 
以 w2 在 任意 链 c 及 其 像 上 的 积分 相同 . 口 
问题 是 否 M” 的 每 一 个 保持 辛 构造 的 单 参数 微分 同 胚 群 都 是 哈密 顿 相 流 ? 
提示 ST 40. 
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B. 积分 不 变量 
令 g: M 一 M 是 一 可 微 映射 . 
EN k- 微分 形式 w 称 为 映射 g 的 积分 不 变量 若 它 在 任意 k- 8E c 及 其 像 gc 
上 的 积分 相等 : 
EE 


例 若 M =R w? = dp 人 入 dg 为 面积 元 素 , 则 w? 是 任意 雅 可 比 行列 式 等 于 1 的 
映射 之 积分 不 变量 . 

问题 证明 w* 是 映射 g 的 积分 不 变量 当 且 仅 当 g*w* = w*. 

问题 证 明 若 w* 和 wi! 都 是 映射 g 的 积分 不 变量 , 则 co^ Au! 也 是 9 的 积分 不 变量 . 

节 A 中 的 定理 现在 可 以 改 述 如 下 : 

定理 给 出 辛 构造 的 形式 w 是 哈密 顿 相 流 的 积分 不 变量 . 

现在 考虑 w? BRE, 
2)2 Z w? 入 w2,(w2)3 一 2 Au2 Au2…. 

系 (P, (02), (u2)4,... 都 是 哈密 顿 相 流 的 积分 不 变量 . 

问题 设 辛 流 形 (M2?",w?) 的 维 数 是 2n. WM k >n 时 (w) =0, ME (w?) 是 M?" 
上 的 一 个 非 退化 2n- ÉR. 

我 们 用 (w2)” 来 定义 M” 上 的 体积 元 素 . 于 是 哈密 顿 相 流 保持 体积 , 这 样 从 上 
面 的 系 又 得 到 了 刘 维 尔 定理 . 

例 考虑 辛 坐标 空间 M2n =R?” = {(p,q)},w? = dp ^ dq = Edp; ^ dqi. 这 时 ， 
(we 正比 于 形式 

w= M dpa A: ^dpi, ^ dgi ^ A dgi. 
dc xd 
w2k 的 积分 等 于 投影 到 坐标 平面 (pi,,… ipi qa，… , qi) 上 的 有 向 体积 之 和 |. 

若 映 射 g : RSR” 以 w? 为 积分 不 变量 , 则 称 g 为 典 则 映射 . 典 则 映射 通常 称 
为 典 则 变换 . w4, ws,… ,w2" 在 每 个 典 则 变换 下 都 是 积分 不 变量 . 所 以 , 在 典 则 变换 
F, 在 坐标 平面 (pi ipiodio gj) 入 天 入 史上 的 投影 之 有 向 面积 之 和 不 变 . 
特别 是 , 典 则 变换 保持 体积 . 

由 方程 组 六 = Ad - = 给 出 的 哈密 顿 相 流 全 是 由 典 则 变换 构成 的 . 

上 面 考 虑 的 积分 不 变量 也 称 为 绝对 积分 不 变量 . 


定义 k 微分 形式 w 称 为 映射 g: MM 的 相对 积分 不 变量 , 若 对 任意 闭 的 


k- 链 c 有 
"E 


定理 令 w 为 映射 g 的 相对 积分 不 变量 . 则 dw 是 g 的 绝对 积分 不 变量 . 


(w 
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证 令 c 是 一 个 (k++1)- $. 这 时 


EPI vè f vt f a». 
c 8c gàc Ogc gc 


(1 和 4 是 由 斯 托 克 斯 公式 而 得 ，2 是 相对 积分 不 变量 的 定义 ,3 由 边缘 的 定义 而 
来 .) 口 

例 典 则 映射 g: RR?” 以 1- 形式 w! = pda = Y; pidqi 为 相对 积分 不 变 
E. 事实 上 , R” 的 每 一 个 闭 链 c 都 是 某 个 链 o 的 边缘 , 于 是 我 们 有 


11 12 13 14 15 1 6. 1 
E AE 2 3/ tfa sfo s fa 
(1 和 6 是 由 o 之 定义 ,2 由 0 之 定义 3,5 是 由 斯 托 克 斯 公式 而 来 , 4 则 是 由 于 9 为 
典 则 映射 和 dw! = d(pdq) = dp ^ dq = o7.) 
问题 若 do^ 是 映射 g: MOM 的 绝对 积分 不 变量 , w^ 是 否 必 为 相对 积分 不 变量 ? 
€ 若 M 上 有 一 个 闭 k- 链 不 是 边缘 就 不 行 . 
C. 能 量 守恒 定律 
定理 具有 哈密 顿 邵 数 H 的 哈密 顿 相 流 以 H 为 一 个 首次 积分 ， 
证 H 在 矢量 7 方向 下 的 导数 等 于 dH 在 mn 上 之 值 . 由 哈密 顿 场 的 定义 , 对 


n = IdH 我 们 有 
dH (n) = v? (n, IdH) = w? (n,n) = 0. 口 


问题 证 明 1- 形式 d 是 具有 哈密 顿 函数 H 的 相 流 的 积分 不 变量 . 


$39. 矢量 场 的 李 代 数 


流 形 上 的 每 一 对 矢量 场 决定 一 个 新 的 矢量 场 , 称 为 它们 的 泊 松 括 弧 了 ?， 泊 松 括 弧 运算 使 流 形 
上 的 无 穷 可 微 矢量 场所 成 的 矢量 空间 变 成 了 一 个 李 代 数 . 
A. FRH 
李 代 数 的 一 个 例子 是 带 有 矢量 积 运算 的 三 维 有 向 欧 氏 空间 .矢量 积 是 双 线 性 、 
斜 对 称 的 而 且 满 足 雅 可 比 恒等式 
[4, B], C] + [[B, C], A] + [[C, A], B] = 0. 
定义 ERA L 就 是 具有 一 个 双 线 性 斜 对 称 且 满足 雅 可 比 恒等式 的 运算 Lx 
LL 的 矢量 空间 . 
这 个 运算 通常 用 一 个 方 括 弧 表 示 , 并 称 为 交换 子 . 
问题 “证明 n x n 矩阵 之 集成 一 个 李 代数 车 我 们 定义 其 交换 子 为 [4, B] = AB — BA. 
DERM. 一 一 英 译 者 注 
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B. 矢量 场 与 微分 算 子 


4 M 为 一 光滑 流 形 , A 为 其 上 的 光滑 矢量 场 : 即 在 每 一 点 x < M 均 有 一 个 光 
滑 切 矢量 A(x) e TMe. 利用 这 样 一 个 矢量 场 可 以 作出 两 个 东西 来 : 


M l1. 单 参数 微分 同 胚 群 即 流 A! : M 一 M 而 4 为 其 速度 矢量 
场 (图 168) 9: 
4 Atx = A(x). 


dt 4.9 
图 由 矢量 场 给 
REN 2. 一 阶 微分 算 子 La. 这 里 指 的 是 沿 场 A 方向 对 函数 求 导 ; 


对 任意 函数 y: MR, A 方向 的 导数 是 一 个 新 函数 Lap, CE x 
点 之 值 是 


d 
(Lag)z)- | ve). 
t=0 
问题 求证 算 子 LA 是 线性 的 , BU La (Mp1 + 和 2p2) = 入 Lagpi t AaLAq2 (,À2 € R), 
再 证 莱 布 尼 茨 公式 La (wp192) = qibDAqa 十 2 工 4p1， 


例 S (z1,… ,zn) 为 M 的 局 部 坐标 . 在 此 坐标 系 中 矢量 Ax) 由 其 分 量 
(A(x), , As(z)) 给 出 ; 流 4t 由 微分 方程 组 


tı = 41(z)， ttt No 一 4n(z) 


Op Op 
Lay = A +4...+ As. 
AV Ai mi 十 十 4 Dr, 


我 们 可 以 说 , 在 坐标 (z1,… ,zn) F, 算 子 LA 之 形状 是 


0 ð 
La TAa U t Aag 
这 正 是 坐标 空间 中 一 阶 线性 微分 算 子 的 一 般 形式 . 
问题 证 明 矢 量 场 4, 流 A 和 微分 LA 之 间 的 对 应 是 1 一 1 B. 


B'a Bs C. 矢量 场 的 泊 松 括 弧 

B TO RERE M 上 有 两 个 矢量 场 A 和 OB. 它们 相应 的 流 A 
由 da, FB 一 般 不 可 交换 : A'B 关 BA'E 169). 

图 169 不 可 交换 流 问题 ” 找 一 个 例子 . 


解 (2122) 平面 上 的 场 A = e1, B-—ziex. 


@ 由 常 微分 方程 理论 的 存在 、 唯 一 性 与 可 微 性 定理 , 当 M 为 紧 时 可 以 定义 群 At. 在 一 般 情况 
下 , 映射 At 只 对 小 的 上 在 z 的 某 邻 域内 才 有 定义 ; 但 对 下 面 要 作 的 事 , 这 也 就 够 了 . 
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为 了 量度 流 A 与 Bs 不 可 交换 的 程度 , 考虑 ABe 和 B*A'z 这 两 个 点 . 为 了 
估计 它们 的 差 , 我 们 来 比较 流 形 M 上 某 光 滑 函 数 o 在 这 两 点 之 值 . 28 


A(t; s; £) = y(A*B°x) — y(B° Atx) 
显然 是 s 和 + 的 可 微 函 数 而 当 s = 0 或 上 = 0 时 为 零 . 因此 A 在 0 处 对 s 和 上 的 泰 


勒 展开 式 第 一 个 非 零 项 中 含 st 且 其 余 二 阶 项 全 为 零 . 我 们 将 计算 A 在 0 点 的 主要 


引 理 1 在 0 处 混合 偏 导数 82A/8s8t 等 于 A, B 方向 导数 的 交换 子 : 


2 
5 -0 {p(A' B°) — e(B* A'z)) = (LpLay — LALpo)(a). 
证 由 La 之 定义 ， 
E v ( A Bx) = (LAg)(B*z). 

t=0 

Fi v w Lay, 则 由 Lg 之 定义 
A (B®) = (La). 

所 以 

A! B*z) = (LaL n 
| PME) = aa. 


我 们 现在 考查 微分 算 子 之 交换 子 LBLA - LALp. 初 一 看 它 是 一 个 二 阶 微分 算 
子 , 但 其 实 我 们 有 
引 理 2 AF LpLa 一 LaLB 是 一 阶 线性 微分 算 子 . 


证 令 (4h1,… An) (Bl ,Bn) 是 矢量 场 ALB 在 M 的 局 部 坐标 系 (x1,… ， 
zn) 下 的 分 量 . 于 是 


7 9 c 0 
LaLay = >》 Bias X KETTA 
i=l j=1 


_ 9A; ð NE 
Ea * Oz; ar + X Bi; Oz;ür; 
若 减 去 LALgo, 则 可 看 到 o 的 二 阶 导数 项 消去 , 故 


n 
LgLA- LALB e = Bi — ALL. 
(LBLA ALB)e X( i Bz ou) öz; m 
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因为 每 个 一 阶 线性 微分 算 子 都 由 一 个 矢量 场 给 出 , 我 们 的 算 子 LaLa- LALg 
也 对 应 于 某 个 场 C. 


定义 M 上 的 两 矢量 场 4 与 B 的 泊 松 括 绝 或 交换 子 O 是 一 矢量 场 C 使 得 
Lc = LgLA — LALg. 
PAREHA 
C = [4, B]. 


问题 设 矢量 场 A.B 由 它们 在 坐标 系 (20) 下 之 分 量 A, Bi 给 出 . 求 泊 松 括 弧 的 分 量 . 
解 在 证 明 引 理 2 时 我 们 已 证 得 了 公式 


" 


o OA; _ 4 9B; 
[A B]; = 9; (s. An^ 24) . 


i=1 


问题 令 A 为 以 角速度 wi 绕 O 旋转 的 刚体 的 线 速 度 矢量 场 ,As 相同 但 角速度 为 w. 
求 泊 松 括 [A1, Az]. 


D. 雅 可 比 恒等式 

定理 ARIMAK M 上 矢量 场所 成 的 矢量 空间 成 为 一 个 李 代 数 . 

证 泊 松 括 绝 的 线性 与 斜 对 称 性 是 清楚 的 . 我 们 只 要 证 明 雅 可 比 恒 等 式 ， 由 泊 
松 括 绝 之 定义 我 们 有 

LI[4,B],c] = LcLja,g| - LIA,BILGC 
= LoLgLA- LecLaLB+LaLpLoc— LgLALc. 

所 以 在 整个 和 Lua sic] 十 LiB,c1,4] + Lgjc.A] s 3k 12 Hi. 每 一 项 均 出 现 两 次 但 符 
号 相反 . 口 

E. 流 的 可 交换 性 条 件 

S 4 与 B 是 流 形 M 上 的 矢量 场 . 


定理 流 4 与 B 当 且 仅 当 相 应 矢量 场 的 泊 松 括 弧 [4A,B] 为 零 时 才 是 可 交 
换 的 . 


证 # AtB. = BsAt, 则 由 引 理 1[A, B] = 0. 车 [4, B] = 0, 则 由 引 理 1, 对 任 
意 函 数 y 在 任意 点 z 均 有 
of(4tBsz) — op(Bs4tz) = o(s? + t), s2055t—0. 


中 许多 书 上 泊 松 括 弧 之 定义 与 这 里 的 定义 符号 相反 . 我 们 用 的 符号 与 李 群 理论 中 交换 子 的 符号 
一 致 (参见 F). 


DAI 26D 之 例 , g = (un, q], q 即 所 说 的 速度 Ai, 它 对 q 是 线性 的 . 一 一 日 译 者 注 
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我 们 要 证 明 这 意味 着 对 充分 小 的 s 和 + 有 (ABr) = p(Bs4tz). 将 此 式 应 用 到 局 
部 坐标 (p = zl ……,p = £n) 即 有 AtB: = B* A*. 口 

考虑 (t, s) PEER 0 < t < to,0 < s< so( 图 170). 对 每 一 个 
由 有 限 多 段 坐标 轴 方向 的 区 间 组 成 的 由 (0,0) 到 (to, so) 的 路 径 都 相应 有 
一 个 变换 A! 与 B* 之 积 . 具体 说 来 , 对 每 个 区 间 ti < t t A AP 7, m 
对 区 间 sı < s < sz WA B. 依 这 些 区 间 在 始 自 (0,0) 的 路 径 中 出 现 
的 次 序 施行 这 些 变 换 . 例如 边 (0 <t € to, s 2 0) FI (t= to,0 < s < so) 
相应 于 积 B*9B'e, 而 边 (£ = 0,0 < s < so) 则 相应 于 A'os*o, 

此 外 , 对 (£5) 平面 上 每 一 个 这 样 的 路 径 都 有 流 形 M 上 的 一 个 路 径 ， 图 170 流 的 可 交换 
从 z 开始 而 由 流 4: 和 B: 的 轨道 构成 (图 171). # (655) 平面 上 的 路 径 ”性 的 证 明 
相应 于 积 A B^! ... A' B^, WERE M 上 的 路 径 终 于 点 AP B" … 
A'^B*^g. 我 们 的 目的 是 要 证 明 ， 所 有 这 些 路 径 实 际 上 终于 同一 点 
A Br = B*9 Afog., 

把 区 间 O < t< to 和 0<s< s N 等 分 .使 整个 矩形 分 为 N? 个 小 矩形 . 由 边 (0,0)— 
(0, to)}—(so, to) 过 渡 到 边 (0,0) 一 (s0,0) 一 (so,to) 可 以 用 N? 个 步骤 完成 ， 每 一 步 都 有 一 个 小 
矩形 的 一 对 边 变 成 了 另 一 对 边 (图 172)， 一 般 说 来 这 个 小 矩形 相应 于 流 形 M 上 的 曲线 四 边 形 
Bybea( 图 171). 考虑 它 的 对 应 于 s 和 t 的 最 大 值 的 顶点 a 和 6 的 距离 p(a, 8) OC. 前 已 看 到 ， 
pla, b) « CN-3( 这 里 常数 Ci > 0 不 依赖 于 N). 用 微分 方程 解 对 初始 数据 可 微 性 定理 可 知 ， 
不 难 由 此 导出 M 上 两 个 路 径 z6y668' 和 z6bsaa' 终点 距离 的 一 个 上 界 : pla, p) < CaN, C 
X5 N 无 关 . 但 是 可 以 把 由 Bso4toz 到 4toBsoz 的 整个 路 径 分 为 N? 个 这 样 的 小 段 ， 于 是 
p( Ato B” x, B*» Az) < N?CaN ?, VN. 所 以 Afo Bg = B” Aog. 口 


图 ivi 曲线 四 边 形 bp75ea 图 172 从 一 对 边 到 另 一 对 边 


F. 附录 : 李 群 的 李 代 数 
李 群 就 是 一 个 同时 又 为 微分 流 形 的 群 G, 且 群 运算 (BUS) 是 可 微 映射 : G x 
GG 与 GG. 
Dik M 上 某 个 黎 曼 度量 计 . 
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李 群 G 在 单位 元 处 的 切 空间 TG。 有 自然 的 李 代数 构造 如 下 : 
对 每 个 切 矢量 A c TG。 均 有 一 个 单 参数 子 群 AC G, 其 速度 矢量 为 A = 
(d/dt)|,-o.A*. 
两 个 子 群 A 和 Bt 的 不 可 交换 性 由 积 AB AB 来 量度 . 可 以 证 明 有 唯一 
BTE CT 使 
p( AIB* A5 B^5,C5*) = o(s? +t), 4s, t5 0B. 


相应 的 矢量 C = (d/dr),-oC^ RARE A 和 B 的 李 括 狐 C = [A, B]. 可 以 证 明 ， 
这 样 引 入 的 李 括 弧 运 算 使 空间 TG。 成 为 李 代数 ( 即 此 运算 是 双 线 性 斜 对 称 的 且 适 合 
雅 可 比 恒等式 ). 这 个 代数 称 为 李 群 G 的 李 代数 . 

问题 “计算 三 维 欧 氏 空间 的 旋转 群 SO(3) 的 李 代数 中 的 括 弧 运 算 . 

引 理 1 说 明 矢 量 场 的 泊 松 括 弧 可 以 定义 为 流 形 M 的 微分 同 胚 群 这 个 “无 限 维 
李 群 ”之 李 括 弧 @. 

另 一 方面 , 李 括 弧 也 可 用 李 群 G 上 的 矢量 场 之 泊 松 括 弧 来 定义 . $ ge G, AF 
移 R, BIES} RR : G 一 G, Rgh = hg. Rg 在 g 点 的 微分 映 TG。 入 TG,. 这 样 , 每 个 矢 
i 4 e TG。 都 对 应 于 群 上 一 个 矢量 场 , 即 右 平移 (RA, 并 称 之 为 右 不 变 矢量 场 . 
显然 , 群 上 的 右 不 变 矢量 场 由 它 在 单位 元 处 之 值 决 定 . 

问题 证 明 李 群 G 上 的 右 不 变 矢量 场 之 泊 松 括 噬 也 是 一 个 右 不 变 欠 量 场 , 它 在 群 的 单位 元 上 
之 值 等 于 单位 元 处 的 原 矢量 场 之 值 的 李 括 避 . 


$40. 哈密 顿 函数 的 李 代数 


辛 流 形 上 的 哈密 顿 矢量 场 是 其 上 一 切 矢量 场 的 李 代 数 之 子 代数 . 哈密 顿 函 数 也 构成 一 个 李 代 
数 : 其 中 的 运算 称 为 函数 的 泊 松 括 弧 . 哈密 顿 相 流 的 首次 积分 组 成 哈密 顿 函 数 的 李 代数 的 一 个 子 
代数 . 


A. 两 个 函数 的 泊 松 括 弧 

令 (M2?,w?) 为 一 个 辛 流 形 . HTAR H : MR 对 应 有 M? 的 典 则 变 
换 的 单 参数 群 gt, : M?" — M?^ —— 即 哈密 顿 函数 为 H 的 相 流 . S FA M” 上 的 
另 一 函数 . 

定义 FRE (M? w?) 上 的 函数 已 和 五 ZAREE, H) 即 函 数 玉 在 蛤 密 
顿 函数 为 H 的 相 流 方向 的 导数 : 


(F,Hyz) = Å 


Fl oho) 


所 以 M 上 两 函数 之 泊 松 括 弧 仍 是 M 上 的 一 个 函数 . 
@ 我 们 在 泊 松 括 弧 的 定义 中 符号 的 选择 就 是 由 这 个 对 应 关系 决定 的 . 
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系 1 AA FOX EG H 的 相 流 之 首次 积分 当 且 仅 当 其 与 H 之 泊 松 
3&3 de 58 XE (F, H) = 0. 

若 应 用 辛 流 形 (M?^, w?) 上 的 1- 形式 与 矢量 场 间 的 同 构 D, 则 可 给 泊 松 括 弧 的 
定义 稍微 不 同 的 形状 . 这 个 同 构 由 以 下 关系 定义 : (参见 节 37) 


w^ (n, Iu!) = w (n). 
THU % 的 速度 矢量 是 AH. 这 意味 着 
系 2 AX FH HAREE T 1- 形式 dF 在 IdH 上 之 值 . 后 者 是 哈密 
MAKA H 的 相 流 的 速度 矢量 : 
(F, H) = dF(IdH). 


再 用 一 次 前 述 公 式 , 我 们 得 到 
系 3 dE Fe HUBIESE YT Tea md PS H 的 相 流 之 速度 矢量 
之 “ 斜 数 量 积 ” 
(F, H) = v? (IdH, IdF). 
现在 清楚 地 有 
系 4 AA F f HKA BR F fe H 的 斜 对 称 双 线性 函数 ; 


(F, H) = —(H, F), (H, àA Fi + à2 F2) = AY(H, F1) + A2 (H, F3), (i € R). 


以 上 的 论证 虽然 是 明显 的 , 却 导 致 了 不 平凡 的 推论 , 其 中 包含 诺 特 定理 的 一 个 
推广 如 下 : 

定理 若 辛 流 形 (M2?27,w?) 上 的 哈密 顿 品 数 H 在 以 F 为 哈密 顿 函 数 的 典 则 变 
换 的 单 参数 群 下 不 变 , 则 下 是 具有 哈密 顿 函 数 H 的 方程 组 之 首次 积分 . 

证 A H RD gp 的 首次 积分 , (F,H) = 0( 系 1). 因此 (H, F) = 00 4), m F 
是 一 个 首次 积分 ( 系 1). 口 


问题 1 在 典 则 坐标 空间 R” = ((p,q)),o7(6,m) = [£m] = En) 中 计算 两 函数 F A 
H 的 泊 松 括 弧 . 


解 由 系 3 我 们 有 


OHOF _ ƏH OF 
Ópi Da Da Opi 


(F, H) = (4H, IdF) = [grad H, grad F] = Y 


(我 们 利用 了 在 基底 (p,q) 下 7 是 辛 同 构 , 而 且 可 表 为 


«t2 


这 个 事实 ). 
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问题 2 计算 基底 函数 p. 和 q NAHI. 

解 基底 函数 的 梯度 构成 “ 辛 基 ": 其 斜 数 量 积 是 (pipi) = (qiqi) = 0, (piq) = 0 x 
jb (qipi) = —(pi, gi) = 1. 

问题 3 证 明 变换 A : R?^—R7", (p, q) -CP(p, aq), Q(p, q)) 为 典 则 变换 当 且 仅 当 任 两 个 函 
数 不 论 在 变量 (p,q) 或 (P,Q) 中 其 泊 松 括 弧 都 相等 : 


OHOF  OHOF OHOF ƏH ƏðF 
(F, H)p,. = Bp ðq ðq 0p ` IP OQ OQóP (F, H)p,.Q 


解 设 4 是 典 则 变换 , 故 辛 构造 dp ^ dq 5 dP ^ dQ 相同 . BEHEIN (F, H) 的 定义 
是 用 辛 构造 不 变 地 给 出 的 , 它 不 涉及 坐标 . 因此 
(F, H)p,a = (F, H) = (F, H)p.Q. 
反之 , 设 泊 松 括 弧 (Pi, Qipa 有 问题 2 所 示 的 标准 形式 . 这 时 显然 4PAdQ@ = dp ^ dq, BI A Æ 
典 则 的 . 
问题 4 证 明 乘 积 的 泊 松 括 弧 可 用 莱 布 尼 茨 法 则 计算 ; 


(FiFz, H) = Fi (Fo, H) + Fo(F, B). 
HER ÉHEN (Ff, H) 是 积 Fr 在 场 IdH 方向 的 导数 . 
B. 雅 可 比 恒等式 
定理 三 个 台数 A, B,C 的 泊 松 括 弧 满足 雅 可 比 恒等式 

((A, B),C) + ((B, C), A) + ((C, A), B) = 0. 
X ( 泊 松 定理 ) RAAS RA H 的 方程 组 之 两 个 首次 积分 F, F 的 泊 松 括 
缴 仍 为 首次 积分 . 

系 的 证 明 由 雅 可 比 人 恒等式 即 得 所 欲 证 明 的 


((3, F2), H) = (Fi, (F2, H)) + (Fo, (H, A)) =0+0=0. a 


这 样 , 知道 了 两 个 首次 积分 即 可 通过 简单 的 计算 求 出 第 三 个 、 第 四 个 等 等 . 当然 
并 非 所 得 的 积分 都 是 本 质 上 新 的 , 因为 M2n 上 不 可 能 有 2n 个 以 上 独立 的 函数 . 有 
时 可 能 得 出 老 积分 的 函数 或 常数 . 但 有 时 也 确 会 得 出 新 积分 . 

问题 5 计算 一 个 力学 系 的 线 动量 与 角 动 量 矢量 之 分 量 pi, po, ps, Mi, Mo, Ms 的 泊 松 括 弧 . 

答 (Mı, M2) = Ms, (Mı, pı) = 0, (Mi, p2) = pa, (Mi, pa) = —p2, 等 等 . 由 此 可 得 

定理 若 某 力学 问题 的 角 动 量 有 两 个 分 量 M, M2 守恒 . 第 三 个 分 量 也 守恒 . 

雅 可 比 恒等式 的 证 明 ”考虑 和 


((A, B), C) + ((B, C), A) + ((C, A), B). 
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它 是 函数 ABA C 的 “一 阶 偏 导 数 的 线性 组 合 ”. 我 们 来 算 其 中 含 4 的 二 阶 导 数 
之 项 : 
((A, B), C) + ((C, A), B) = (EcL — LBLc)A, 

这 里 Le 表示 沿 二 方向 的 微分 , F 表示 以 FOUNDER AA. 

但 由 节 39 引 理 2, 导数 之 交换 子 Lols- Leleo 只 是 一 阶 微分 算 子 . 这 意味 着 
和 中 没有 4 的 任何 二 阶 导数 . 对 于 B 和 CC 的 二 阶 导 数 也 一 样 . 所 以 此 和 为 零 ， 口 

系 5 4 B,C 为 以 B,C 为 哈密 顿 函 数 的 哈密 顿 场 . 考虑 矢量 场 的 泊 松 括 弧 
[B,C]. 它 仍 是 哈密 顿 场 而 其 哈密 顿 通 数 是 原来 的 两 个 哈密 顿 品 数 的 泊 松 括 缴 . 

证 ic (B,C) = D. 雅 可 比 恒等式 即 可 给 出 所 求证 者 : 


(4,D)= ((A, B), C) - ((A,C). B), 


Lp = LcLs — LgLc, Lp = LiB,ol: 口 


C. 哈密 顿 场 的 李 代 数 , 哈密 顿 函数 和 首次 积分 

李 代数 的 线性 子 空间 称 为 子 代 数 , 若 其 中 任 两 个 元 素 的 交换 子 仍 在 其 中 . 李 代 
数 的 子 代数 仍 是 李 代 数 . 由 上 面 的 系 特别 可 知 有 

系 6 辛 流 形 上 的 哈密 顿 矢 量 场 构成 其 上 一 切 矢 量 场 的 李 代 数 之 子 代数 ， 

关于 首次 积分 的 泊 松 定理 则 可 改 述 为 

系 7 哈密 顿 相 流 之 首次 积分 构成 所 有 函数 的 李 代 数 之 子 代数 . 

哈密 顿 函 数 的 李 代数 可 以 自然 地 映射 到 哈密 顿 矢 量 场 的 李 代数 上 . 为 此 , 对 每 
个 函数 H 都 作 以 它 为 哈密 顿 函 数 的 哈密 顿 撩 量 场 与 之 相应 . 

3X 8 通 数 的 李 代 数 到 哈密 顿 场 的 夺 代 数 之 映射 是 代数 的 同 态 . 其 核 由 局 部 常 
ERAKAR. 若 M2" 是 连通 的 , 则 核 为 常数 所 成 的 一 维 子 代数 . 

证 我 们 的 映射 是 线性 的 . 系 5 指出 它 变 函数 的 泊 松 括 弧 为 矢量 场 的 泊 松 括 弧 . 
其 核 由 适合 IdH = 0 的 H 构成 . 因 AE, 故 aH =0 即 在 M?^ 的 每 个 连通 分 
支 上 H= 常数 . 口 

系 9 ARADA HH. 之 相 流 当 且 仅 当 Hi 与 Ho 891835483509 (局 部 ) 常 
值 时 才 是 可 交换 的 . 

证 由 节 39E 之 定理 , 其 充 要 条 件 是 [Hi, Ho| = 0, 而 由 系 8 这 条 件 等 价 于 
d(Hi, Ha) =0. 口 

我 们 还 可 得 到 诺 特 定理 的 另 一 证 明 : 若 已 知 一 个 流 , 每 给 出 一 个 与 它 可 交换 的 
流 , 即 有 一 首次 积分 . 
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D. 局 部 哈密 顿 撩 量 场 


S (M, w? 为 一 辛 流 形 而 g: M?^ >M” 是 保持 辛 构造 的 微分 同 胚 单 参数 群 . 
g 是 否 是 哈密 顿 相 流 ? 


例 ^ M? 是 二 维 环 面 到 ”其 上 一 点 由 一 对 坐标 
SS (p,q)mod 1 给 出 . 令 w? 为 通常 的 面积 单元 dp A dg， 考 虑 平 

1 移 族 g'(pq) = (p +t, Æ 173). BR] gt 保持 辛 构造 ( 即 
图 173 环 面 上 的 局 部 “面积 ) 能 否 找到 相应 于 此 矢量 场 ( = 1,4 = 0) KIERR 
Terni 数 ? XEp- -= - ^m 我 们 将 有 2u - x -= 
Bl H = -q +C, fB q RÆ T? 上 的 局 部 坐标 ; 不 存在 一 个 函数 H : T?>R 使 
=. =0, 7 — 1. 所 以 gt 不 是 一 个 哈密 顿 相 流 . 

定义 辛 流 形 (M? w?) 上 的 局 部 哈密 顿 场 即 矢量 场 Iul w! 是 M2?* 上 的 一 个 
HER. 

局 部 地 说 来 , 一 个 闭 1- 形式 w! 必 是 一 函数 的 微分 : w! = aH. 然而 要 想 把 H 
拓展 到 整个 M” 上 , 就 会 得 出 “多 值 哈密 顿 函数 "因为 非 单 连 通 流 形 上 的 闭 1- 形 
式 不 一 定 是 微分 (例如 T? 上 的 da)， 由 局 部 哈密 顿 场 给 出 的 相 流 称 为 局 部 哈密 上 顿 
相 流 . 


问题 6 ”证明 辛 流 形 上 的 单 参数 微分 同 胚 群 当 且 仅 当 它 是 局 部 哈密 顿 相 流 时 保持 辛 构造 . 
提示 HUS 38A. 


问题 7 ”证明 在 辛 空间 R” 中 每 一 个 典 则 微分 同 胚 ( 即 保持 dp ^ dg 842» FRE) 的 单 参数 
群 都 是 一 个 哈密 顿 相 流 . 


提示 R” 上 的 每 一 个 闭 1- 形式 都 是 某 函 数 的 微分 . 


问题 8 证明 局 部 哈密 顿 矢量 场 构成 一 切 矢量 场 的 李 代 数 的 子 代数 . 此 外 , 两 个 局 部 哈密 顿 
场 的 泊 松 括 弧 实 际 上 是 一 个 哈密 上 顿 场 , 其 哈密 顿 函 数 由 已 知 场 &,1 通过 公式 H = uv? (Em) 唯一 
地 决定 中 ， 


因此 , 哈密 顿 场 构成 局 部 哈密 顿 场 的 李 代数 的 理想 子 环 . 


$41. 辛 几何 


矢量 空间 上 的 欧 氏 构造 是 由 一 个 对 称 正 定 双 线 性 型 给 出 的 , 而 辛 构造 则 由 斜 对 称 双 线 性 型 给 
出 . 辛 空间 的 几何 学 与 欧 氏 空 间 的 几何 学 不 同 , 虽然 二 者 有 许多 相似 之 处 . 


@ 甚 至 一 个 常数 也 不 差 ， 


$41. ÆJ . 173 ， 


A. 辛 矢量 空间 

S R” 为 一 个 偶数 维 空间 . 

定义 R?” 上 的 辛 线性 构造 就 是 其 上 的 一 个 非 退 化 的 双 线 性 斜 对 称 2- 形式 . 
这 个 形式 称 为 余数 量 积 , 并 记 作 E n] = — (n, €]. 空间 R” 加 上 辛 构造 就 称 为 辛 和 失 量 
空间 . 


例 令 (pb pado ,qn) 为 R” 上 之 坐标 函数 , 而 w? 为 
wu? —p ^q td Pn ^ da. 

因为 w? 是 非 退化 斜 对 称 的 , 所 以 可 以 取 它 为 斜 数量 积 : [6,0] = wE, n). 坐标 空间 
R?^ 这 样 获得 了 辛 构造 . 这 构造 称 为 标准 辛 构造 . 在 标准 辛 构造 中 , 矢量 E, n 的 斜 数 
量 积 等 于 平行 四 边 形 (E, n) YE n 个 坐标 平面 (piq) 上 的 投影 的 有 向 面积 之 和 . 

辛 空间 中 两 矢量 《 与 n 若 其 斜 数量 积 为 零 就 称 为 余 正 交 的 ( 记 作 《上 Ln). 

问题 证 明 & /6: 即 每 个 矢量 与 自己 斜 正 交 . 

与 一 已 给 矢量 n 斜 正 交 的 一 切 矢量 之 集 称 为 n 之 斜 正 交 补 . 

问题 证 明 n 的 斜 正 交 补 是 含 9 的 2n 一 1 维 超 平面 . 

提示 “ 若 一 切 矢 量 均 与 n 斜 正 交 , 则 形式 [ ，] 成 为 退化 的 . 

B. FER 

欧 氏 构造 在 适当 选 定 基 底 (必须 是 标准 正 交 基 ) 后 , 可 用 具有 特定 标准 形式 的 数 
量 积 给 出 . 完全 同样 , 在 适当 的 基底 下 辛 构造 可 取 上 述 的 标准 形式 . 

问题 求 上 例 中 的 基底 矢量 ey,, e, (i = 1, n) 的 斜 数量 积 . 

88 由 pi 人 和信 gi 十 … 十 pn ^ gn 的 定义 可 得 关系 式 


[ey,, €»; = lea. edj] =0, [ep;, egj] = óij- (1) 


现在 回 到 一 般 的 辛 空间 . 

定义 辛 基底 就 是 斜 数量 积 适 合 (1) 的 2n 个 矢量 ey e, (i —1,---,n). 

换言之 , 每 个 基底 矢量 都 斜 正 交 于 其 他 基底 矢量 , 但 有 一 个 与 它 共 思 的 例外 ; 它 
和 这 个 共 斩 矢 量 的 斜 数量 积 等 于 1. 

定理 每 个 辛 空间 都 有 辛 基底 . 而 且 可 取 任 一 个 非 零 矢 量 e 为 第 一 个 基底 矢量 . 

WE 这 个 定理 与 欧 氏 几何 的 相应 定理 完全 类 似 , 证 法 也 几乎 相同 . 

ARE e FẸ, KARE f 与 它 不 斜 正 交 ([, ] 为 非 退 化 的 ). Bog 了 之 长 ,可 
以 保证 它 与 e 之 斜 数量 积 为 1. 当 n = 1 时 定理 已 证 . 
TOR? 上 的 2- JER [, ] 是 非 退 化 的 , 车 (lE, n) = 0,Yn) > (€=0). 
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fN ff dino 1, 考虑 这 一 对 矢量 e, 的 斜 正 交 补 D. D 是 e 的 和 
的 斜 正 交 补 之 交 . 这 两 个 2n — 1 维 空间 不 会 重合 , 因为 e 就 不 在 f 
£^ 的 斜 正 交 补 之 内 . 所 以 它们 的 交 具 有 偶数 维 2n — 2, 所 以 下 面 有 时 记 
图 174 SHE D XA D. 
补 我 们 要 证 明 D 是 R” 的 辛 子 空间 , 即 斜 数量 积 [ ，] 限制 在 D 
上 后 仍 为 非 退化 . ERE t € D 斜 正 交 于 整个 子 空间 D, 则 因 它 还 
斜 正 交 于 e 和 f, 所 以 它 斜 正 交 于 R”, 而 这 与 [ ,|] ÆR” 上 之 非 退 化 性 矛盾 . 所 
以 D-2 是 辛 空间 . 
若 将 矢量 e, 了 加 到 D- 的 辛 基底 上 去 , 就 会 得 到 R7" 的 辛 基底 , 于 是 用 对 维 
数 ”的 归纳 法 即 可 证 明定 理 . 口 
系 所 有 同 维 数 的 辛 空间 都 是 同 构 的 . 
若 以 辛 基底 的 矢量 为 单位 坐标 矢量 , 即 得 一 坐标 系 p;, gq; 而 { ，] 取 标 准 形式 
Di ^qi t c pa ^ qa. 这 样 一 个 坐标 系 称 为 辛 坐 标 系 . 
C. 辛 群 
与 欧 氏 构造 相 联系 , 我 们 有 保持 欧 氏 构造 的 线性 变换 的 正 交 群 . 在 辛 空间 中 , 起 
类 似 作 用 的 是 辛 群 . 
定义 把 辛 空间 R” 映射 到 自身 的 线性 变换 S : RR” 称 为 辛 变换 , 如 果 它 
保持 斜 数量 积 不 变 : 
[Sé, Sn] = [£. m], YE, n c R”. 
R2" 上 所 有 辛 变 换 之 集 称 为 辛 群 , 记 作 Sp(2n). 3 
很 清楚 , 两 个 辛 变换 的 复合 仍 是 辛 变换 . 为 了 说 明 辛 群 这 个 名 词 合 理 , 我 们 只 需 
证 明 辛 变换 是 非 异 的 ; 于 是 很 清楚 , HEDEF EK. 
问题 “证明 群 Sp(2)? 同 构 于 行列 式 为 1 的 实 2 x 2 SEEERE, 而 且 同 胚 于 立体 的 三 维 环 体 的 
内 域 . 
定理 标准 辛 空间 (pq) 的 变换 S : ROR” 为 辛 变 搁 当 且 仅 当 它 是 线性 的 典 
则 的 , 即 保持 下 面 的 2- 微分 形式 不 变 : 
w? = dpy ^ dqi + *… + dpn ^ dgn. 


证 将 R” 与 其 切 空 间 自然 地 等 同 起 来 即 知 , 2- 形式 w? 变 成 |,]. 口 

系 任意 辛 变换 之 行列 式 等 于 1. 

证 我 们 已 经 知道 ( 节 38B) 典 则 变换 保持 w? 之 外 寡 . 但 其 n KIE ( 除 差 一 
个 常数 倍 外 ) 即 R” 的 体积 元 . 这 意味 着 标准 辛 空间 R2n = {(p,gq)} 之 辛 变换 保持 
”更 多 的 时 候 记 作 Sp(n, R), 所 以 问题 中 的 Sp(2) 时 常 记 作 Sp(1,R). — 中 译 者 注 


841.， 辛 几何 .175 ， 


Ran 的 体积 元 , 故 detS = 1, 但 因 每 个 辛 线性 构造 均 可 在 辛 坐 标 系 下 写成 标准 形式 ， 
所 以 任意 辛 空间 的 辛 变换 行列 式 等 于 1. 口 

定理 ”线性 变换 9 : RR” 为 辛 变换 当 且 仅 当 它 将 某 一 个 (从 而 也 将 任 一 个 ) 
辛 基底 变 为 一 个 辛 基底 . 

证 基底 矢量 的 任意 两 个 线性 组 合 之 斜 数量 积 可 以 用 基底 矢量 的 斜 数量 积 来 表 
ZR. 若 此 变换 不 改变 基底 矢量 的 斜 数量 积 , 则 亦 不 改变 任意 矢量 的 斜 数量 积 . 口 

D. 辛 空间 中 的 平面 

欧 氏 空间 中 所 有 平面 都 是 等 价 的 : 每 一 个 欧 氏 空间 都 可 通过 一 个 运动 变 成 另 一 
个 . 我 们 现在 要 从 这 个 观点 来 看 辛 空间 . 

问题 证明 辛 空间 中 任 一 非 零 矢量 均 可 用 一 个 辛 变换 变 成 另 一 非 零 矢量 . 

问题 ”证明 辛 空间 R” 中 并 非 每 个 二 维 平面 都 能 用 辛 变换 从 给 定 的 二 维 平面 变 来 . 

提示 ”考虑 平面 (p1, gq2) 5 (p1,a1)). 

定义 辛 空间 的 一 个 k- 维 平面 ( 即 子 空间 ) 若 斜 正 交 于 其 自身 , 即 若 其 上 任意 
两 个 矢量 的 斜 数量 积 均 为 零 , 则 称 为 零 化 平面 ©. 

例 辛 坐 标 系 p,q 之 坐标 平面 (piss ,pa) 是 零 化 的 (请 证 明 ) 

问题 证 明 任意 非 零 化 二 维 平面 都 可 用 辛 变换 变 为 任意 另 一 个 非 零 化 二 维 平面 . 

在 辛 几何 中 作 计 算 时 对 辛 空间 再 附加 上 某 个 欧 氏 构造 可 能 是 有 用 的 . 固定 一 个 
辛 坐标 系 p,q 并 用 数量 积 


(x, c) = Xp? t Ê, T = Epiep; + Qi€q; 


引入 一 个 欧 氏 构造 . 
在 这 个 欧 氏 构造 中 辛 基底 es, e, 是 标准 正 交 的 . 斜 数量 积 和 每 一 个 双 线 性 形式 
一 样 可 以 用 数量 积 来 表示 : 


[én] = (I€, n), . (2) 


这 里 了: ROR” 是 一 个 算 子 . 由 斜 数 量 积 的 斜 对 称 性 可 知 , 算 子 工 也 是 斜 对 称 的 . 
问题 计算 算 子 7 在 辛 基底 eri,es 下 的 矩阵 . 


答 MEME 
E 0 


于 是 n = 1 时 ( 即 在 (p,a) 平面 中 )7 就 是 旋转 90, 而 在 一 般 情 况 下 , I 是 在 每 
个 平面 (pi, qi) 中 都 旋转 90°. 
问题 证 明 算 子 I 是 辛 变换 且 1? = 一 EB2，. 
中 零 化 平面 也 称 为 迷 向 平面 ,k = ”时 称 为 拉 格 朗 日 平面 . 
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虽然 欧 氏 构造 与 算 子 1 并 非 不 变 地 联系 于 一 个 辛 空间 , 它们 时 常 是 很 方便 的 . 
下 面 的 定理 可 以 由 (2) 直接 得 出 . 
定理 辛 定 间 中 的 平面 x 是 零 化 的 当 且 仅 当 平面 Im 在 欧 氏 意义 下 正 交 于 世 . 
注意 , 因为 了 上 是非 异 的 , 平面 x 与 In 维 数 相同 . 所 以 有 
系 R” 的 零 化 平面 的 维 数 小 于 或 等 于 mn. 
这 是 由 于 R” 中 的 两 个 k 维 平面 r 和 Ix 当 k >n 时 不 能 正 交 . 
我 们 来 更 仔细 地 讨论 辛 坐 标 空间 R 中 的 n 维 零 化 平面 . 坐标 p- 平 面 是 这 种 
平面 的 一 个 例子 . 在 R” = {(p,g)} 中 共有 C2, 个 n 维 坐标 平面 . 
问题 “证明 在 CT, 个 n 维 坐 标 平面 中 有 2^. 个 零 化 平面 . 将 (1,… ,n) 分 为 (asia), 
(duck) 两 部 分 有 2" 种 分 法 , 每 一 种 都 联系 有 一 零 化 坐标 平面 past Dido o Dae 
为 了 讨论 典 则 变换 的 生成 函数 , 我 们 需要 
定理 辛 坐标 空间 RO 的 每 一 个 n 维 零 化 平面 都 模 截 吕 
7127 于 2" 个 零 化 坐标 平面 中 至 少 一 个 . 
证 S 忆 为 零 化 平面 p1,… ,pn( 图 175)， 考虑 交集 r = 
图 175 与 已 知 平面 + rN P. 设 7 的 维 数 为 kQ0« kon. 和 nn 维 空间 的 任 一 个 天 维 
横 截 的 坐标 平面 的 作 “ 子 空间 一 样 , 平面 > 至 少 横 截 P 中 的 一 个 (n — k) 维 坐标 平面 ， 
法 设 此 平面 为 


N = (Di ,Pin); Ttn-P, TNMNn= 0. 
我 们 现在 考虑 n 维 零 化 坐标 平面 


0 = (Dis Pis jocos iaa) n=0NP, 
并 且 来 证 明 平 面 x 横 截 于 o: 
No=0. 


我 们 有 
TCANTLAOTLRA 
pne cotton 
=P/(xNMo). 
但 是 P 是 一 个 n 维 零 化 平面 . 所 以 每 一 个 斜 正 交 于 P 的 矢量 都 属于 P( 参 见 上 系 ). 
因此 (re) c P. 最 后 即 得 待 证 的 


fno=(rnPpntcnP)=rn7=0. 口 


OH 工 的 两 个 子 空间 L M L2 若 Di + za = 工 则 称 为 模 截 的 . R 中 的 两 个 n 维 平面 
当 且 仅 当 它们 只 相交 于 0 时 是 横 截 的 . 
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问题 设 n,n 是 辛 空间 R” 的 两 个 k 维 平面 , 是 否 总 可 以 用 辛 变换 变 ra 为 ra? 一 共有 
多 少 类 平面 不 能 彼此 互相 用 辛 变换 来 变 ? 
答 [k/2-1, X k«m[2n—k)/2] +1, S kn. 
E. 辛 构造 和 复 构 造 
因 I? = -已 , 我 们 不 仅 可 在 空间 R 中 引 人 辛 构造 [，] 和 欧 氏 构造 ( ，), 还 可 
引入 复 构造 如 下 : 定义 工 的 作用 即 以 ;= V—1 R. 这 样 可 把 空间 R?^ 与 复 空 间 
Cn"( 坐 标 为 zx = pr + igr 的 坐标 空间 ) 等 同 起 来 . R 的 保持 欧 氏 构造 的 线性 变换 构 
成 正 交 群 O(2n); 保持 复 构造 的 线性 变换 构成 复线 性 群 GL(n, C). 9 
问题 证 明 既 是 辛 变换 又 是 正 交 变换 的 变换 都 是 复 变换 , 既是 复 变换 又 为 正 交 变换 的 一 定 
是 辛 变换 , 既是 辛 变换 的 又 为 复 变 换 的 一 定 是 正 交 变换 , 所 以 三 个 群 中 任意 两 个 的 交 都 等 于 三 者 
之 交 : 
O(2n) N Sp(2n) = Sp(2n) n GL(n,C) 
= GL(n, C) n O(2n), 
ATRA BE U (n). 


西 变换 保持 埃 尔 米 特 数量 积 (E, n) till n) 不 变 . R2* 上 的 数量 积 和 斜 数量 积分 
别 为 其 实 部 和 虚 部 . 


842， 具 有 多 个 自由 度 的 力学 系 中 的 参数 共振 


当 我 们 研究 具有 周期 变化 参数 的 振动 力学 系统 时 (参见 节 25), 我 们 解释 过 参数 共振 依赖 于 
一 个 线性 变换 (“在 一 周期 时 的 映射 ") 的 本 征 值 . 这 种 依赖 性 在 于 以 下 事实 : 如 果 在 一 周期 时 的 映 
射 的 本 征 值 模 小 于 1, 则 这 个 具有 周期 变化 的 力学 系统 的 平衡 位 置 是 稳定 的 , 而 只 要 有 一 个 本 征 值 
的 模 大 于 1, 则 是 不 稳定 的 . 

从 一 个 具有 周期 系数 的 哈密 顿 方程 组 所 得 到 的 在 一 周期 时 的 映射 是 辛 变换 , 节 25 中 关于 单 
自由 度 的 力学 系 的 参数 共振 的 研究 依赖 于 我 们 对 平面 上 的 辛 变换 之 本 征 值 性 态 的 分 析 . 在 这 一 节 
E, 我 们 将 以 类 似 的 方法 分 析 任 意 维 相 空间 中 辛 变换 的 本 征 值 性 态 . 这 一 分 析 的 结果 (属于 克 莱 
因 (M. T. Kpeiiz)) 可 用 以 研究 多 个 自由 度 的 力学 系统 中 出 现 参 数 共振 的 条 件 . 


A. FE 


考虑 辛 空间 中 的 线性 变换 5 : RR”. 令 Pistte ,Pnyd1l ,dn 为 辛 坐标 系 . 
在 这 坐标 系 中 , 此 变换 由 和 矩阵 S 表示 . 


定理 一 变换 为 辛 变换 当 且 仅 当 它 在 辛 坐 标 系 (p,9) 中 的 矩阵 5 满足 关系 式 


S'IS — I. 


DGL(n,C) 即 n 阶 非 异 复 矩 阵 之 群 . 在 这 里 则 指 保持 复 构造 I W 2n 阶 实 矩 阵 之 群 . 二 者 只 是 
实现 的 方法 不 同 , 作为 群 则 是 相同 的 . 一 一 日 译 者 注 
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(2 
五 O 
而 5S' 是 5 的 转 置 . 


证 可 以 应 用 算 子 I 把 辛 变换 的 条 件 ([5&, Sn) = En) 重 写 为 数量 积 形式 
如 下 : 


这 里 


(ISẸ, Sn) = (16,0), V£, n, 
这 就 是 希望 求证 的 结果 : 


(S'ISE, n) = (In), Vé,n. 口 


B. 辛 变换 谱 的 对 称 性 
定理 辛 变换 S 的 特征 多 项 式 


D(A) = det|S ~ 和 五 | 


是 一 个 反 商 多 项 式 @, 亦 即 p(A) = Xp(1/ 入 ). 
证 我 们 将 用 det 5S = det I = 1,7? = —E ffl det A’ = det A 这 些 事实 . 由 上 面 
的 定理 S = -ISH 因此 ， 
p(A) = det(S — AE) = det(— 19'^!I — AE) = det(—8'-! + AE) 
= det(—E + AS) = A?" det (s 一 xE) = M" (3) . 口 


R 车 入 是 一 辛 变换 的 本 征 值 , 1/ 和 也 是 其 本 征 值 . 


pA 另 一 方面 , 这 个 特征 多 项 式 是 实 的 , 所 以 若 和 是 一 个 复 

AV An 本 征 值 , 则 天 也 是 一 个 异 于 和 的 本 征 值 . 于 是 这 个 特征 多 

万 项 式 的 根 对 于 实 轴 和 单位 圆 都 是 对 称 的 (图 176). 它们 总 
ox 是 四 个 一 组 地 出 现 : 

mum 辛 变换 本 征 值 的 分 


A, À, =, «(IA z 1, Ima # 0), 
或 者 两 个 一 对 地 位 于 实 轴 上 : 1 1 
^ ATN 
@ 一 个 多 项 式 uozm + alzm-1 十 … 十 am 如 果 有 对 称 的 系数 oo = am, a1 = am-1,`… 就 称 为 一 
个 反 商 多 项 式 . 


842， 具 有 多 个 自由 度 的 力学 系 中 的 参数 共振 .179 . 


而 在 单位 圆周 上 时 也 是 成 对 的 : 
1 ~ 1 
不 难 验 证 每 个 四 重组 中 的 四 个 本 征 值 (或 每 一 对 中 的 两 个 本 征 值 ) 重 数 总 是 相同 的 . 
C. 稳定 性 


定义 变换 S 称 为 稳定 的 , 如 果 
Ve > 0,36 > 0 : |æ| < ô > |S" z| <e,vN > 0. 


问题 证 明 只 要 辛 变换 S 有 一 个 本 征 值 不 在 单位 圆周 上 , 则 S 是 不 稳定 的 . 

提示 “由 已 证 的 对 称 性 , 车 有 一 个 本 征 值 不 在 单位 圆周 上 , 则 必 有 一 本 征 值 在 单位 圆 外 | 和 | > 
1; 在 相应 的 不 变 子 空间 中 , S 是 “膨胀 加 旋转 ”. 

问题 证明 若 一 线性 变换 的 所 有 本 征 值 全 有 异 而 且 都 在 单位 圆周 上 , 则 此 变换 是 稳定 的 . 

Hm 变 到 本 征 矢 量 构成 的 基底 上 去 . 

定义 一 个 辛 变换 S 称 为 强 稳定 的 , 如 果 每 一 个 充分 靠近 @ S 的 辛 变换 都 是 稳 
定 的 . 

在 节 25 中 我 们 证 明了 : Æ 和 2 = etia TE. Ai z As. 则 S: ROR 是 强 稳 
定 的 . 

定理 车 辛 变换 S 的 2n 个 本 征 值 全 异 而 且 全 在 单位 圆周 上 , 则 S 是 强 稳定 的 . 

证 把 2n 个 本 征 值 和 分 别 包 在 2n 个 不 相交 邻 域 中 , 且 这 些 邻 域 对 单位 圆周 
和 实 轴 都 对 称 (图 177). 特征 多 项 式 的 2n 个 根 将 连续 依赖 于 矩阵 S 的 元 ,因此 若 
和 矩阵 S, 充分 接近 于 S, 则 在 这 2n 个 和 的 2n 个 邻 域 的 每 一 个 中 恰 有 S 的 一 个 本 
征 值 Xi. 但 若 有 一 个 入 i 不 在 单位 圆周 上 , 例如 位 于 其 外 , 则 由 B 中 的 定理 , 在 à 
的 同一 邻 域 中 将 有 另 一 个 本 征 值 Ao, [A2] < 1, 于 是 根 的 总 数 将 大 于 2n, 而 这 是 不 可 
能 的 . 

故 S, 之 一 切 本 征 值 全 在 单位 圆周 上 而 且 互 异 , 所 以 S, 是 稳定 的 . 口 

我 们 可 以 这 样 说 : 辛 变换 的 本 征 值 只 有 在 撞 上 另 一 个 本 征 值 时 才 会 离开 单位 
圆周 (图 178); 与 此 同时 , HARRESE. 这 样 , 从 单位 圆周 上 的 两 对 根 得 出 
一 个 四 重组 (或 者 由 一 对 根 得 出 一 对 实 A). 

由 节 25 的 结果 可 知 , 具有 周期 变化 的 哈密 顿 函数 的 线性 典 则 系统 发 生 参 数 共 
振 的 条 件 恰 好 是 相应 的 相 空 间 之 辛 变换 失 稳 . 由 上 面 定 理 知道 , 这 只 可 能 发 生 在 单 
位 圆周 上 的 本 征 值 碰撞 以 后 . 事实 上 , 克 莱 因 已 经 注意 到 , 并 不 是 所 有 这 样 的 碰撞 都 
是 危险 的 . 


DS "64 HE IT" S, MUR Si 在 某 一 基底 下 的 矩阵 元 素 与 5 在 同一 基底 下 的 矩阵 元 素 之 差 小 于 一 
个 充分 小 数 =. 
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图 177 辛 变换 有 小 的 变动 时 图 178 辛 变换 有 小 的 变动 时 
单 特征 根 的 性 态 重 特征 根 的 性 态 


结果 是 |A| = 1 的 本 征 值 和 分 成 两 类 : 正 类 和 负 类 . 同一 类 的 两 个 根 相 撞 时 ,“ 它 
们 彼此 跨 过 ”而 不 离开 圆周 . 另 一 方面 , 两 个 异类 根 相 撞 , 则 一 般 会 离开 单位 圆周 . 

TXA D 的 理论 已 超出 本 书 范围 ; 我 们 把 基本 的 结果 以 问题 形式 陈述 于 下 . 

问题 若 入 和 入 是 辛 变换 S 的 单 本 征 值 ( 重 数 1) 且 | 和 | = 1. 证 明 对 应 于 和 ,入 的 二 维 不 变 
平面 xx 是 非 零 化 的 . 

提示 v &1,é&2 是 5S 相应 于 本 征 值 1, 和 2 的 复 本 征 矢 量 . 若 和 和 2 A1, 矢量 &1,&2 是 斜 正 
交 的 : [£1, 62] = 0. 

令 & 是 rx 中 的 实 矢量 而 ImA > 0,| 和 | — 1. 车 [SE €] > 0 则 称 本 征 值 和 是 正 类 的 . 

问题 证 明 这 个 定义 是 正确 的 , 即 它 不 依赖 于 平面 xx P E z 0 的 选取 . 

提示 Em 包含 两 个 不 共 线 的 斜 正 交 矢量 , 则 它 必 是 零 化 的 . 

同样 , 一 个 & 重 特征 根 和 ,|| = 1 车 使 二 次 型 [S£, £] 在 相应 于 和 ,和 的 2k 维 不 变 子 空间 上 
为 正 或 负 定 的 , 就 说 它 是 正 类 或 负 类 的 . 

问题 证 明 S 是 强 稳定 的 当 且 仅 当 其 所 有 特征 根 都 在 单位 圆周 上 而 且 属于 同一 类 . 

提示 “二 次 形式 [SEE] 对 S 是 不 变 号 的 . 


$43. 一 个 辛 图 册 


我 们 将 在 本 节 中 证 明达 布 (Darboux) 定理 . 它 指 出 每 个 辛 流 形 都 有 一 个 局 部 坐标 , 使 辛 构造 
可 以 写成 最 简单 的 形式 : w? = dp ^ dq. 
A. 辛 坐 标 


回忆 一 下 , 流 形 的 定义 中 包含 了 一 个 图 册 中 各 个 区 图 的 相 容 性 条 件 . 这 是 关于 
由 一 个 区 图 到 另 一 个 区 图 的 映射 pz lo; 的 条 件 . 映射 o; o; 是 坐标 空间 中 区 域 之 
间 的 映射 . 

定义 流 形 M?" 的 一 个 图 册 称 为 辛 图 册 , 如 果 在 坐标 空间 R” = ((p,q)) 上 引 
人 了 标准 辛 构造 w? = dp ^ dq, 而 由 一 个 区 图 到 男 一 个 的 变换 是 由 上 典 则 ( 即 保持 o? 


UM. T. Kpeiin,[1]. 一 一 日 译 者 注 
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的 ) 变换 @ pi yp; 来 实现 的 . 
问题 证 明 辛 图 册 在 M2” 上 定义 一 个 辛 构造 ， 
逆 也 总 是 成 立 的 : 每 个 辛 流 形 都 有 一 个 辛 图 册 . 这 是 由 以 下 定理 得 出 的 . 


B. 达 布 定理 


定理 令 w2 ÆR” 的 zw 点 分 域 中 的 闭 的 非 退 化 2- 微分 形式 . 则 在 z 的 某 邻 
域 中 可 以 选 一 个 坐标 系 (p, ,pn; 1,… ,gn) 使 此 微分 形式 有 标准 形式 : 


w? = dp ^ dq = Y dp, ^ dqi. 
i—l 
这 个 定理 使 我 们 能 把 在 典 则 变换 下 不 变 的 而 且 在 标准 相 空间 (R, w? = dpA^da) 
中 证 明了 的 一 切 论断 推广 到 任何 辛 流 形 上 去 . 


C. 坐标 pi 和 q 的 作法 


我 们 取 非 常 值 线 性 函数 作 第 一 个 坐标 pi (其 实 可 取 任 一 个 在 r 处 微分 不 为 零 的 
可 微 函 数 为 pi). 为 简单 计 可 设 pi(m) = 0. 

用 P, = Idp, 记 相 应 于 函数 p, 的 哈密 顿 场 (图 179). 注意 Pie) #0; 所 以 可 
以 过 z 作 一 个 超 平面 N 使 之 不 含 矢量 只 (zx)( 其 实 可 取 任 一 横 截 于 P(x) 的 曲 
Wi Nin. 

考虑 具有 哈密 顿 隆 数 pi 的 哈密 顿 相 流 PI. 把 在 Pt 作用 下 由 y € N?^-1 到 点 
z 二 Pi(y) 所 需 的 时 间 t 看 作 z 的 函数 . 由 常 微分 方程 理论 的 普通 的 定理 知 这 消 数 
定义 在 ze R” 的 邻 域 中 而 且 可 微 . 记 此 函数 为 qu. 注意 在 N7^ E q = 0 而且 
qi 在 场 P, 方向 上 的 导数 为 1. 所 以 我 们 所 作 的 函数 q 和 pi 的 光 松 括 弧 等 于 1: 


(qı, p1) zm. 


D. 对 n 归纳 作 辛 坐标 的 作法 

若 ”= 1, 则 已 作 完 . 令 ”> 1. 我 们 设 达 布 定理 已 对 R- 证 明 . 考虑 由 
q =m = 0 给 出 的 集 M. TE x 点 微分 dpi, dg 线性 无 关 , 因为 w?2(Idpi, dg) = 
(qi,p1) = 1, 故 由 隐 图 数 定 理 M 在 点 z 附近 是 2n 一 2 维 流 形 ; 记 作 M, 

引 理 R?” 上 的 辛 构造 w? 在 M 的 点 到 之 某 邻 域 中 诱导 出 M2m-? 的 一 个 
辛 构造 . 

证 只 要 证 明 w? YE TM, 上 非 退化 即 可 . 考虑 辛 矢量 空间 TRI". 以 pi 和 qi 为 
哈密 顿 函 数 的 哈密 顿 矢量 场 中 的 矢量 互 (z),Qi(z) BF TR?. $£ € TM. pi fli 


@ 例 如 复 解析 流 形 也 是 类 似 定义 的 ; 在 坐标 空间 上 要 有 一 个 复 构造, 而 由 一 个 区 图 到 另 一 个 区 
图 的 变换 必须 是 复 解析 的 . 
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沿 & 方向 的 导数 等 于 零 . 这 意味 着 dp1(€) = w? (Pi, €) = 0 M dai (£) = o? (Qi, £) = 0. 
所 以 TM, 是 P(x) 和 Qi(z) 的 斜 正 交 补 . 由 节 41B, w? 在 TM, 上 非 退化 . 口 

由 归纳 假设 在 辛 流 形 (M72, wm) 上 的 点 x 附近 有 辛 坐 标 
系 . 记 之 为 pi, qi(i = 2,… ,n)， 我 们 将 po,… ,qn 这 些 函 数 如 下 
拓展 到 R” 的 z 点 附近 . R” 之 x 点 邻 域 中 每 一 点 z 都 可 唯 
一 地 表 为 z = PiQíw,w e M?"-?, 而 s 与 二 是 小 数 ， 令 坐标 
92,7, da TE z 点 之 值 即 它们 在 w 点 之 值 (图 179). 这 样 作出 的 


2n 个 函数 Pl ** Pn: do ,qn 构成 R2" 中 的 化 点 附近 的 局 部 坐 
179 六 坐标 的 标 系 . 


E. 证 明 所 得 坐标 为 辛 坐标 


用 Pi, Qí(i = 1,… n) 记 哈 密 顿 函数 为 mg 的 哈密 顿 相 流 , Pi, Qi 记 相应 的 矢 
量 场 . 我 们 要 计算 函数 p, ,gn 的 泊 松 括 弧 . 我 们 已 在 C 中 看 到 (qi,pi) 三 1. 所 
以 流 Pt 与 Qi 可 交换 PiQ* = Q3 PH. 

回忆 po,… ,gn 的 定义 我 们 看 到 每 一 个 这 种 函数 在 流 PEQ, 下 都 是 不 变 的 . 所 
以 piq 与 所 有 pi,pi(i > 1X 2n 一 2 4 Ace i6 A dE DARET. 

所 以 映射 PtQs 与 2n — 2 个 流 Pt, QG > 1) 都 可 换 . 所 以 它 使 2n — 2 个 矢量 场 
P, Qi(i > 1) 都 不 变 . 因为 流 Pt 和 QT 是 哈密 顿 流 , 所 以 PQ 保持 辛 构造 w?; 所 以 
w? E 2n - 2 4 P, Qi(i > 1) 中 任意 两 个 的 矢量 上 之 值 在 x = PÍQIw € R” 与 在 
w € M?n-? 点 一 样 . 但 这 些 值 等 于 相应 的 哈密 顿 函 数 的 泊 松 括 绝 . 这 样 , 2n — 2 个 坐 
标 pi, qj(i > 1) 中 任意 两 个 的 泊 松 括 颖 在 点 z 与 w 处 之 值 相等 , 只 要 z= PiQiw. 

函数 pa 是 2n 一 2 个 流 PE, Qs(i > 2) 的 每 一 个 的 首次 积分 . 所 以 , 2n 一 2 个 矢量 
场 P,Qi(i > 1) 的 每 一 个 都 切 于 等 值 流 形 pi = q = 0. 但 这 流 形 即 M?^—2.. 所 以 这 
些 场 是 辛 流 形 (M72 wm) 的 哈密 顿 场 而 相应 的 哈密 顿 函数 是 pilm, oilw(i > 1). 
所 以 在 整个 空间 (R27, 02) P, 这 2n 一 2 个 坐标 pi, qi(i > 1) 中 任意 两 个 在 MaE 
A i un ib Sed s dE ES) (M2 wm) 上 考虑 的 泊 松 括 弧 是 同样 的 . 

但 是 , 由 归纳 假设 , M- 上 的 坐标 (piu. glali > 1) 是 辛 坐标 . 所 以 在 整个 
空间 R?” 中 , 所 作出 的 坐标 的 泊 松 括 弧 有 标准 的 值 


(Di, pi) = (95,45) 三 0, (qi, pj) = à. 


车 w? = Edp; ^ dq; 则 R” 之 坐标 p,q 的 泊 松 括 弧 也 有 辣 样 的 值 . 但 双 线 性 形式 
w2 由 它 在 基底 矢量 上 的 值 决 定 . 因此 , BERRAAT — ARET w? 之 值 . 
所 以 

wu? = dpi A dqi +-+- + dpn ^ dqa, 


而 达 布 定理 得 证 . 口 


BAE MERE 


本 章 中 完全 采用 坐标 观点 . 由 哈密 顿 和 雅 可 比 发 展 起 来 的 典 则 变换 的 生成 函数 
技巧 是 求 积 动力 学 微分 方程 的 最 有 力 的 方法 . 这 一 章 中 除了 这 种 技巧 外 还 包含 了 处 
理 哈密 顿 相 流 的 “奇数 维 ” 方法 . 

本 章 与 以 前 各 章 是 独立 的 . 它 包含 了 第 八 章 中 几 个 结果 的 新 证 明 , 以 及 对 辛 
形 理论 的 起 源 的 解释 . 


$44. 庞 加 莱 - 嘉 当 积 分 不 变量 
在 本 节 中 我 们 要 看 一 看 奇数 维 空间 中 的 二- 形式 的 几何 学 . 


A. 一 个 流体 动力 学 引 理 

S vo 为 三 维 有 向 欧 氏 空间 RP 中 的 矢量 场 , > = curlo 为 其 旋 度 . 
r 的 积分 曲线 称 为 涡 线 . Æ y, 是 R 中 任意 闭 曲 线 (图 180), 过 i 
上 各 点 的 涡 线 构成 一 个 管 称 为 油管 . 

令 ^ 为 围 着 同一 涡 管 的 男 一 曲线 使 n -y = 00,0 ERRA 
管 一 部 分 的 2- 链 . 这 时 有 : 

斯 托 克 斯 引 理 XX v 在 Y1, V2 上 有 相同 环流 


f vd = $ vdl. 
Yi Y2 


证 由 斯 托 克 斯 公式 Ja vdl — Sa vdl = ff curwdn = 0. 因为 curlv 切 于 
RE. [1 


图 180 WE 
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B. 高 维 斯 托 克 斯 引 理 


斯 托 克 斯 引 理 可 以 推广 到 任意 奇数 维 流 形 M2?2"+1( 而 不 止 是 R3) 上 去 . 为 了 陈 
述 这 个 推广 我 们 从 矢量 场 转 到 微分 形式 . 
矢量 场 v 的 环流 其 实 是 一 个 ÉR w! 的 积分 (wE) = 
(v,£)). 对 应 于 v 的 旋 度 是 一 个 2 形式 w? = dwi(dwi(é,7) = 
(r, £m) 由 这 些 公式 很 清楚 , 在 每 一 点 都 有 一 个 方向 ( 即 图 181 
中 的 > 方向 ) 有 以 下 性 质 : v 沿 任 何 边 缘 包 含 n 为 一 边 的 “无 


" 穷 小 平行 四 边 形 ”边缘 上 的 环流 为 0: 
图 181 与 奇数 维 空间 du'(r,q) -0, Yn. 
中 的 2- 形 式 不 变 地 联 
系 的 轴 事实 上 , duwl(r,7) = (r,r, n) = 0. 


ik 从 2- 形 式 w? = du! 过 渡 到 矢量 场 > = curlv 并 非 不 变 运算 : 它 依赖 于 RO 的 欧 氏 构 
造 . FUB r 的 方向 中 是 与 w? 不 变 地 联系 着 的 (从 而 也 与 o! 不 变 地 联系 着 ). 容易 验证 , # r #0, 
则 v 的 方向 是 由 u? (m, n) = 0 对 一 切 n 成 立 这 个 条 件 唯一 决定 的 . 
高 维 斯 托 克 斯 引 理 的 代数 基础 是 , 奇数 维 空间 的 每 一 个 旋转 都 有 一 个 轴 存 在 . 
338 令 w? 是 奇数 维 空间 ROH 的 一 个 外 代数 2- 形 式 ， 这 时 必 有 一 个 矢量 
E 尖 0 存在 使 
wE n) = 0， YeR”, 


证 RREA w? 可 由 一 个 奇数 2n + 1 BERSDSEERÓBEE 4 给 出 
w^ (£,m) = (46,9), Vvé,n e RPH, 
这 个 矩阵 的 行列 式 等 于 零 : 因为 
A'=—A, detA = det4 = det(—A) = (—1)?^*!detA = —detA, 


所 以 4 的 行列 式 为 零 . 这 意味 着 4 有 0 本 征 值 , 设 其 相应 的 本 征 矢 量 为 上 《 夭 0, 于 
是 得 证 . 口 

使 Yn, w (Em) = 0 的 矢量 E TION w? 的 零 化 矢量 . w? 的 零 化 矢量 显然 构成 一 
个 线性 子 空间 . 若 此 空间 具有 最 小 可 能 的 维 数 ( 即 对 奇数 维 空间 R+ 为 一 维 , 对 
偶数 维 空间 为 0 维 ), 则 w? 称 为 非 奇 异 的 . 

问题 ”考虑 坐标 为 p1,… ,pni gil,…… ,qn 的 偶数 维 空间 R” 上 的 2- 形 式 w? = dpi 入 dgi 十 
… 十 dps ^ dqn, 证 明 w? 非 奇异 . 

问题 在 坐标 为 pi,… ,pn; gl e s dait 的 奇数 维 空间 ROHY 上 考虑 2- 形 式 w? = Xdpi ^ 
dgi — w' ^ dt, uw! 是 Rt 上 的 任意 LER, 证 明 w? 是 非 奇异 的 . 


OBI TR3 中 与 矢量 r 平行 的 无 定向 直线 . 


844， 庞 加 莱 - 嘉 当 积 分 不 变量 :185- 


Tio? 是 奇数 维 空间 ROH 上 的 非 奇 异形 式 , 则 w? 的 所 有 零 化 矢量 都 在 一 直线 
上 . 这 直线 是 与 w? 不 变 地 相 联系 的 . 

现 令 M?r 为 一 奇数 维 微分 流 形 , wl 是 MH 上 的 1- 形式 . 由 上 面 的 引 理 ， 
在 每 一 点 xc M?" 均 有 一 个 方向 ( 即 切 空间 TME 上 的 直线 (c£)) 具有 以 下 性 
质 :w! 沿 着 “一 个 其 边缘 包含 此 方向 的 无 穷 小 平行 四 边 形 ” 上 之 积分 为 0: 

du! (£, n) =0, Yn E€ TMe. 

再 设 2- 形式 du! 是 非 奇 异 的 . 这 时 方向 & 是 唯一 决定 的 . 我 们 称 它 为 w 的 “ 涡 方 
向 ”. 

涡 方 向 场 的 积分 曲线 称 为 形式 wl 的 涡 线 (或 特征 线 ). 

令 y M?" 上 的 闭 曲 线 . 由 y 之 各 点 发 出 的 涡 线 构成 “ 涡 管 ". 我 们 有 


高 维 斯 托 克 斯 引 理 ” 1- 形式 wl 沿 转 着 同一 涡 管 的 任意 两 条 闭 曲 线 的 积分 乙 相 
等 , 即 | w= | w! FE m — 9 — 8o, fa o 是 涡 管 上 的 一 块 . 


证 “由 斯 托 克 斯 公式 


$2-$2o-[ u= [az 
yı y2 Oo c 


但 dut 在任 一 对 切 于 涡 管 的 矢量 上 之 值 为 0 (这 两 个 矢量 位 于 一 个 包含 涡 方向 的 二 
维 平面 上 , 而 du! 在 此 平面 上 为 0.) 所 以 f du! — 0. m 


C. 哈密 顿 的 典 则 方程 

哈密 顿 力学 的 所 有 基本 命题 都 可 直接 由 斯 托 克 斯 引 理 得 出 . 

我 们 将 取 “ 扩 充 相 空间 ” (坐标 为 p1,:… ,pn; 
gq,… ,gn;t) 为 M>"+1. 设 已 给 函数 五 = Hí(p, 
q.t). 我 们 作 @1- 形 式 


w! = pdq- Hdt (pdgq = pıdqı - --- + Pundan), 


图 182 哈密 顿 场 和 形 一 
对 wt 应 用 斯 托 克 斯 引 理 (图 182). og TIRARIE piq-Hdt 


定理 2n +1 维 扩充 相 空间 pq, t 上 的 形式 w = pdq — Hdt ZEE t 轴 上 
有 一 对 一 的 投影 , 即 可 表 为 函数 plt) q(t). 这 些 函 数 造 合 以 H AARE ARR C JR 
方程 组 : 


dp ðH ðq 0H 


di Bg’ Ot Op. (1) 


中 形式 u! 在 这 里 似乎 是 凭空 冒 出 来 的 . 在 下 一 节 里 我 们 将 会 看 到 应 用 这 个 形式 的 想法 是 怎样 
从 光学 来 的 . 
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换 名 话说 , 形式 pdg 一 Hdt 的 涡 线 是 相 流 在 扩充 相 空间 中 的 轨道 , 即 典 则 方程 
(1) 的 积分 曲线 . 
证 形式 pdg — Hdt 的 微分 等 于 


kád oH oH 
dol = i 一 z dpi — —— dq; . 
» c ^ dq; Óp; dpi ^ dt rm dq. ^dt) 
由 此 可 见 2- 形 式 du! TE p, qt Abs RERE 
0 -E Hp 
A = E 0 Ha ? 
-Hp -H4 0 
这 里 
1 oH oH 
-| 小 Hp = 5p Ho ôq 
— 
(请 验证 !). 


这 矩阵 的 秩 是 2n( 左 上 角 的 2n 阶 子 式 非 奇 异 ); 所 以 do! 是 非 奇异 的 . 可 以 直 
E 矢量 (Ha, Hp, 1) 是 A 相应 于 本 征 值 0 的 本 征 矢 量 (请 验证 !). 这 意味 着 ， 

给 出 了 pdg ~ Hdt 涡 线 的 方向 . 但 是 矢量 (Ha, Hy, 1) 也 是 (1) CASES 
量 这 样 (1) 的 积分 曲线 正 是 pdg — Hdt 的 涡 线 , 是 所 求证 . 


D. 关于 庞 加 莱 - 嘉 当 积分 不 变量 的 一 个 定理 


现在 我 们 来 应 用 斯 托 克 斯 引 理 . 我 们 得 到 基本 


定理 设 两 曲线 yy 包围 (1) 之 相 轨 道 所 成 的 同一 个 管 . 这 时 pdq 一 Hdt 在 
yı 5 "Yo 上 的 积分 相等 : 


f pdg- na - d pdq — Hdt. 
yı Y2 


形式 pdq 一 Hdt RAAM -APRIRE €. 

WE ” 相 轨 道 是 pdg - Hdt 的 涡 线 , 而 由 斯 托 克 斯 引 理 , 沿 着 包围 同一 涡 管 的 闭 
曲线 上 之 积分 相等 . 口 

我 们 特别 要 考虑 由 同时 状态 组 成 的 即位 于 平面 1 = 常数 上 的 曲线 (图 183). 78 
着 这 种 曲线 , dt = 0 而 $ pdq — Hdt = $ pdq. 

由 前 述 定理 可 得 到 重要 的 

A1 相 流 保 持 形 式 pdq = pidqi 十 … 十 pndqn 洛 闭 曲线 上 之 积分 值 . 


@ 在 变 分 学 中 f pdq — Hdt 称 为 希 尔 伯 特 不 变 积 分 . 


844， 庞 加 莱 - 嘉 当 积分 不 变量 ,187 ， 


证 : R2n _，R2n 是 由 to 到 t 时 刻 的 相 流 所 47 

dms shi (p, a) 的 变换 ( 即 是 说 , gh (po, qo) 是 典 则 方 

程 (1) 适合 初始 条 件 plto) = po, q(to) = qo 之 解 ). S y 为 gr 
空间 了 2n( 即 上 = 加 )c R2" 中 的 任意 闭 曲 线 , 于 是 ghy 是 | 3 
R2n( 即 t — t) 中 的 闭 曲 线 且 与 y 位 于 由 相 轨道 在 Rn? 

中 所 成 的 同一 个 管 上 . BOE y5 gy E 此 一 0, 由 上 面 ogg 
的 定理 可 证 得 f pdq = fa, pdq. 口 


形式 pdq i| UR X Jas HD 变量 . 它 的 几何 意义 很 简单 . S o 是 一 个 二 维 
有 向 链 而 且 y= 0o. 这 时 , 由 斯 托 克 斯 定理 有 


f pdq — J / dp ^ dq. 
于 是 我 们 证 明了 重要 的 


系 2 相 流 保持 曲面 在 n 个 坐标 平面 (pi,qi) 上 的 投影 的 有 向 面积 之 和 


ff æra- |f dp ^ dq. 
c gio 


换言之 , 2- 形 式 w? = dp 入 dg 是 相 流 的 绝对 积分 不 变量 . 

例 当 n= 1 时 , w2 就 是 面积 , 而 我 们 又 得 到 了 刘 维 尔 定理 : 相 流 保持 面积 不 
变 . 

E. 典 则 变换 

4 9 为 相 空 间 R?” = ((p,q)) 到 R?” 的 可 微 映射 . 

定义 映射 g 称 为 典 则 映射 或 典 则 变换 , WR 9 保持 2- 形 式 w? = Edp; ^ dai 
不 变 . 

由 以 上 的 论说 可 知 , 这 定义 有 三 个 等 价 的 形式 : 

1. g*w2 = w?(g 保持 2- 形 式 Edp: ^ dai); 

2. ff u? = ff, w?, Yolg 保持 任意 曲面 在 n 个 坐标 平面 上 的 投影 之 有 向 面积 之 
f); 

3. $, pdq = $5 pdq(pdq 是 g 的 相对 积分 不 变量 ). 

问题 证 明 车 上 述 映 射 的 定义 域 是 相 空 间 R^ 的 单 联通 域 , 则 定义 (1),(2) 等 价 于 (3); 一 
般 则 有 322-21. 

上 面 几 个 系 现在 可 以 改 述 为 

定理 ” 相 流 在 相 空间 中 给 出 典 则 变换 . 

令 g : R?^ 一 R?^ 为 典 则 变换 , 即 g 保持 o2. 这 时 9 也 保持 w? 的 外 平方 : 


g* (o? ^w?) =w? ^u, 从 而 g*(w2) = (wE. 
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形式 Xdp; ^ dq; 的 各 次 外 短 与 以 下 形式 成 正比 : 


wt 一 Ddp: ^ dp; ^ dq; ^ dg;, 


i<j 
w? = Z dpi, ^: A dpi, ^ dg N***A dgi,. 
iix 

于 是 我 们 证 明了 

定理 典 则 变换 保持 积分 不 变量 WS. w. 

从 几何 上 说 , wk 的 积分 是 在 坐标 平面 (pi;,，… ,pi; qi,，,… , qi) 的 投影 的 有 向 
体积 之 和 , 特别 是 , uo?" 正比 于 体积 元 素 , 所 以 我 们 有 

系 典 则 变换 保持 相 空 间 中 的 体积 : 即 对 任意 区 域 D,gD 之 体积 等 于 DD 之 
体积 ， 

volgD = volD, VD. 


特别 是 , 应 用 到 相 流 我 们 就 得 到 了 
系 w wt, ,w2n 是 相 流 (1) 的 积分 不 变量 . 
最 后 一 个 不 变量 是 相 体积 , 所 以 我 们 又 证 得 了 刘 维 尔 定 理 . 
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在 本 节 中 我 们 要 证 明 典 则 变换 保持 哈密 顿 方程 组 的 形状 , 证 明 一 个 哈密 顿 方程 组 的 首次 积分 
能 将 此 方程 组 的 阶 数 立 即 降低 2, 还 要 证 明 , 在 一 个 自然 的 拉 格 朗 日 力学 系 中 , 运动 是 沿 着 构 形 空 
间 赋 以 某 个 黎 曼 度量 后 的 测 地 线 进 行 的 . 


A. 典 则 方程 中 的 变量 变换 


形式 pdq — Hdt 与 其 涡 线 的 联系 之 不 变性 质 给 出 了 在 扩充 的 相 空 间 {(p, q,t)} 
的 2n + 1 个 坐标 中 写 出 运动 方程 的 一 种 方法 . 


令 (zi …… ,zan+i) 是 扩充 相 空间 (看 作 一 个 流 形 
pat Eo sEm  M?nU, 图 184) 的 某 个 区 图 中 的 2n + 1 个 坐标 函数 . 
> ~、 坐标 (pO) 可 以 认为 是 给 出 了 M 上 另 一 个 区 图 
CL AYN | 并 形式 只 = pm- Hd 可 以 看 作 是 M 上 的 1- 微 分形 
RM 上 有 一 族 曲 线 — 涡 线 与 此 形式 不 变 地 (HI 
E IRAR 与 区 图 无 关 地 ) 联系 着 . 在 区 图 (p,q,t) 中 这 些 曲 线 

是 以 H(p, q, t) 为 哈密 顿 函数 的 相 流 
dp _ _3H ðq ƏH 四 

dt ðq’ Ot Op 
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的 轨迹 
设 在 坐标 (21, Ue Z2n41) 中 形式 wt 可 写 为 


pdq — Hdt = Xidzi t: Xo j1dzog 4a. 


定理 在 区 图 (zi) 中 ， (1) 的 轨迹 是 XXidzi 的 涡 线 . 

证 形式 XXidz, 和 pdq - Hdt 的 涡 线 是 M 上 同一 个 形式 的 涡 线 在 两 个 不 同 
区 图 中 的 表示 . 但 (1) 的 积分 曲线 是 pdg — Hdt 的 涡 线 . 于 是 , 它们 在 区 图 (x;) 中 的 
像 是 形式 X Xidz; 的 涡 线 . D 

R A (Pi,… ,Pi;Q1,… ,Qn;T) 是 扩充 相 空 间 (p,q,t) 的 一 个 坐标 系 而 函数 
K(P,Q,T) 和 S(P,Q, T) 使 得 


pdq — Hdt = PdQ — KdT + dS 


(左右 双方 都 是 扩充 相 空间 上 的 形式 ). 

这 时 相 流 (1) 的 轨迹 在 区 图 (P,Q@,T) 中 是 以 下 典 则 方程 的 积分 曲线 : 
dP__ƏK dQ Ok 四 
dT ðQ’ dT OP 

WE 由 以 上 的 定理 , (1) 的 轨迹 可 用 PdQ — KdT + 4S 的 涡 线 来 表示 . 但 dS 对 

涡 线 无 影响 ( 因 ddS = 0). 所 以 (1) 的 轨迹 之 像 是 PdQ — KdT 的 涡 线 . 按 节 44C, 
这 样 的 形式 的 涡 线 即 典 则 方程 (2) 的 积分 曲线 . 口 
特别 若 g: R” 一 R?” 是 相 空间 的 典 则 变换 而 把 坐标 是 (p,q) 的 点 变 为 坐标 是 
(P,Q) 的 点 . 函数 Pp, q) 和 Q(p, q) 就 可 以 看 成 是 相 空间 的 新 坐标 . 
定理 在 新 坐标 (P,Q) 中 典 则 方程 (1) BARNEKO 


dP | 90K dQ 8K 


d 60’ dt P’ 
而 哈密 顿 函 数 相 同 : 


K(P,Q,t) 一 H(p, q,t). 图 185 形式 pda 一 
PdQ 为 闭 
证 考虑 R” 中 的 1- 形 式 pda — PdQ. 对 任 一 闭 曲 线 7( 图 185), 因为 9 是 典 
则 的 , 有 


$ pda -PaQ= $ paa- $ Pag =0. 
OUT Y Y 
@ 在 有 些 教 本 中 , 以 保持 哈密 顿 方程 组 的 典 则 形式 这 个 性 质 作为 典 则 变换 的 定义 . 这 个 定义 和 


一 般 采 用 的 本 书 中 前 面 的 定义 并 不 等 价 . 例如 变换 P = 2p,Q = q 按 我 们 的 定义 并 不 是 典 则 变换 ， 
却 可 保持 运动 方程 的 哈密 顿 形式 . 
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因此 ， Í u pdq — PdQ = S 不 依赖 于 积分 路 径 而 只 依赖 于 路 径 终点 (pl, qi) GER 
(po, qo) FRE), 所 以 dS = pda — PdQ. 于 是 在 扩充 相 空 间 中 我 们 有 

pdq — Hdt = PdQ — Hdt + d$. 
于 是 , 可 用 上 面 的 定理 而 (2) 变 成 了 (3). 口 


问题 S g(t): R” 一 R?” 是 相 空 间 的 依赖 于 参数 t 的 典 则 变换 : e(t) (p. q) = (P(p.a.t), 
Q(p.q,t)). 证 明 在 变量 P,Q, t 中 典 则 方程 (1) 仍 有 上 典 则 形式 但 有 新 的 哈密 顿 洋 数 K(P, Q, t), 


这 里 
95 _ 98 ðs 
oS oS 
P= gg ^ 8P S = S(P,q,t) 


B. 用 能 量 积分 降低 阶 数 


现在 设 哈 密 顿 函数 H (p, g) 与 时 间 无 关 . 这 时 典 则 方程 有 一 个 首次 积分 : H(p(t), 
g(t)) = 常数 . 结果 是 , 应 用 这 个 积分 可 将 扩充 相 空 间 的 维 数 2n + 1 减少 2, 而 把 问 
题 化 为 在 (2n — 1) 维 空间 中 求 积 典 则 方程 组 . 

设 (在 某 区 域 中 ) 方程 h — H(pi, spado ga) 可 对 pi 解 出 : 


一 K(P, Q, T, h), 
其 中 P- (pa, Utt Pn) Q = (q2, Utt da), T = qi. 于 是 我 们 有 
a M^ pdg — Hdt = PdQ — KaT — d(Ht) + tdH. 
"E, S y 是 典 则 方程 (1) 的 位 于 R+ 中 之 2n 维 曲面 H(p, 
2 T q) = h 上 的 积分 曲线 . 则 y 是 形式 pdq — Hdt 的 涡 线 (图 186). 


把 扩充 相 空 间 R2^** = {(p, q,t)} 投影 到 相 空 间 R” = {(p, q)} 
A dd 上 . 曲面 H = h 也 就 被 投影 到 R” 的 一 个 (2n — 1) 维 子 流 形 
M? : H(p,q) =h E 则 被 投影 为 此 子 流 形 上 的 曲线 了 . 变 
E P,Q, T 是 M” 的 局 部 坐标 . 
问题 证 明 曲 线 了 是 M 上 的 形式 pdq = PdQ 一 KdT 的 涡 线 . 
提示 d(Ht) 不 影响 涡 线 而 在 M 上 dH = 0. 
但 PdQ — KaT 的 涡 线 满足 哈密 顿 方程 组 (2). 故 有 
定理 方程 (1) 在 曲面 M”: H 二 hh 上 的 相 轨 迹 满足 典 则 方程 组 
dp OK du OK 2 
这 里 函数 及 (p2,… ,pn; 92,… ,qn;T,hh) 由 方程 H(K, pz, ,pn; 1,027704) =h 
REL. 
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C. 相 空 间 中 的 最 小 作用 原理 

我 们 考虑 在 扩充 相 空 间 ((p,q,t)) 中 连接 点 (po, qo, to) 和 (pi qi ti) 的 典 则 方 
程 (1) 之 积分 曲线 7 

定理 积分 /pdgq 一 Hdt 当 积分 路 径 端点 恒 在 n 维 子 空间 (t= tod = qo) 和 
(t = iq = qı) 上 而 变动 时 ， 必 以 ^y 为 驻 定 曲线 . 

证 曲线 y 是 形式 pdq — Hdt 的 一 条 涡 线 (图 187). 因此 pdg — Hdt 在 “经 过 
涡 方向 的 无 穷 小 平行 四 边 形 ”上 积分 为 零 . 换言之 , 增 其 f,- f. pdg- Hdt 比 之 曲 
线 5 y 之 差 是 高 阶 小 量 , 是 所 欲 证 . 

如 果 以 上 论证 看 起 来 还 不 够 严格 , 还 可 以 用 计算 代替 它 : 


5 /os - H)dt = n dóp + pda — 2H ap - 9H sq) dt 
y Op ðq 


1 . ôH `. 0H 
LG i)e t a)l 
我 们 看 到 哈密 顿 方程 组 的 积分 曲线 是 积分 S pda- Hdt 在 如 下 曲线 类 中 唯一 的 
驻 定 曲线 : 这 些 曲线 y 的 端点 位 于 扩充 相 空间 的 n 维 子 空间 (t = tog = qo) 和 
(t21,9-q) LE. m 
注 哈密 顿 形式 的 最 小 作用 原理 只 是 以 上 原理 的 特例 . 沿 驻 定 曲线 我 们 有 


t1,q1 ti tı 
f pdq — Hdt = f (på — H)dt = f Ldt 
to,do to to 


(因为 拉 格 朗 日 函数 和 哈密 顿 函数 互 为 勒 让 德 变换 ). 


— póq 


图 187 相 空 间 中 的 最 小 作用 图 188 构 形 空间 与 相 空 间 中 的 最 小 作用 原理 
原理 曲线 的 比较 


S F(R 188) 为 驻 定 曲线 y 在 q,t 平 面 上 的 投影 . 对 在 q,t 平 面 上 连接 同样 两 点 (to, qo), (ti, 
qi) 的 任意 邻近 的 曲线 V, 在 扩充 相 空间 (p, qi t) 中 可 以 作 一 曲线 y, 即 令 p = 8L/8g. FÈ, 
沿 Y 也 有 f, pdq — Hdt = f Ldt. 但 由 以 上 定理 , 对 任意 变 分 曲线 (在 边 值 条 件 (t = to,g = 
qo). (t= tq = qi) 下 )6 f, pdq — Hdt = 0. 特别 是 对 把 y 变 为 Y 的 特殊 的 变 分 是 如 此 . 因此 
y 是 [f Ldt 的 驻 定 曲线 , 这 就 是 要 证 明 的 . 

在 以 上 定理 中 我 们 允许 在 比 哈密 顿 原理 中 的 宽 得 多 的 曲线 类 中 取 y 与 y 比较 : 
对 p A g 的 关系 未 加 任何 限制 . 令 人 惊奇 的 是 , 这 两 个 原理 却 是 等 价 的 : 在 较 窜 一 


: 192- 第 九 章 典 则 形式 化 


类 变 分 (p = 0L/0q) 中 的 驻 定 有 曲线 与 一 切 变 分 的 驻 定 曲线 相同 . 对 此 的 解释 是 , 固 
XE d, f p — 0L/0q 是 på- H 的 极 值 (参看 节 14 LEBER DE X). 


D. 莫 泊 丢 ~ 欧 拉 - 拉 格 朗 日 - 雅 可 比 形式 的 最 小 作用 原理 


BUE VEA SPERO H (p, q) PARE. 这 时 H(p, q) 是 哈密 顿 方程 (1) 的 首次 积 
分 . 把 曲面 H(p,q) = h 从 扩充 相 空 间 ((p.q,t)) 投影 到 相 空 间 {(p, q)} 上 . 我 们 得 
到 R?” 中 的 (2n — 1) 维 曲 面 H(p,q) = h, 这 曲面 我 们 在 B 中 已 经 讨论 过 了 , 并 记 之 
为 M”, 

从 M?n-1 上 一 点 出 发 的 典 则 方程 (1) 的 相 轨 道 全 在 M2*-! 上 .它们 是 形式 
pia ~ PdQ — KaT (B 中 的 记号 ) 在 Ma 上 的 涡 线 . 由 节 C 中 的 定理 , M 上 

的 (1) 的 积分 曲线 是 相应 于 这 个 形式 的 变 分 原理 的 驻 定 曲 线 . 于 是 得 

定理 Gobg WE H(p a) 不 依赖 于 时 间 ， 则 次 则 方程 (1) 的 位 于 M, 
H(p,q) = h 上 的 相 轨 道 是 积分 fpd 在 位 于 M 上 并 联接 子 空间 q = go 与 
q—-q| 的 曲线 类 中 的 驻 定 曲线 . 


现在 我 们 考虑 曲面 M2"-1: H(p,q) = h 上 的 驻 
EHRE q- 空间 的 投影 . 这 曲线 联结 qo 与 qi 两 点 . 
A 7 为 联结 这 两 点 的 另 一 曲线 (图 189). 它 是 M? 
上 的 某 曲 线 3 的 投影 . 现 用 r y 参数 化 , a < 7 < 
b, y (a) = qo, (b) = qi. 这 时 在 y 的 每 点 上 有 一 速度 矢 
E qd = dy(7)/dr 和 相应 的 动量 p = OL/Oq. 若 选择 > 
使 得 H(p,q) = h, 则 我 们 在 曲面 M” 上 得 出 曲线 仿 把 上 面 的 定理 应 用 于 M2"-! 
上 的 曲线 5, 就 有 

EK 在 所 有 9 平面 上 联结 qq 两 点 的 、 而 且 经 参数 化 使 哈密 顿 函 数 取 常 什 
H(9LJ0G. q) — h HARF, 动力 学 方程 (1) 的 轨道 是 “化 约 作用 积分 ” 


Í pdq = / pddr = 5i (r)d(r)dr 
的 驻 定 曲 线 . 


这 就 是 莫 泊 丢 (Maupertuis) 最 小 作用 原理 (也 即 是 欧 拉 - 拉 格 朗 日 - 雅 可 比 的 最 
小 作用 原理 )@, 重要 的 是 要 注意 使 曲线 y 参数 化 区 间 a « 7 « b 可 以 因 被 比较 的 曲 
线 而 异 . 另 一 方面 , 能 量 ( 即 哈密 顿 函 数 ) 必须 相同 . 我 们 也 要 注意 , 这 个 原理 只 决定 
轨道 的 形状 而 不 决定 时 间 . 为 了 决定 时 间 必 须要 用 能 量 常数 . 

当 力 学 系统 表示 光滑 流 形 上 的 惯性 运动 时 , 这 个 原理 的 形式 特别 简单 . 


@*“ 在 几乎 所 有 教 本 中 , 甚至 在 最 好 的 教 本 中 , 这 个 原理 都 表述 得 无 法 理解 "( 引 上 自 K. Jacobi, H). 
但 我 不 想 违反 传统 . 


图 189 莫 泊 丢 原理 
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定理 被 约束 在 光滑 黎 曼 流 形 上 的 作 惯 性 运动 的 质点 活 测 地 线 ( 即 弧 长 | ds 的 
驻 定 曲线 ) 运动 . 
WE 这 时 


1 /ds\? aL. ds V? 
因此 必须 取 参 数 正 比 于 长 度 dr = ds/V2h 才能 保证 H 取 定 值 h. 这 时 化 约 作 用 积 


分 等 于 " 
| s; ie - | Vads e va f as, 


所 以 驻 定 曲线 是 流 形 上 的 测 地 线 . 口 


在 有 位 能 时 , 动力 学 方程 的 轨道 也 是 某 个 黎 曼 度量 下 的 测 地 线 . 


2 
令 ds2 表示 构 形 空间 上 给 出 动能 的 黎 曼 度量 (加 T- 3 (2) ) 令 尹 为 一 


dr 
常数 . 
定理 在 构 形 空间 的 区 域 U(q) <h 中 定义 黎 曼 度 量 


dp = Vh — U(q)ds. 


则 动能 工 二 3(ds/dr)’, 位 能 为 U(q), 而 总 能 量 为 及 的 力学 系 的 轨道 是 度量 dp 下 的 
测 地 线 . 

证 这 时 LL=T-UH=T+U,(9L/09q)g = 2T = (ds/dr = 2(h 一 U). 所 以 参 
数 7 必须 正比 于 长 度 :dr = ds/ V2(h — U) 才能 保证 H = h. 化 约 作用 积分 于 是 等 于 


| gat = [ Vis = v3 f do 


由 莫 泊 丢 原理 , 轨道 是 度量 dp 下 的 测 地 线 . 口 

iki 度量 dp 是 把 ds“ 拉 长 ” 而 得 , 拉 长 的 程度 与 点 9 有 关 而 与 方向 无 关 . 因此 , 在 度量 dp 
和 ds 中 , 角 是 相同 的 . 度量 dp EKR U <h 的 边缘 上 有 奇 性 : 越 接 近 边缘 ,p 一 一 长 度 就 越 小 . 
特别 是 , 位 于 边缘 上 的 任意 曲线 之 长 为 零 . 

ik2 若 一 测 地 线 的 起 点 终点 充分 接近 , 则 长 度 的 驻 定 值 是 最 小 值 . 这 就 说 明 “ 最 小 作用 原 
38" 这 一 名 字 的 合理 性 . 一 般 说 来 , 作用 量 的 驻 定 值 不 一 定 是 最 小 值 , 看 一 下 单位 球面 上 的 测 地 线 
就 会 明白 (图 190). & TX BIA REDE ZR, 但 只 有 长 度 小 于 r 的 才 是 最 小 : M NSM 就 比 大 
AM NSM 还 短 . 

注 3 若 及 大 于 UV 在 构 形 空间 的 最 大 值 , 则 dp 没有 奇 性 ; 所 以 可 以 应 用 关于 黎 曼 流 形 上 的 
测 地 线 的 拓扑 定理 来 研究 力学 系统 . 

例如 考虑 具有 某 黎 曼 度量 的 环 面 T”. 在 所 有 沿 纬 圈 绕 m 周 而 沿 子午 线 绕 n 周 
的 闭 曲线 中 存在 一 条 最 短 的 (图 191). 这 曲线 是 一 条 封闭 测 地 线 (证 明 见 关于 整体 
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图 190 非 最 小 测 地 线 图 191 双 摆 的 周期 运动 


变 分 学 或 “ 莫 尔 斯 (Morse) 理论 ”的 书 ). 另 一 方面 , 环 面 T? 是 平面 双 摆 的 构 形 空间 . 
故 有 

定理 对 任意 整数 对 m,n 必 有 双 摆 的 一 个 周期 运动 使 其 一 节 旋 转 mm B, 另 一 
节 旋 转 n E. 

更 进一步 , 这 样 的 周期 运动 只 有 当 h 充分 大 才 存 在 (h 应 大 于 最 高 位 置 的 位 能 
f&). 

再 看 一 个 例子 : 考虑 位 于 任意 势 场 而 且 有 一 恒定 的 固定 点 的 刚体 . 构 形 空间 

(SO(3)) 不 是 单 连 通 的 : 其 上 有 不 可 缩 的 曲线 . 用 上 面 的 论证 可 得 

定理 在 任意 有 势力 场 中 , 至 少 有 刚体 的 一 个 周期 运动 . 此 外 , 存在 总 能 量 岂 任 
意 大 的 周期 运动 . 


$46. 惠 更 斯 原理 


哈密 顿 力 学 的 基本 概念 (动量 、 险 密 顿 函数 H, 形式 pdq — Hdt 以 及 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 , 所 
有 这 些 下 面 都 要 讲 到 ) 起 源 于 把 服从 一 个 特定 变 分 原理 即 费 马 原 理 的 几何 光学 的 几 个 最 简单 而 且 
自然 的 概念 转换 到 一 般 的 变 分 原理 (特别 是 变 为 哈密 顿 的 驻 定 作用 量 原 理 5 f Ldt = 0). 


A. 波 前 


WE 我 们 要 简略 地 @ 看 一 看 几何 光学 的 基础 概念 . 按 费 马 极 值 原 
8 
"pz 


OO 理光 由 点 go 到 q 按 耗 时 最 小 的 路 径 行进 . 光速 可 以 既 依 赖 于 

GS ”aq(‘ 不 均匀 介质 ") 也 可 以 依赖 于 光线 的 方向 (在 诸如 晶体 这 样 的 

“各 向 异性 介质 ” 中). 介质 的 特性 可 以 用 每 点 a 的 切 空间 上 作 一 

图 192 一 个 各 向 异 个 曲面 (“指示 面 ” 即 “折射 率 曲 面 ”) 来 描述 . 为 此 在 该 点 的 每 个 
性 的 不 均匀 介质 ” ”方向 作 该 方向 的 速度 矢量 (图 192). 

现在 令 > 0. 我 们 来 看 光 从 qo 点 在 少 于 或 等 于 t 的 时 间 内 

所 能 走 到 的 点 q 的 集合 . 它 的 边缘 是 由 光 在 时 刻 t( 但 不 能 更 早 ) 达到 的 那些 点 组 成 ， 


外 我们 在 此 不 求 严格 , 并 且 假 设 所 有 行列 式 均 不 为 0 等 等 . 以 后 的 定理 的 证 明 并 不 依赖 于 这 一 
节 中 的 半 直 觉 的 论证 . 
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Da (t+8) 


Sq (5) 


图 193 波 前 的 包 络 图 194 惠 更 斯 定理 的 证 明 


称 为 从 qo 出 发 在 时 刻 t RATO (t). 

惠 更 斯 发 现 了 在 不 同时 刻 的 波 前 之 间 有 一 个 值得 注意 的 关系 (图 193). 

惠 更 斯 定理 令 Polt) 是 从 点 go 出 发 在 时 刻写 的 波 前 . 从 其 上 每 点 g 出 发 考 
虑 时间 s 的 波 前 Bg(s): 则 由 qo 出 发 在 时 刻 t 十 s 的 波 前 e (Ets) 将 是 所 有 波 前 
Dals) 的 包 络 , 这 里 qc o, (t). 

证 S qop, € Bqo(t + 5s). 必 有 一 条 从 qo 到 qus 的 路 径 使 光 沿 它 旅行 时 间 为 
t+s 而 没有 需 时 更 少 的 路 径 . 我 们 来 看 其 上 的 点 q 即 光 在 时 刻 € 到 达 之 点 . 不 存在 
由 go 到 q, 的 需 时 更 少 的 路 径 . 否则 gogt+。 也 就 不 是 需 时 最 少 的 了 . 因此 点 q 在 波 
前 Bqo(t) LE. 完全 相同 , 光 在 时 间 s 内 走 完 路 径 qus, 而 且 没 有 需 时 更 少 的 路 径 . 
所 以 点 ques 位 于 由 qu 出 发 时 刻 s 的 波 前 上 . 我 们 要 证 明 波 前 a (s) 与 e, (ts) 相 
切 . 事实 上 , 如 果 它 们 相交 (图 194), 则 一 定 可 能 从 q 以 少 于 s 的 时 间 走 到 (2-5) 
的 某 点 , 即 从 go 以 少 于 t+ s 的 时 间 走 到 . 这 与 Balt 十 s) 的 定义 矛盾 ; 从 而 e (s) 
与 ELt +8) 在 点 qe+s 相 切 . 口 

以 上 证 明 的 定理 叫做 惠 更 斯 原理 . 很 清楚 点 qo 可 以 代 以 一 曲线 、 曲 面 或 一 般 地 
代 以 某 闭 集 , 三 维 空间 (aq) 可 代 以 任意 光滑 流 形 , 而 光 的 传播 可 代 以 任意 “局 部 ” 传 
递 的 扰动 的 传播 . 

患 更 斯 原理 归结 为 对 传播 过 程 的 两 种 描述 法 . 首先 : 
可 以 画 光 线 , 即 光 的 需 时 最 少 的 传播 路 线 . 这 时 传播 的 局 ”es 
部 性 质 是 由 速度 矢量 4 给 出 的 . 若 已 知 光线 方向 , 则 速度 ~ perad S 
矢量 的 大 小 由 介质 的 特性 给 出 (指示 面 亦 即 折射 率 曲 面 ). 

其 次 : 我 们 也 可 以 画 波 前 . 设 在 空间 (q) 中 有 黎 曼 度 法 全 
量 , 我 们 就 可 以 谈论 波 前 的 运动 速度 . 例如 看 充满 着 通常 Sa =t 
欧 氏 空间 的 介质 中 光 的 传播 . 可 以 用 垂直 于 波 前 的 矢量 p p 195 光线 的 方向 与 波 前 运 
来 刻画 波 前 的 运动 如 下 . 动 的 方向 

相应 于 每 点 go 都 可 定义 从 qo 到 q 的 光学 长 度 , 它 是 一 函数 Sala), 即 光 由 go 
传播 到 g 所 需 的 最 少时 间 . 其 等 值 集 {fq : Salg) = t) 即 波 前 Bo,(t)( 图 195). 函数 


4 光线 的 方向 
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S( 在 上 述 度量 意义 下 ) 的 梯度 垂直 于 波 前 并 且 标志 了 其 运动 . 在 这 里 , 梯度 越 大 , 波 
前 运动 越 慢 . 所 以 哈密 顿 称 矢量 p = S 为 波 前 的 法 向 慢 度 矢量 ， 


在 各 向 异性 介质 中 , 光线 方向 4 和 波 前 运动 方向 p 并 不 一 致 . 但 是 它们 之 间 有 
一 个 简单 的 关系 , 很 容易 由 惠 更 斯 原理 导出 . 回想 一 下 , 介质 的 特征 在 各 点 由 光速 矢 
量 曲面 即 指示 面 来 描述 . 


定义 “指示 面 在 点 v 的 切 超 平面 的 方向 称 为 共 元 于 v 的 方向 (图 196). 
定理 波 前 bolt) 在 q 的 方向 共 思 于 光线 方向 å. 


E TII. 
A 
HERH 一 
iW ba(t) 


图 196 HARFE 图 197 iE 5S ERU I] BEA 


证 看 光线 qoq 上 一 点 qr,0 < 7 «t(É 197). 取 e 很 小 . 则 波 前 du. (e) 比 之 
q 点 的 指示 面 乘 以 < 后 相差 一 个 小 量 O(e?). 由 惠 更 斯 原理 , 波 前 Oo. (e) 与 Balt) 
在 点 qu 相 切 . S e — 0 即 得 定理 之 证 . m 

车 用 以 定义 p 的 辅助 度量 改变 , 则 p 作为 波 前 运动 自然 的 速度 , 大 小 和 方向 都 
会 改变 . 然而 空间 (q) = R? 上 的 微分 形式 pdq — dS 的 定义 与 辅助 的 度量 无 关 ; 它 
的 值 只 依赖 于 波 前 (或 光线 ). 在 共 轿 于 光线 速度 矢量 的 超 平 面 上 , 这 个 形式 等 于 零 ， 
而 它 在 速度 矢量 上 之 值 为 1@. 


B. 光学 -力学 对 比 


现在 回 到 力学 . 在 这 里 运动 轨迹 也 是 一 个 变 分 原理 的 驻 定 曲 线 , 可 以 像 哈密 顿 那 
FÉ, 把 力学 建立 为 多 维 空间 的 几何 光学 ; 我 们 不 详细 展开 这 个 作法 而 只 列举 出 那些 
引导 哈密 顿 到 基本 力学 概念 的 光学 概念 . 


@ 因 此 , 相应 于 过 一 定点 的 各 个 波 前 的 矢量 p 并 不 是 任意 的 而 要 服从 于 一 个 条 件 : p 的 可 容许 
的 值 组 成 (p) 空间 中 的 一 个 超 曲 面 而 对 偶 于 速度 的 指示 面 . 
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光学 介质 扩充 构 形 空间 {(q,t)} 
费 马 原理 哈密 顿 原理 :5 f Ldt = 0 
光线 轨迹 q(t) 


指示 面 ( 即 折射 率 曲面 ) ti BH B PSAL 
波 前 的 法 向 慢 度 矢量 p 动量 p 

p 用 光线 速度 q 的 表达 式 勒 让 德 变换 

1- 形 式 pdq 1- 形 式 pdq — Hdt 


路 径 的 光学 长 度 Sala) 和 惠 更 斯 原理 还 没有 用 到 . 它们 在 力学 中 的 类 似 物 是 作 
用 量 函 数 和 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 , 现在 我 们 就 要 来 讲 它们 . 


C. 作用 量 作 为 坐标 和 时 间 的 函数 
定义 作用 量 Sla, t) 即 沿 着 联结 (qo, to), (q, 0) 两 点 之 驻 定 曲线 y 上 的 积分 


Sq, t, (d.t) = | ia 
Y 


为 了 使 此 定义 正确 , 有 几 点 注意 : 必须 要 求 由 点 (qo,t0) 发 
出 的 驻 定 曲线 不 在 别处 相交 , 而 构成 所 谓 “ 驻 定 曲线 的 有 心 场 ” 
(图 198). 更 确切 些 说 , 对 每 一 对 (do,to) 有 一 个 点 (q,t) 相应 ， 
此 点 是 适合 初始 条 件 q(0) = qo, q(0) = do 的 驻 定 曲线 的 端点 . 
我 们 说 驻 定 曲线 y 包 含 在 一 个 有 心 场 中 , HN (dot) 一 (qt) 
是 非 退 化 的 (在 相应 于 所 考虑 的 驻 定 曲 线 y 的 点 上 , AIE ua MANE 
其 某 个 邻 域 中 ). 

可 以 证 明 当 |t — tol 充分 小 时 , 驻 定 曲线 y 包含 在 一 个 有 心 场 中 @. 

现在 我 们 来 看 我 们 的 驻 定 曲线 之 端点 (q,t) 的 一 个 充分 小 邻 域 . 其 中 每 一 点 都 
可 用 所 考虑 的 有 心 场 中 的 唯一 驻 定 曲线 与 (goto) 连接 起 来 . 这 个 驻 定 曲线 可 微 地 
依赖 于 终点 (qt). 因此 , 在 所 指定 的 邻 域 中 , 作用 量 函 数 Sz。 (gq,t) = J Ldt 是 正确 
定义 的 . lj 

在 几何 光学 中 我 们 注意 于 路 径 的 光学 长 度 的 微分 . 这 里 自然 注意 于 作用 量 函 数 
的 微分 . 

定理 作用 量 函 数 (具有 固定 起 点 ) 的 微分 等 于 


dS — pdq — Hdt, 
q -0L/0d ^ H — pq — L 3UX Su y 的 终点 速度 q 的 函数 . 
中 问题 “证明 对 于 大 的 t+ 一 to 这 是 不 成 立 的 . 提示 : d= -a 199). 
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图 199 具有 焦点 而 不 包含 在 任意 图 200 作用 量 函 数 微分 
有 心 场 内 的 驻 定 曲线 的 计算 


证 令 p= 68L/6g 而 将 驻 定 曲 线 从 (qut) 空间 提升 到 扩充 相 空 间 {(p, q,t)) P, 
即 用 相 轨 道 代 替 驻 定 曲线 . 这 样 我 们 得 到 扩充 相 空 间 中 的 一 个 (n + 1) 维 流 形 , 它 由 
相 轨 道 即 形式 pdg — Hdt 的 涡 线 组 成 . 现在 给 端点 (qt) 以 增 量 (Aq, AO) 并 且 考 虑 
连接 (qo,to) 与 线段 (q--0^q,t--0At)0 < 0 <1 上 各 点 的 驻 定 曲 线 之 集 (图 200). 
在 相 空 间 中 这 就 是 由 形式 pdq — Hdt 的 涡 线 组 成 的 四 边 形 o, 其 边缘 是 


ðo — 13-32 B8 — o, 


其 中 包含 两 条 相 轨 道 y, y», 空间 (q = qo, t = to) 内 的 一 段 曲 线 a 以 及 投影 到 线段 
(Aq, At) 上 的 曲线 8. 因为 o 是 由 pda — Hdt 的 涡 线 组 成 的 , 故 


o= /fatwaa -Ha = pia- nai f - f + f- f pda- nt 


但 在 线段 E, dg = 0,dt = 0. 在 相 轨 道 y 和 42 E, pda — Hdt = Ldt( i 45C). Br 
LÆ fo- Sn pda — Hdt 等 于 作用 量 函 数 的 增 量 , 而 我 们 有 


/ pdq — Hdt = S(q + Aq,t + At) — S(q,t). 
B 


ES Aq 0, At — 0, 即 可 证 得 定理 . o 
形式 pda — Hdt 原来 是 人 为 地 引入 的 . 现在 我 们 通过 光学 和 力学 的 类 比 看 到 ， 
它 来 自 讨论 相应 于 路 径 光 学 长 度 的 作用 量 函 数 . 


D. 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 


我 们 记得 ,“ 法 向 慢 度 矢量 p^ 不 能 是 完全 任意 的 : 由 于 惠 更 斯 原理 ( 见 194 页 )， 
它 要 服从 于 条 件 pq = 1. 对 作用 量 函 数 5 的 梯度 也 有 一 个 类 似 的 条 件 限制 . 
定理 作用 量 函 数 满足 方程 


os os 
E a n (Zat) =0. (1) 


这 个 非 线性 一 阶 偏 微分 方程 称 为 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 
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证 为 证 此 定理 , 只 需 注 意 到 , 由 上 面 的 定理 


oS oS 
Q^ Hoa), P= ag 口 


适 才 建立 起 来 的 力学 系 的 轨迹 (“光线 ") 和 偏 微分 方程 CARP) 的 关系 可 以 在 
两 个 方向 上 应 用 . | 

首先 , 可 以 用 方程 (1) 之 解 来 求 积 动力 学 常 微分 方程 组 ， 下 节 讲 的 求 积 哈密 顿 
典 则 方程 的 雅 可 比方 法 就 是 . 

其 次 , 射线 和 波 的 观点 之 间 的 关系 使 我 们 能 将 偏 微 分 方程 (1) 的 求解 化 为 解 险 
密 顿 常 微分 方程 组 . 

让 我 们 稍微 讲 详细 一 点 . 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 (1) 的 柯 西 
问题 是 


8S əs 
Sla, to) = Sola) 5, +H (Za, ) = 0. (2) 


为 构造 这 个 问题 的 解 , 看 一 看 哈密 顿 典 则 方程 组 


图 201 哈密 顿 - 雅 可 比 
. 0H ðH 方程 的 柯 西 问题 解 之 特 
P=- ag 4 Dp’ 征 曲线 


相应 的 解 可 以 在 (q, t) 空间 中 用 曲线 g = q(t) 即 5 Lat = 0 的 驻 定 曲线 来 表示 ( 拉 
格 朗 日 函数 L(a, q, t) 是 哈密 顿 函数 H (p,q, t) 对 p 的 勒 让 德 变换 ). 这 个 驻 定 曲线 称 
为 问题 (2) 由 qo 发 出 的 特征 线 . 

EE t 充分 接近 to, 则 由 接近 于 qo 的 点 发 出 的 特征 线 在 to <t < &,1a—qo| < R 
中 不 相交 . 此 外 go 和 t 之 值 可 以 作为 区 域 |q — qo| < R,to <t <t 中 点 的 坐标 (图 
201). 

现在 来 构造 “具有 初始 条 件 So 的 作用 量 函数 ”: 


A 
S(A) = Sq) | | (a.d. tdt (3) 


( 沿 通 到 4 的 特征 线 积分 ). 
定理 ”函数 (3) 是 问题 (2) 的 解 . 


证 初始 条 件 显然 满足 ， 满 足 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 这 一 点 可 像 作用 量 函 数 的 微 
分 定理 一 样 来 证 (图 202). 
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Q 


D] 


图 202 作用 量 函 数 是 哈密 顿 - 雅 可 比 图 203 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 解 的 
方程 之 解 典型 的 奇 性 


由 斯 托 克 斯 引 理 ,人 = fa + Ja- fa pda - Hdt = 0. 但 在 a 上 Hdt = 0,p = 
3So/ðq, 所 以 


J paa — Hdt = f pdq = n dSo = So(qo + ^q) ~ So(qo). 
Q Q Q 


此 外 , 41, yo 是 相 轨 道 , 所 以 


n pág - Hdt = | Ldt. 
Y1,2 7T1,2 


于 是 


f pdq — Hdt = [sota + âq) + f La! 一 [sw 十 n ra 
B y2 yı 
= S(A + AA) — S(A). a 

当 上 一 0 BT, 我 们 得 到 0S/0t = —H,08/0q = p 而 定理 得 证 . 

问题 ”证明 问题 (2) 解 的 唯一 性 . 

提示 ” 沿 特 征 线 微 分 S. 

2 2 

问题 X H= P, So = T 解 柯 西 问题 (2). 

问题 Xi t= ts EZE “RBO Sl) 与 p(g) 的 图 像 (图 201). 

答 参照 图 203. 


S 图 像 的 自 交 点 对 应 于 p 之 图 像 的 麦克 斯 书 线 : 有 阴影 的 面积 相等 ， S(q,t) 的 图 像 在 点 
(q = 0,t2) 处 有 一 个 叫做 燕尾 的 奇 点 . 


847. 求 积 哈密 顿 典 则 方程 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 法 


我 们 将 在 本 节 中 定义 一 个 自由 典 则 变换 的 生成 函数 . 


847. 求 积 险 密 顿 典 则 方程 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 法 - 201 - 


哈密 顿 - 雅 可 比方 法 的 思想 如 下 . 在 坐标 的 典 则 变换 下 , 运动 方程 的 典 则 形式 以 
及 哈密 顿 函数 ( 节 45A) 均 保 持 不 变 . 因此 , 若 能 找到 一 个 典 则 变换 将 哈密 顿 函 数 化 
成 可 以 求 积 的 新 典 则 方程 , 则 原 有 的 典 则 方程 也 可 积 出 . 而 作 这 样 的 典 则 变换 的 问 
题 又 归结 为 求 出 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微分 方程 的 相当 多 的 解 . 所 求 的 典 则 变换 的 生成 
函数 一 定 满足 这 个 方程 . 

在 转 到 生成 函数 这 个 工具 之 前 , 我 们 要 提醒 一 下 , 很 不 幸 它 并 非 不 变 的 而 是 本 
质地 依赖 于 相 空间 {(p,g)} 的 坐标 结构 的 . 有 必要 使 用 偏 导数 这 个 工具 , 这 时 甚至 
记号 也 是 含混 的 吕 . 


A. 生成 函数 
设 2n 个 变量 p, q 的 2n 个 函数 P(p, q) fl Q(p, q) 给 出 典 则 变换 9 : R” 一 R”. 
则 1- 形 式 pdg — PdQ 是 全 微分 ( 节 45A): 
pdq — PdQ = dS(p, q). (1) 


问题 证 明 其 逆 : 若 此 形式 是 全 微分 , 则 变换 是 典 则 变换 ， 
现在 设 在 某 点 (po, qo) 附近 可 取 (Q, q) 为 独立 坐标 . 换言之 , 设 其 雅 可 比 行列 式 
在 (Poqo) SFAR: 


det a(Q. a) = det 二 一 #0. 


O(p, q) Op |, 


这 样 的 典 则 变换 称 为 自由 的 . 这 时 函数 S. 可 以 局 部 地 用 新 坐标 来 表示 : 


3Q 


Poqo 


S(p, q) = S1(Q,q). 


EX “函数 S (Q, a) 称 为 典 则 变换 g HERAA. 


我 们 要 强调 指出 S; 不 是 相 空间 R?" 上 的 函数 : 它 是 两 个 n 维 的 点 q,Q 的 空 
间 的 直 积 R x 及 2 中 的 一 个 区 域 中 的 函数 . 由 (1) 知 51 的 “ 偏 导数 ”是 


aS (Q,q) 051(Q,q) 
“~p 和 Ce . p 
oQ . 


D: Q) 


反之 每 一 个 函数 S1 (Q, gq) 也 都 通过 上 式 (2) 给 出 一 个 典 则 变换 g. 


@ 重 要 的 是 要 注意 ,z,y 平面 上 的 量 Bw/B8z 不 仅 依 赖 于 取 什 么 样 的 函数 为 z, 还 依赖 于 取 什 么 函 
BON y: 在 新 变量 (z, z) 中 ， Ou/Ox 的 值 就 不 同 了 . 应 该 要 写 

Ou 

E" 


ðu 
y= 常数 Or 


z 二 常数 
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定理 dE 51(Q,q) 是 定义 在 两 个 n 维 欧 氏 空间 的 直 积 的 某 点 (Qo, qo) 的 一 个 
邻 域 上 的 函数 . 车 ps 

n 
0Q0q Qo,go di 
则 S, 是 某 个 自由 典 则 变换 的 生成 函数 . 

证 由 隐 函 数 定理 可 以 解 出 决定 Q 的 方程 


0$ (Q, q) 一 
ðq 


— 3S (Q, q) 
qo, Po — ~ag Qoa 


附近 可 以 定 出 一 个 函数 Q(p, q)(Q(po, qo) = qo). 事实 上 , 我 们 所 需 的 行列 式 由 我 们 
的 假设 不 为 零 , 这 里 它 是 ; 
det (2 AC] 


0Q0q 


det 


于 是 在 点 


Qo;qo 


现在 考虑 函数 
meg=-5sQ q), 
Jf Ric 
P(p, q) 一 Pi (Q(p, q). a), 


这 时 , 把 点 (p,q) 映 为 点 (P,Q) 的 局 部 映射 g: R” 一 R” 是 典 则 变换 而 且 以 5 
为 生成 函数 . 这 是 因为 由 上 述 作法 


pdq L PdQ 一 d dq 十 S q) dQ, 
而 且 它 是 自由 的 , 因为 det(0Q/8p) = det(0?S1(Q, q)/8Q8q)! x 0. o 


变换 g : R? 一 R?^ 一 般 是 由 2n 个 2n 变 元 的 函数 给 出 的 . 我 们 看 到 典 则 变换 
则 完全 由 一 个 2n 元 函数 -生成 函数 给 出 . 很 容易 看 到 生成 函数 在 所 有 涉及 典 则 变换 
的 计算 中 多 么 有 用 . 而 当 变量 个 数 2n 变 得 很 大 时 尤其 是 这 样 . 

B. 生成 函数 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 

注意 , 哈密 顿 函数 仅 依赖 于 变量 Q 的 典 则 方程 是 很 容易 求 积 的 . Xr H = KQ), 
则 上 典 则 方程 成 为 

Q-0 P-- (3) 
由 此 立即 有 
ôK 


Q(t) = Q(0), PO =PO tss 
Q(0) 


847， 求 积 哈密 顿 典 则 方程 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 法 .203 . 


我 们 现在 要 找 一 个 典 则 变换 把 哈密 顿 函数 H (p, q) 变 成 KQ). 为 此 , 我 们 来 找 这 个 
变换 的 生成 函数 S(Q, P). 由 (2) 可 得 条 件 


H (ERA. q, ) = K(Q). (4) 


上 式 中 在 求 导 LI 应 将 q 都 换 成 g(P,Q). 注意 对 于 固定 的 Q, 方程 (4) 是 哈密 
顿 - 雅 可 比方 程 . 

雅 可 比 定理 ”车 能 找到 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 含 n AROQ 的 解 SQ, qg) 而 
Eik det(025/8Q0q) + 0, 则 可 以 显示 求 积 出 典 则 方程 


p=- dom (5) 


由 方程 a d). 决定 的 函数 Qpa) 是 方程 (是 的 首次 积分 

证 孝昌 具有 生成 函数 S(Q,q) 的 典 则 变换 . 由 (2) 有 p = (0S/8q)(Q.q), 由 
此 式 可 以 定 出 Qg). 我们 来 在 新 坐标 P,Q 下 计算 函数 H(p.q).  H(p.q) = 
HH((8S/9q)(Q,9),q)， 要 在 新 坐标 系 下 求 出 哈密 顿 清 数 ， 必须 在 此 式 中 (在 微分 后 ) 
将 a 换 成 它 的 P,Q 的 表达 式 . 但 由 (4), 此 式 完全 不 依赖 于 g, 所 以 我 们 简单 地 有 


H(p,q) = K(Q). 


故 方程 (5) 在 新 坐标 中 形式 如 (3), 而 雅 可 比 定理 得 证 . 口 
雅 可 比 定理 将 常 微分 方程 组 (5) 的 求解 化 为 求 偏 微分 方程 (4) 的 完全 积分 . 这 

样 由 简 “ 化 ” 繁 却 提供 了 一 个 解决 具体 问题 的 有 效 方法 , 这 是 令 人 惊奇 的 . 然而 这 确 

是 求 精确 解 的 最 有 力 的 方法 , 而 雅 可 比 解 出 的 许多 问题 用 别 的 方法 是 解 不 出 来 的 . 


C. 例子 


我 们 来 考虑 两 个 固定 中 心 的 吸引 问题 . 近年 来 由 于 它 与 人 造 地 球 卫 星 运 动 的 研 
SUB X, 对 它 的 兴趣 增 大 了 . 很 清楚 ,z 轴 上 两 个 靠近 的 吸引 中 心 近似 于 沿 z 轴 稍 微 
拉 长 的 椭 球 的 吸引 . 不 幸 的 是 , 地 球 不 是 细 长 的 而 是 扁平 的 . 为 了 克服 这 个 困难 , 必 
须 把 中 心 放 在 z ALAARA RER tie 处 . 当然 , 所 得 解 的 解析 公式 在 复 域 中 成 
立 . 这 样 我 们 得 到 了 地 球 引 力 场 的 一 个 近似 , 使 运动 方程 可 以 精确 积 出 , 而 比 把 地 球 
作为 一 个 质点 的 开 普 勒 近 似 更 好 . 

为 简单 计 , 我 们 只 考虑 两 个 等 质量 定点 吸引 的 平面 问题 . 雅 可 比方 法 的 成 功 基 于 
采用 了 适当 的 坐标 -椭圆 坐标 . 设 定点 O1, Os 的 距离 为 2c (图 204), 而 动 质点 到 它们 
之 距离 各 为 r 与 ro 椭圆 坐标 En 定义 为 到 O1, Os 之 距离 和 与 差 : 上 = ri r3, = 
Ti — T3. 


” @(4) 的 含 " 个 参数 的 解 族 称 为 完全 积分 ， 
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图 204 椭圆 坐标 图 205 共 焦 椭 贺 和 双 曲 线 


问题 ”用 椭圆 坐标 表示 了 哈密 顿 函数 . 
解 ” 曲 线 E = 常数 是 以 O1,O 为 焦点 的 椭圆 , 曲线 m = 常数 是 焦点 相同 的 双 曲 线 (图 205). 
它们 互相 正 交 , 故 
ds? = a?d£? + bdn. 
我 们 来 求 系数 a 和 b， 对 于 沿 椭圆 的 运动 我 们 有 dri = dscosa,dr2 = —dscoso, 故 dn = 
2 cos ads， 对 沿 双 曲线 的 运动 , dri = dssina, drz = dssino, 故 d£ = 2sinads， 所 以 a = 
(2sino) *,b = (2cosa)-!. 由 三 角形 OLMO: XA ri +r} -2rir2 cos a = 4c?, WA 


。 4c? 72 一 r2 2 .2 2riT2 
cos? a — sin? a = 75 1—. cos a + sin^ a = ， 
172 2rır2 
2 2 
2 2 Ti c T2)" — 4c 
一 一 。 也 1 2 
cos? o = Se (ruo maY. sino = (+) T 4e 
AriT2 


但 车 ds? = S aida, W 


312 2 . 
2di 2. Pi 
T=) a> Pi = aifi, H=}, 37 ^U 


所 以 
-p (ri 72)? — 42 +p? 4? —(n—r2? k k 


2rir2 n 2nir2 T1 m 


{B ri Fra = £ ri — r2 = n, 4rir2 = € — s. 所 以 最 后 有 


H 


2 2 2 2 
26° — 4c 24c -n AkE 
Hug t en Gm 


现在 我 们 要 解 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 . 
定义 EZE q 和 55/6g 只 以 组 合 为 p(0s/Bqi, a) 之 形状 出 现在 方程 


oS oS 
Bl (ases "gu 377 a) =0 


中 , 我 们 就 说 变量 g 是 可 分 离 的 . 
这 时 , 求 一 个 以 下 形状 的 解 是 有 用 的 : 


S = Sila) + S'la ,qn). 


847、 求 积 险 密 顿 典 则 方程 的 哈密 顿 - 雅 可 比方 法 : 205 - 


在 这 个 方程 中 令 p (2: D = 6c1, 则 5' 将 适合 一 个 变量 数目 较 少 的 方程 


8S əs 
$; CT asa) =Q. 


4 S$' = S'(q,--- ,qn;c1,c) 是 它 的 一 族 含 参 数 ci 的 解 ， 只 要 S, 满足 常 微分 方程 
7 (Sa) = e, 则 函数 S1 (a1, 01) +S 就 是 所 求 方程 的 解 . 这 个 常 微分 方程 是 容易 


解 的 : 把 aSa 用 qi 与 cl 表示 为 0981/0q = (qm, c) 即 得 51 — | yla, cdda. 
若 新 方程 (99) 中 又 有 一 个 变量 例如 qz 可 分 离 , 可 以 重复 这 个 过 程 ,( 则 在 最 有 
利 的 情况 下 ) 就 可 求 出 原 方 程 的 含 ”个 常数 的 解 


S1(q1; c1) + S2(q2; cl co) 十 … 十 9n(qnici ,Cn). 


这 时 我 们 说 变量 是 完全 可 分 离 的 . 

若 变量 完全 可 分 离 , 就 可 用 求 积 法 求 出 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 81(85/6q,q) =0 的 
En 个 参数 的 解 . 而 相应 的 典 则 方程 组 也 可 用 求 积 法 解 出 ( 雅 可 比 定理 ). 

我 们 将 这 个 方法 用 于 两 个 固定 中 心 问题 . 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 成 为 


2 
(26) a (88) (4d — 1?) = K*(£ — 1?) + 4k. 
这 是 可 以 分 离 变量 的 , 例如 只 需 设 
(2) (€? — 4c?) — 4k€ — KE? = c, 
(Ey (4 — n?) + Ki? = 一 cl 


即 可 . 于 是 可 以 找到 方程 (4) 的 完全 积分 


cl 十 EI -AK€ J 一 cl 一 Can? 
— — Á— dn. 
S(£, 90 C1 c2) =f — 4c? — 3 —— — d£ t 4c — n2 7] 


雅 可 比 定理 用 椭圆 积分 给 出 了 两 个 国定 中 心 的 运动 问题 的 显 式 解 . 关于 这 个 运动 的 
更 详细 的 讨论 可 见 Charlier,[1] 一 书 . 
两 个 固定 中 心 的 吸引 问题 的 另 一 个 应 用 是 研究 一 个 吸引 中 心 场 中 具有 国定 拉力 
这 就 是 一 个 质点 在 一 个 固定 中 心 的 牛顿 引力 作用 和 另 一 个 大 小 方向 都 固定 的 力 
(“拉力 ”) 作用 下 的 运动 问题 . 它 可 以 看 作 是 两 个 固定 中 心 的 吸引 问题 的 极限 情况 . 即 
一 个 中 心 沿 推力 方向 运动 到 无 穷 远 处 时 的 极限 (这 时 其 质量 与 其 距离 平方 成 正比 增 
加 以 保证 拉力 不 变 ). 
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两 个 固定 中 心 的 吸引 问题 的 极限 情况 可 用 椭圆 函数 显 式 地 解 出 . 用 以 上 问题 取 
极限 或 者 直接 对 一 个 固定 中 心 的 场 中 的 固定 拉力 的 运动 问题 作 分 离 变 量 都 可 看 到 这 
一 点 . 在 这 问题 中 使 变量 分 离 的 坐标 可 由 椭圆 坐标 令 一 个 中 心 趋 向 无 穷 取 极限 而 得 . 
这 称 为 抛物 线 坐标 而 由 公式 

u-—r—z, v-—r-crzaz 
给 出 (拉力 沿 着 z 轴 ). 

固定 拉力 问题 的 轨道 的 描述 (其 中 有 许多 是 很 细致 的 ) 可 在 B.B. 别 列 茨 基 “ 天 
体 运动 概 说 ” (Beletzkii,[1]) 一 书 中 找到 . 

再 举 一 个 例子 即 三 轴 椭 球 上 的 测 地 线 问题 @. 这 里 雅 可 比 椭 球 坐标 A1, A2, A3 是 
有 用 的 , 它们 是 


2 


2 2 
Ti T3 T3 

=1, >A >À 
al 十 入 aa 十 入 as 十 入 1 2 3 


的 根 , zi za, za 是 笛 卡 儿 坐 标 . 我 们 不 作 计算 表明 变量 可 分 离 (这 例如 可 在 雅 可 比 
“动力 学 讲义 ”一 书 中 找到 ), 而 只 提 一 下 结果 : 我 们 将 描述 一 下 测 地 线 的 性 态 . 

曲面 Xi = 常数 , A. = 常数 和 AS = 常数 都 是 二 次 曲面 , 称 为 共 焦 二 次 曲面 . 第 
一 个 是 椭 球 面 , 第 二 个 是 单 叶 双 曲面 , 第 三 个 是 双 叶 双 曲 面 椭 球 面 可 以 退化 成 一 椭 
圆 的 内 域 , 单 叶 双 曲面 可 退化 成 或 为 椭圆 的 外 域 或 为 一 个 平面 上 双 曲 线 两 枝 之 间 的 
部 分 , 双 叶 双 曲 面 则 可 退化 为 平面 上 双 曲 线 两 枝 之 外 的 部 分 或 者 成 为 整个 平面 . 

设 所 考虑 的 椭 球 属于 主 半 轴 a > b c 的 一 族 椭 球 椭圆 zl = 0,2; = 0 和 
z3 = 0 都 是 闭 的 测 地 线 . 从 最 大 的 椭圆 ( 即 主 半 轴 为 a, b 的 ) 上 一 点 出 发 沿 着 靠近 该 
椭圆 方向 的 测 地 线 (图 206) 交替 地 切 于 椭 球 和 这 一 族 中 的 一 个 单 叶 双 曲面 和 = 常 
数 的 两 个 闭 截 口 @. 测 地 线 或 者 是 闭 的 , 或 者 在 两 个 闭 截 口 之 间 的 区 域 中 稠密 . 当 测 
地 线 斜 率 增加 时 , 这 双 曲 面 退化 成 为 一 双 曲 线 “ 内 ”的 区 域 , 而 此 双 曲 线 与 椭 球 面 交 
于 四 个 “ 脐 点 ”. 在 极限 情况 下 就 得 到 了 从 脐 点 发 出 的 测 地 线 (图 207). 


图 206 三 轴 椭 球面 上 的 测 地 线 图 207 由 脐 点 发 出 的 测 地 线 


有 趣 的 是 , 从 一 个 脐 点 发 出 的 测 地 线 , 一 定 都 收 束 于 对 面 的 脐 点 , 而 且 所 有 这 些 
测 地 线 长 度 相同 , 注意 到 这 一 点 是 很 有 趣 的 . 所 有 这 些 测 地 线 只 有 一 条 是 封闭 的 , 即 


@ 椭 球 上 的 测 地 线 问 题 以 及 密切 相关 的 椭 球 弹子 问题 最 近 在 与 激光 装置 有 关 的 一 系列 物理 问题 
中 得 到 了 应 用 . 
@ 共 焦 曲 面 的 这 些 截 口 也 是 椭 球 的 曲率 线 . 
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中 间 的 椭圆 亦 即 主 半 轴 为 a, c 的 椭圆 . 如 果 我 们 沿 任 意 的 另 一 测 地 线 在 任意 方向 穿 
过 脐 点 , 则 必 渐 近 趋 向 这 个 椭圆. 

最 后 , 与 最 大 椭圆 相交 得 “更 陡 ” 的 测 地 线 (图 
208) 交替 地 切 于 我 们 的 椭 球 与 一 双 叶 双 曲 面 的 两 个 
ROO, 一 般 地 , 它们 在 这 两 个 截 口 之 间 的 区 域 中 秽 
密 . 半 轴 为 上 和 c 的 小 椭圆 也 属于 这 种 测 地 线 之 列 . 

“ 求 积 一 个 已 知 微分 方程 的 主要 困难 在 于 引入 
方便 的 变量 , 而 这 是 没有 规则 可 循 的 ， 因 此 我 们 必 图 208 袜 球 面 上 切 于 一 个 双 叶 双 
须 走 相反 的 途径 , 先 找 一 些 值得 注意 的 变换 , 再 看 哪 ”曲面 的 测 地 线 
一 些 间 题 可 以 成 功 地 应 用 它们 .”( 雅 可 比 的 《动力 学 讲义 》). 

朗 道 和 利 普 希 芯 的 《力学 》(Landau L.D., Lifschitz E.M.,[1]) 一 书 中 列 出 了 可 用 
球 、 椭 圆 和 抛物 线 坐 标 来 分 离 变 量 的 问题 . 


$48. 生成 函数 
在 本 节 中 我 们 要 对 非 自 由 典 则 变换 造 出 生成 机 数 这 一 工具 . 
A. 生成 函数 S(P,q) 
S g: R” 一 R” 为 一 典 则 变换 而 且 glp, q) = (P,Q). 由 典 则 变换 的 定义 , R?” 
上 的 1- 微 分 形式 
pdq — PdQ = dS 
是 某 函 数 S(p, q) 的 全 微分 . 如 果 可 以 取 Q, q 为 2n 个 独立 坐标 , 这 典 则 变换 就 是 自 


由 的 . 这 时 函数 5 可 以 用 g, Q 表示 并 称 为 生成 函数 S1(q, Q).. 只 要 知道 这 个 函数 就 
可 知道 给 出 这 个 变换 的 2n 个 函数 , 即 由 以 下 关系 式 来 求 出 : 


|. 081(q,Q) _ _051(g,Q) 


但 远 非 所 有 典 则 变换 都 是 自由 的 . 例如 对 于 恒 等 变 换 , q 和 Q = q 就 是 相关 的 . 
所 以 恒 等 变 换 不 能 由 生成 函数 51(q, Q) 给 出 . 但 是 , 我 们 可 以 应 用 勒 让 德 变换 以 得 
出 其 他 形式 的 生成 函数 . 例如 设 取 P, q 为 R” 上 的 独立 的 局 部 坐标 .( 即 使 得 行列 式 
det(O(P, q)/O(p, q)) = det(OP/8p) FAF). 于 是 有 
pda — PdQ = dSVA Kpdq + QdP = d PQ + S). 
把 量 PQ +S 用 (P,q) 表 出 也 称 为 一 个 生成 函数 
@ 它 们 也 是 曲率 线 . 
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对 于 它 , 我 们 有 
p- 052(P, q) _ 95x (P, q) 
ðP C 


Ac. Q) 


反之 , S.P, a) 是 使 行列 式 det (2705) 
Po,qo 


— 052(P, 2) 
(» ( ôq Pogo Go 


附近 , 可 以 由 方程 (2) 的 第 一 组 求 出 P 而 得 一 个 函数 P(p,q)(E. P(po,qo) = P). 
方程 (2) 的 第 二 组 就 定 出 Q(p,q), 而 映射 (p,q) 一 (P,Q) 是 典 则 的 (请 证 明 !). 

问题 求 恒 等 映 射 P = p,Q = q 的 生成 函数 S2. 

答 Pq. 

ik ”生成 函数 SP, q) 很 方便 , 还 因为 (2) 中 没有 负 号 , 而 且 只 要 记 住 恒 等 变 换 的 生成 函数 
是 Pq, 则 它 也 很 容易 记 . 

B. 2" 个 生成 函数 

不 幸 的 是 也 不 一 定 总 能 取 P,g 为 局 部 坐标 ; 然而 总 可 以 取 某 一 组 n 个 新 坐标 


#0 的 任意 函数 , 则 在 点 


P; = (Pas , Pin) Qj;-(Qji.- Qj.) 


MRAR q 合 为 2n 个 独立 坐标 . 
这 里 是 把 集 (l, ,n) 分 划 为 两 个 不 相交 子 集 (i1, sik) 和 (5, tt | Ja-k) 所 
以 一 共有 2 个 情况 . 
定理 4 g: R” — R” hA P(p,q)nQ(pq) 给 出 的 典 则 变换 . 在 每 点 
(po, go) 附近 , 2^ 组 函数 (P,Q q) 中 至 少 有 一 组 可 以 取 为 R 的 独立 坐标 : 
det ( O(pi, Pj d) de O(pi, pj) #0. 
在 该 点 附近 典 则 变换 g 可 以 由 函数 


S3(P,,Q;, q) = (P, Qi) + n — PdQ 
通过 以 下 关系 式 构造 出 来 
P; = -30 (3) 


反之 , 车 (Pi, Qj, q) 是 任意 使 行列 式 det (0255/0 ROq)|n, 4, (R = (P,Q;)) 不 为 零 
的 函数 , 则 (3) 式 在 点 (Po, go) 附近 给 出 一 个 典 则 变换 . 
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定理 的 证 明 与 前 面 给 出 的 & = n 的 情况 几乎 完全 一 样 . HEUS 
证 在 2^ 组 (B, Qj, a) 中 有 一 组 使 行列 式 det(8(P, Qj)/8(pi,pj)) 不 
HERIT. 


考虑 以 上 典 则 变换 9 YE (po, go) 的 微分 ， 把 R” 的 切 空间 与 和 
R?” 自己 等 同 起 来 ,dg 可 以 看 成 是 一 个 辛 变换 S: R” 一 R”. 


证 考虑 R?” 中 的 p 坐标 平面 P( 即 平面 gq = 0)( 图 209). 它 是 
零 化 n- 平 面 , 其 像 SP 也 是 一 个 零 化 平面 把 平面 SP 按 平行 于 其 图 209 非 退 化 
余 坐 标 轴 的 方向 投影 到 坐标 平面 o = {(pi, qj)}, MA n- 维 零 化 平面 ”性 的 检验 
T= ((pj,q)) 的 方向 投影 . 用 T:SP 一 o 表示 这 个 投影 . 

条 件 det(8(P;, Q;)/O(pi,p;)) #0 SER T: SP o FRR. 故 TS 非 奇 异 当 且 
仅 当 工 : SP 一 o 非 奇异 . 换言之 , 零 化 平面 SP 必须 横 截 于 零 化 坐标 平面 5. 但 我 
们 在 节 41 中 已 证 明了 2^ 个 零 化 坐标 平面 中 至 少 有 一 个 横 截 于 SP. 这 意味 着 2" 个 
行列 式 中 有 一 个 非 零 . 口 

问题 这 一 组 2^ 类 生成 函数 不 能 再 少 : 存在 这 样 的 典 则 变换 , 使 这 2^ 个 行列 式 中 只 有 一 
FAFO, 


C. 无 穷 小 典 则 变换 1 


现在 考虑 近 于 恒 等 映射 的 典 则 变换 . 其 生成 函数 可 取得 近 于 Pa 即 恒 等 变 换 的 
生成 函数 . 考虑 可 微 地 依赖 于 参数 < 的 一 族 典 则 变换 ge 使 其 生成 函数 为 


aS aS 
Pq t £S(P,q,&), p-Pteg Q-q4tt5p- ， (4) 


无 穷 小 典 则 变换 即 族 ge 的 等 价 类 : 两 个 族 ge 与 he 若 其 差 是 高 于 一 阶 的 小 量 
ge — he| = O(e?), e — 0 就 说 是 等 价 的 . 
定理 无 穷 小 典 则 变换 满足 哈密 顿 微分 方程 
dP aH dQ| _ 0H 


de |. 0g de eo ôP’ 
其 哈密 顿 函数 是 H (p. q) = S(p, q,0). 
证 由 (4), 当 ce 一 0 时 PP 一 p EI. 口 
系 相 空 间 R” 的 一 个 单 参数 变换 群 满足 哈密 顿 典 则 方程 当 且 仅 当 这 些 变换 是 
典 则 变换 ， 


@ 在 不 同 的 教 本 中 , 生成 函数 之 类 型 少 则 为 4, 多 则 到 an 
DÆ Arnold, Avez,[1] 附录 32, B. 一 一 日 译 者 注 
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哈密 顿 函数 H 称 为 “无 穷 小 典 则 变换 的 生成 函数 *， 我们 
注意 到 , 与 生成 函数 S 不 同 , H 是 相 空 间 中 点 的 函数 , 是 与 此 
变换 不 变 地 相关 . 
函数 五 的 几何 意义 很 简单 . 令 zy 为 R” 中 的 两 点 (图 
210), y 是 连接 它们 的 一 条 曲线 , 9y = y — c, 考虑 典 线 y 在 变 
H g,,0 < + < es 下 的 像 ; 它们 形成 一 个 带 ole) 现在 考虑 形 
图 210 哈密 顿 函 数 的 。 式 w2 pdp; 人 dq; 在 二 维 链 ole) 上 的 积分 , 并 且 利用 ôo = 
几何 意义 、 A 
ge — YF gy — gez 这 一 事实 . 


im ff = HO) ~ Hi) 
存在 而 且 不 依赖 于 等 价 类 ge 中 代表 元 的 取 法 . 
由 此 又 一 次 得 到 熟知 的 
X 在 典 则 变换 下 , 典 则 方程 的 形状 不 变 , 哈密 上 顿 函数 也 相同 ， 
我 们 已 计算 了 哈密 顿 函数 的 变化 而 只 用 了 无 穷 小 典 则 变换 和 R 的 辛 构 
造 一 一 w2. 


问题 证 明 


第 十 章 ” 摄 动 理 论 介绍 


所 谓 摄 动 理论 是 由 一 些 很 有 用 的 方法 组 成 的 , 这 些 方法 可 以 用 来 求 “ 摄 动 问题 
的 近似 解 , 而 这 些 问题 很 接近 “ 非 摄 动 问题 ”, 而 可 以 精确 解 出 . 如 果 我 们 研究 的 是 一 
小 段 时 间 中 的 运动 , 这 些 方法 的 合理 性 很 容易 论证 . 但 是 摄 动 理论 的 结论 对 于 一 个 
很 长 的 甚至 无 限 的 时 间 区 间 中 的 运动 可 信 到 什么 程度 , 对 此 我 们 所 知 其 少 . 

我 们 将 看 到 , 许多 “ 非 摄 动 ”的 可 积 问 题 的 运动 都 是 条 件 周 期 的 . 在 研究 非 摄 动 
问题 时 , 尤其 在 研究 摄 动 问题 时 , 一 种 特殊 的 辛 坐 标 , 称 为 “作用 量 - 角 ”变量 , 是 很 
有 用 的 . 最 后 , 我 们 将 证 明 一 个 定理 以 讨论 单 频率 系统 的 摄 动 理论 , 并 将 证 明 作用 量 
变量 在 这 种 系统 中 的 绝热 不 变性 . 


849. 可 积 方程 组 


为 了 求 积 一 组 2n 个 常 微分 方程 , 需要 知道 2n 个 首次 积分 . 但 结果 是 , 若 有 一 组 典 则 微分 方 
程 组 , 时 常 只 要 n 个 首次 积分 就 够 了 一 一 每 一 个 能 把 方程 组 的 阶 数 降低 二 阶 而 不 只 是 一 阶 . 
A. 关于 可 积 方 程 组 的 刘 维 尔 定理 
回忆 一 下 , F ERA RTRA H 的 典 则 方程 组 的 一 个 首次 积分 , 当 且 仅 当 泊 
松 插 绝 恒 为 零 
(H,F)=0. 
EX 辛 流 形 上 的 两 个 函数 F 和 m 称 为 互相 对 合 , 若 其 泊 松 括 弧 为 零 . 


刘 维 尔 证 明了 , 若 对 一 具有 个 自由 度 ( 即 相 空 间 维 数 为 2n) 的 系统 , 已 知 n 
个 独立 的 互 为 对 合 的 首次 积分 , 则 它 可 用 求 积 法 积 出 . 
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这 个 定理 的 确切 说 法 是 : 设 在 2n AFABLA n 个 互相 对 会 的 函数 
Fipe, Fn; (Fi, F) =0, ij =1,2, n. 
考虑 这 些 函 数 的 一 个 等 值 集 
Ms = {x: F(z) = fui = 1,.… n}. 

设 这 nn 个 函数 F; Æ Mj 上 独立 (FP. n A 1- 形式 dE; Æ M, 上 的 各 点 线性 无 关 ). 则 

1. M, 是 光滑 流 形 且 在 哈密 顿 函数 为 H =F 的 相 流下 不 变 . 

2. 若 流 形 M 是 紧 且 连通 的 , RC EZ S) RET n 维 环 面 

T" = {PDb 2njmod 21). 

3. A H 为 哈密 顿 函 数 的 相 流 在 M; 上 决定 一 个 条 件 周 期 运动 , 即 在 角 坐 标 

e = (p1,… ,pn) 中 有 
de 


u^ w= w(f). 


4. VA H 为 哈密 顿 水 数 的 典 则 方程 组 可 用 求 积 法 积 出 . 

在 证 明 这 个 定理 之 前 , 先 注 意 其 几 个 系 . 

系 1 车 对 一 个 自由 度 为 2 的 典 则 方程 组 知道 一 个 与 哈密 顿 函 数 万 独立 的 首 
次 积分 F, 则 此 方程 组 可 用 求 积 法 积 出 ; 相 空间 中 的 紧 连 通 二 维 子 流 形 日 =h,FF=f 
是 不 变 的 环 面 , 而 其 上 的 运动 是 条 件 周 期 的 . 

证 万 与 瑟 互 相对 合 , 因为 是 以 H 为 哈密 顿 函数 的 方程 组 的 首次 积分 ， 口 

现在 举 一 个 具有 三 个 自由 度 的 力学 系统 的 例子 , 考虑 一 个 有 重 的 对 称 拉 格 朗 日 
陀螺 , 它 固定 在 其 轴 上 一 点 . 有 三 个 显然 的 首次 积分 H, M, 和 Ms. 容易 验证 M, M3 
互相 对 合 . 此 外 相 空 间 中 流 形 H = h 是 紧 的 . 因此 不 需 计 算 即 可 指出 , 对 于 大 多 数 
RRO, 陀螺 的 运动 是 条 件 周 期 的 : 相 轨 道 填 满 三 维 环 面 H = ct Ms = cz, Ms = 
ca. 相应 的 三 个 频率 分 别称 为 基本 旋转 、 进 动 与 章 动 频率 . 

从 以 下 的 事实 中 可 以 得 到 其 他 的 例子 : 若 一 个 典 则 方程 组 可 用 哈密 上 顿 - 雅 可 比方 
法 积 出 , MUECA n 个 互相 对 合 的 首次 积分 . 

这 方法 在 于 求 一 典 则 变换 (p,q) 一 (P,Q) 使 P; 为 首次 积分 . 但 函数 PLURI P; 
显然 互相 对 合 . 

上 述 事实 特别 可 应 用 于 两 个 固定 中 心 的 吸引 问题 . 其 他 例子 也 很 容易 找 . 事实 
E, 以 上 的 刘 维 尔 定理 包括 了 运 今 一 切 可 以 积 出 的 动力 学 问题 . 


B. 刘 维 尔 定理 的 证 明 的 前 一 部 分 
现在 转 到 定理 之 证 明 . 考虑 首次 积分 的 等 值 集 : 
Ms = {7:F = fii = l,- ,n]. 
@ 积 分 的 奇异 等 值 集 是 例外 , 这 时 没有 独立 性 . 
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由 假设 , n 个 1 形式 dFi 在 My 之 各 点 上 线性 无 关 ; BOR ESPROERE, My 是 2n 维 
相 空 间 的 n 维 子 流 形 . 

引 理 1 在 nn 维 流 形 Mj 上 存在 着 n 个 相互 可 换 的 在 每 一 点 线性 无 关 的 切 拓 
量 场 . 

证 相 空 间 的 辛 构造 定义 了 变 1- 形 式 为 矢量 场 的 算 子 了 了 变 dE, X IdF; B 
以 F 为 哈密 顿 函 数 的 方程 组 的 相 速度 场 . 我 们 要 证 明 IdF;iX n 个 场 切 于 My, 可 换 
而 且 互 相 无 关 . 

IdF; 在 My 之 每 一 点 的 无 关 性 可 由 dE; 之 无 关 性 和 同 构 了 的 非 奇 异性 得 出 . 场 
IdF; 是 互相 可 换 的 , 因为 其 哈密 顿 函数 的 泊 松 括 弧 (F5, Fj) m 0. 同 理 F; 在 场 IdF; 
的 方向 的 导数 等 于 零 , ij = 1,2,… ,n, 于 是 场 IdF; 切 于 My, 引 理 1 证 毕 . o 

我 们 要 注意 ， 实际 上 我 们 所 证 明 的 已 多 于 引 理 1: 

V. 流 形 My 在 以 Fi 为 哈密 顿 函数 的 相 流 g 下 不 变 , 而 这 n 个 相 流 又 是 可 交 
换 的 : gig? = gigi. 

1". 流 形 My 是 零 化 的 ( 即 25 X, w? Æ TMj 上 为 0). 

这 是 因为 n 个 矢量 IdF; 互 为 斜 正 交 ((F;, F;) = 0) 而 且 构 成 流 形 My TE z 的 
切 空间 的 基底 . 


C. BE R” 的 作用 为 传递 的 流 形 


我 们 要 应 用 下 述 拓扑 命题 (证 明 在 节 D 中 完成 ). 

引 理 2 令 M" 29 — n 维 紧 连 通 微分 流 形 , 其 上 有 n 个 可 交换 且 在 各 点 线性 无 
关 的 矢量 场 . 这 时 M? 微分 同 胚 于 m 维 环 面 Tm. 

证 令 gi,i= 1,… ,n 表示 相应 于 个 已 知 矢量 场 的 M? 之 微分 同 胚 的 单 参 数 
群 . 因为 这 些 矢量 场 可 交换 , HE gt 和 g3 也 可 换 . 因此 我 们 可 以 定义 可 换 群 R^ = {t} 
在 流 形 M" 上 的 作用 g: 


gt: M” > M^, g'-gy-egp (t= (hi tn) E€ R”). 
显然 , g*** = g* -g*, t, s E R^. 固定 一 点 zo € M. 有 了 映射 
g:R*— M", g(t) = g'zo. 


(点 zo 先 沿 第 一 个 流 的 轨道 运动 时 间 4, 再 沿 第 二 个 流 运 动 时 间 ts 等 等 .) 

问题 1 证 明 O € 及 "的 充分 小 邻 域 V( 图 211) 被 9 映 为 zo 领域 中 的 区 图 : 每 点 zo c M" 
都 有 一 个 邻 域 U(zo EU C M) ag 将 V 微 分 同 胚 地 映 到 U 上. 

提示 “应 用 隐 函 数 定理 以 及 场 在 zo 线性 无 关 . 

问题 2 证 明 g: R^ 一 MEE. 

提示 “用 一 曲线 连接 点 x € M 与 zo( 图 212). 用 有 限 多 个 上 题 中 的 邻 域 U 覆盖 此 曲线 , 并 
定义 上 为 相应 于 各 段 曲 线 的 平移 t; ZA. 
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图 211 问题 1 图 212 问题 2 


我 们 要 注意 , 映射 g: R” 一 M" 不 可 能 是 一 对 一 的 , 因为 M^ 为 紧 而 R^ 不 是 . 
考虑 点 zo c M^ 的 原 像 的 集合 . 

定义 点 zo 的 恒定 群 即使 gtzo = zo 的 te R^ 之 集合 工 . 

问题 3 证 明 IT 是 R^ 的 子 群 且 与 zo XX. 


解 若 gszo = zogtzo = zo, 则 g^**zo = g*g'zo = g*zo = £o, 97 


所 以 工 是 R" 的 子 群 . 若 z= grzo d tcr, 


t —t,t 
To =g g Xo = To. 


t+r 


gíz = gt" zo = g^ g to = g^ To = T. 


这 样 , 恒定 群 工 是 R^ 的 与 zo 无 关 的 适当 定义 子 群 . 特别 , t = 0 显然 属于 工 . 
问题 4 WHE OER 的 充分 小 邻 域 VV PR £— 0 外 没有 恒定 群 之 其 他 点 . 

提示 ”映射 g :V 一 U 是 微分 同 胚 . 

问题 5 证明 在 任何 点 & ET CR" 的 邻 域 二 十 V PR t 外 没有 恒定 群 的 其 他 点 (图 213). 


& o” 


图 213 问题 5 图 214 平面 的 离散 子 群 
所 以 恒定 群 之 点 在 R^ 中 是 离散 的 . 这 种 子 群 称 为 离散 子 群 . 
例 令 el,… ,ex ÆR 的 个 线性 无 关 矢量 . 其 整 系数 线性 组 合 之 集 (图 214) 
Miei 十 … 十 Tek， mi€EZ={.,—2,—1,0,1,2,...} 
构成 R 的 离散 子 群 . 例如 平面 上 所 有 整 点 的 集合 就 是 平面 上 的 离散 子 群 . 
D. R^ 的 离散 子 群 


我 们 现在 要 用 到 一 个 代数 事实 : 上 面 举 出 的 例子 已 包含 了 RP 的 所 有 离散 子 群 . 
确切 些 说 , 我 们 要 证 明 
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53:8 3 ArT Xj R7 的 离散 子 群 这 时 必 存 在 个 (0cxken) 线性 无 关 秋 量 
el ,ekeED 使 工 恰 为 其 所 有 整 系数 线性 组 合 之 集合 . - 


证 ”我们 将 认为 R 带 有 某 个 欧 氏 构造 . 我 们 恒 有 Ocr. 若 
T = (0), 则 引 理 得 证 . 否则 必 存 在 点 eo € T, eo 关 0( 图 215). 考虑 
直线 Reo. 我 们 将 证 明 工 在 此 直线 上 的 元 素 中 , 必 有 一 点 el 最 接 
近 于 O. 事实 上 , 在 以 O 为 心 , leo| 为 半径 的 圆 盘 内 , 只 有 有 限 多 
ArT 中 的 点 (前 已 见 到 , 工 之 每 一 点 x 都 有 一 个 同样 大 小 的 邻 域 215 关于 离散 
V 其 中 没有 工 的 其 他 点 ) 在 这 有 限 多 个 位 于 圆 盘 内 且 在 直线 Reo“ 子 群 引 理 的 证 明 
的 工 的 点 中 , 最 接近 O 的 点 将 是 整个 直线 上 最 接近 O 的 工 之 点 . 这 个 点 el 的 整数 
f& (mei, m € Z) 即 直线 Reo 与 工 之 交集 . 事实 上 mei 这 些 点 将 直线 划分 为 长 度 为 
jei] 的 小 段 . 若 在 其 中 一 段 (mei, (m+ 1)e1) FAA e €T, W e — me, 将 比 el 更 靠 
yr O. 

车工 中 没有 直线 Re 外 之 点 , 引 理 得 证 . REAA ecT eX Rei 我 们 将 证 必 
有 一 点 ez € T 最 靠近 直线 及 el( 但 又 不 在 其 上 ). 将 e 正 交 投影 到 Re, E. 投影 恰好 
落 在 一 个 小 区 间 A = (eim «A « m1 P. 考虑 以 A 为 轴 , 以 A 5 e 的 距离 为 
半径 的 正 圆柱 . 其 中 有 和 群 D 的 有 限 多 个 (不 能 没有 ) 点 . S ea 是 其 中 最 靠近 轴 Re; 
而 又 不 在 其 上 的 点 . 


问题 6 证 明 [之 任意 不 在 Re, 上 的 点 e 到 此 轴 的 距离 均 大 于 
或 等 于 ez 到 Rei 的 距离 . 

提示 平移 mei, 可 将 e 到 轴 的 投影 移入 人 内 . 

ei 5j eo 的 整 系数 线性 组 合成 为 平面 Rei + Re; 的 
格 点 . 图 216 问题 7 

问题 7 ”证明 工 中 除 el 与 es 的 整 系数 线性 组 合 外 不 再 有 点 在 
平面 Rei Re; 上 . 

提示 ”将 此 平面 分 划 为 平行 四 边 形 A = uei + Asez) mi < 
A; mi 十 1 (图 216). Zi P 中 有 一 点 ee € A,e Z miei t maes, WA e — miei — me: 会 比 
eo 更 靠近 Re. 

zi T 在 了 el 十 了 ez 外 没有 其 他 点 , 则 引 理 证 毕 . 设 有 一 点 eeT 在 此 平面 外 . 则 
必 有 一 点 es € T 最 靠近 Rei + Reo; AE miei + me + mes, mi 为 整数 , 穷尽 了 
D 在 三 维 空间 Re; t Re; + Res 中 的 点 . AT 还 有 其 他 点 , 又 取 最 近 于 这 个 三 维 空 
间 中 之 点 , 依 此 类 推 . 

问题 8 证 明 这 个 最 接近 的 点 恒 存在 . 

提示 取 “ 柱 ”C 中 的 有 限 多 个 点 的 最 近 者 . 

注意 , 矢量 el, ez, es … 线性 无 关 . 因为 它们 都 在 R^ 中 , 所 以 最 多 有 个 ,<n. 

问题 9 WHATA e1,- ,ek 的 整 系数 线性 组 合 所 穷尽 . 
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提示 将 有 Rel 十 :… 十 Rexk 分 划 为 平行 体 A 并 证 明 工 中 没有 点 在 任 一 A 中 . 若 有 一 点 e E 工 
在 平面 Rei +- Rey 之 外 , 则 以 上 的 作法 还 没有 完 . 

引 理 3 得 证 . . 口 

现在 容易 证 明 引 理 2:My 微分 同 胚 于 环 面 T”. 

考虑 上 个 贺 和 n 一 k 条 直线 的 直 积 : 


T* X R” = (o Uo Pki Yit , Yn—k }, pmod2r, 


以 及 自然 的 映射 p: R” 一 T* x R", plp, y) = (pmod2r, y). 点 fi, fs € R"(fi 
之 坐标 为 p; = 27, pj = 0, = 0) HERH O. 

S e1,… ,ep ET c R* ERT HERT ( 引 理 3). 将 矢量 空间 R = ((v,y)) 
用 同 构 A: R^ — R” 映 到 R” = (t) E, 使 f; 变 为 ei. 

我 们 注意 , R^ = (qo, y)) 是 TF x R^-* 的 区 图 , R^ = (t) 是 流 形 M; 的 区 图 . 

问题 10 证 明 区 图 的 映射 A:R” — R^ 给 出 一 个 微分 同 胚 A: T* x R"7* 5 My. 


R^2((0,9)) S R^- (t) 


P| |e 


TEx R —> M, 
A 


但 由 假设 流 形 Mi 为 紧 , W k= n 而 My 是 一 个 n 维 环 面 . SIER2uER. o 
由 引 理 1 可 知 , 定理 的 前 两 个 论断 均 已 得 证 . 
问题 11 证 明 在 哈密 顿 函 数 为 H 的 相 流 作用 下 , BEER p 随时 间 匀 速 变动 


i= wi, wi=wi(f), plt) = p0) + wt. 
换言之 , ERER M; 上 的 运动 是 条 件 周期 的 . 
提示 wp = A-1t. 


现在 , 定理 的 所 有 论断 中 未 证 的 只 有 最 后 一 个 : 方程 组 可 用 求 积 法 积 出 . 


850. 作用 量 - 角 变量 

我 们 要 在 这 里 证 明 , 在 刘 维 尔 定理 的 条 件 下 , 可 以 找到 辛 坐 标 (I, gp) 使 首次 积 
HFF RE I My 是 环 面 My 上 的 角 坐 标 . 

A. 作用 量 - 角 变 量 的 描述 


我 们 在 节 49 中 研究 了 一 个 紧 连 通 流 形 即 首次 积分 的 等 值 流 形 : M; = {z : 
F(x) = f]; 后 来 得 知 它 是 n 维 环 面 而 对 相 流 不 变 . 我 们 在 My 上 取 角 坐标 yp; 使 
具有 哈密 顿 函数 H = 五 的 相 流 形状 特别 简单 : 


de Lu). pl) eO) t. 
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现在 将 要 看 n 维 流 形 M, TE 2n 维 相 空间 中 的 邻 域 . 
问题 ”证明 流 形 Mg 有 一 邻 域 微分 同 胚 于 n 维 环 面 T" 与 on 维 欧 氏 空 间 中 的 圆 盘 D^ 之 
ER. 
HR 取 上 面 作 的 函数 F 与 角 pi 为 坐标 . 因 dF; 线性 无 关 , 函数 F 与 pi(i =1, n) 
给 出 My 之 邻 域 到 直 积 T x D^ 的 微分 同 胚 . 
以 H = Fi AREARE (Fe) 下 可 以 写成 以 下 形状 极 简单 的 
2n 个 常 微 分 方程 
dF y de. 
dt "o dt 
它 很 容易 求 积 : F(t) = F(0), e(t) = p0) + w(F(0))t. 
因此 为 了 显 式 地 积 出 原 典 则 方程 组 ， 只 需 以 显 式 求 出 v 变量 , 而 这 又 可 用 求 积 
法 得 出 . 变量 y 的 一 个 作法 如 下 . | 
要 注意 , 变量 (Fo) 一 般 不 是 辛 坐 标 . 但 是 有 F HRA I = I(F) 存在 , I = 
(D, In) 使 变量 (I, yp) 为 辛 坐标 : 原来 的 辛 构造 uU? 可 用 它们 按 通常 的 公式 表 出 : 


w(F), (1) 


w? = X dl; ^ dioi. 


变量 p 称 为 作用 量变 量 @; 它 和 角 变 量 yp 一 起 构成 了 M, 邻 域 中 的 作用 量 - 角 典 则 
坐标 系 . 
量 f; 是 以 有 H = 所 为 哈密 顿 梢 数 的 方程 组 之 首次 积分 , 因为 它们 是 首次 积分 F; 
的 函数 . 反 过 来 , F 也 可 用 了 来 表示 , 特别 是 , H = A = HU). 在 作用 量 - 角 变量 中 
流 (1) 的 微分 方程 成 为 
Z z0, 2 =I). (2) 


问题 (2) 中 的 w(I) 能 不 能 是 任意 函数 ? 

解 在 变量 (Lu) 下 流 (2) 的 方程 具有 以 HD) 为 哈密 顿 函数 的 典 则 形式 . 因此 w(T) = 
从 ; 因此 若 自由 度 n > 2,w(I) 不 会 是 任意 的 , 而 满足 对 称 条 件 了 二 ei 

作用 量 - 角 变 量 对 摄 动 理论 特别 重要 . 我 们 将 在 节 52 中 说 明 它 们 对 绝热 不 变量 
的 应 用 . . 


B. 自由 度 为 1 时 作用 量 - 角 变 量 的 作法 
相 平面 (p, o) 上 的 单 自由 度 力 学 系 由 哈密 顿 函数 H(p, q) 给 出 
例 1 对 谐振 子 , H= 3p? zai 而 在 一 般 情况 下 则 为 H = zap + Lig 
例 2 数学 摆 的 H = 3p? -cosq. 两 例 中 均 有 紧 闭 曲线 M(H = h) 存在 , 节 49 
之 定理 的 条 件 对 n = 1 成 立 . 
@ 不 难看 到 , I 具有 作用 量 的 量 纲 . 
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为 了 作出 作用 量 - 角 变 量 , 找 一 个 典 则 变换 (pz,9) — (1,p) 使 它 满足 下 面 两 个 条 
件 : 
1. I — I(Rh), htec (3) 


问题 求 简单 谐振 子 五 = d ege 的 作用 量 - 角 变量 . 
BS X ro 为 极 坐 标 , 则 dp 人 dq = rdr A dọ = d(r?/2) ^ d. 因此 , I = H = (p? + q?)/2. 
为 在 一 般 情况 下 作出 典 则 变换 (p, 9) 一 (v), 我 们 来 找 它 的 生成 函数 


_ 9S(1,q) 05(L9) y (ES ) = k(I) 


A h) emi HaT, 使 得 每 个 曲线 My, 都 是 由 I RER (My = Mun) 于 是 对 
于 固定 的 工 值 , 由 (4) 有 
dS|,_ 常 数 = pdq. 
这 个 关系 式 在 曲线 Mun 上 决定 一 个 完全 确定 的 1- 形 式 d5. 
WHR Micz) 积分 这 个 1- 形 式 即 (在 点 go 附近 ) 得 到 函数 


q 
S(1,q) =f pdq. 
qo 


这 函数 将 是 变换 (4) 在 点 (1, qo) 附近 的 生成 函数 . 条 件 (3) 中 的 第 一 个 自动 成 
立 : 了 = I(h). 为 了 验证 第 二 个 条 件 , 考虑 S(I,q) 的 “大 范围 ”的 性 态 . 
绕 闭 曲线 Myr 一 周 后 , pda 之 积分 增加 了 Mre) 所 围 区 域 的 面积 TI 


AS(I) = f pdq. 
Myr) 
所 以 函数 S 是 Mun 上 的 FARR: 相差 TD 的 整数 倍 未 定 ， 这 一 项 对 导数 


35(1,9)/34 无 影响 , BIE y = 27 成 为 多 值 . 由 是 这 一 导数 相差 gAs 之 整数 
们 未 定 . 更 确切 地 说 ,(4) 在 曲线 的 上 定义 1- 形 式 dp, 而 它 在 Mra 上 的 积分 等 
T dAS(D/dl. 


为 了 满足 第 二 个 条 件 $ do = 2r, 我 们 需要 
M, 


d AS Im 
ZE I= $ paa 是 相 曲线 H = h 所 围 的 面积 . 
Mr 


定义 具有 哈密 顿 函数 H(p, 0) 的 一 维 问题 的 作用 量变 量 即 (h) = (1/27)H(h). 
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我 们 最 后 得 到 以 下 结论 . 令 T eo. 函数 AI) WRR Ih) 是 有 定义 的 


定理 记 S(Lg) = nm 公式 (4) 给 出 满足 条 件 (3) 的 典 则 变换 
(p,9) 一 (1, 9). 
这 样 作出 了 一 维 的 作用 量 - 角 变 量 . " gu 
问题 求 谐振 子 的 5 与 工 m 
& XH Loy! IUS (8 217), Mi EWA, 所 围 面积 C — 7 
PME MD. 


II(A) = n(V2h/a) - (V2h/b) = 2rh/ab = 2rh/w. 所 以 对 于 谐振 子 ， H-h 
作用 量变 量 就 是 能 量 与 频率 之 比 . 角 变量 p 自然 就 是 振动 的 相 . . 
图 217 谐振 子 的 作用 量变 


问题 “证明 绕 相 平面 (p,q) 上 的 闭 曲 线 采 二 k 运动 的 周期 了 ak 
等 于 此 曲线 所 转 面 积 对 hh 的 导数 


dl1(h) 


T= A 
dh 


解 ” 在 作用 量 - 角 变量 中 方程 (2) 给 出 
. OH dI! di! 2r dH 
ezala) -m(m) o Tv 
C. R” 中 作用 量 -- 角 变量 的 作法 


现在 我 们 转 到 R?” = {(p, q)) PHR RAR H(p,q) 给 出 的 ”自由 度 力 学 系 ， 
TUB n 个 互相 对 合 的 首次 积分 Fi = H, Foo ,及 .我 们 不 再 重复 一 维 时 导出 应 选 


取 27r7 = f pda 的 推理 而 直接 定义 n 个 作用 量变 量 工 


y; 上 的 增 量 当 i = j 时 为 2r. 24 62: 5 时 则 为 0). 令 
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Lf) = x: f, pda (5) 


图 218 作用 量变 量 与 
积分 路 径 的 无 关 性 


问题 ”证明 此 积分 与 代表 循环 的 曲线 y; 的 选择 无 关 (图 218). 
提示 ”在 节 49 中 我 们 已 证 明了 2- 形 式 w? = Edp: ^ dq; 在 流 形 My 上 为 零 . 故 由 斯 托 克 


斯 公式 
$-fraa= [f ^22 5. 
Y y s 

这 里 ðo=y-y. 


定义 (5) 式 给 出 的 ”个 量 (了 ) 称 为 作用 量变 量 


我 们 现在 设 7 个 量 对 nn 个 首次 积分 Fi 的 已 知 值 fi 是 独立 的 : det(01/0f)] ， 
x 0. 于 是 在 环 面 My 附近 可 以 取 变 量 I, y 为 坐标 . 
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定理 变换 (p,q) 一 (Dep) 是 典 则 的 , 即 有 
X dpi ^ dqi = X dh ^ dii. 
我 们 给 出 定理 证 明 概 要 . 考虑 My 上 的 1- 微 分 形式 paa. 
v Ej 因为 流 形 My 是 零 化 的 ( 节 49) 这 个 Mg 上 的 1- 形 式 是 闭 的 : 
2 MM 其 外 微分 w? = dp Ada 在 Mj 上 恒 为 零 . 因此 (图 219) 


S(z) = / paa 


0 


M; 
之 
MEA 二 在 积分 路 径 变形 时 不 变 (斯 托 克 斯 公式 ) 于 是 S(z) 是 My 上 


的 “多 值 函 数 ”, 而 其 周期 为 


AiS =f dS = 271;. 
Yi 


现 令 zo 是 My 上 之 一 点 而 在 其 邻 域 中 My 以 n 个 变量 q 为 坐标 , 使 子 流 形 
My C R” 由 n 个 方程 p = pl, a), a(zo) = qo 给 出 . 在 qo 的 单 连通 邻 域 中 有 单 值 
函数 


S(1,q) — f otoa 


存在 , 我 们 用 它 为 典 则 变换 (p, q) 一 (I, p) 的 生成 函数 : 
88 əs 


Tag ^ Or 


不 难 验证 这 些 公 式 不 仅 在 所 考虑 的 点 附近 , 而 且 在 My 的 邻 域 中 大 范围 地 给 出 典 则 
变换 . 这 时 , 坐标 qo 将 是 多 值 的 , 而 且 如 所 求证 , 其 周期 为 


Aij 一 Ar 一 ap^ 一 jp = 2nó;. 口 
我 们 现在 注意 到 ， 整 个 以 上 的 作法 都 只 用 到 “代数 ”运算 (函数 反 演 ) 和 SR 
积 "一 一 计算 已 知 函 数 的 积分 . 因此 求解 2n 个 方程 的 典 则 方程 组 , 若 已 知 其 ”个 对 
合 的 首次 积分 , 可 用 求 积 法 解 出 , 这 就 证 明了 刘 维 尔 定 理 的 最 后 一 个 论断 . 
ibi 甚至 在 一 维 情况 下 , 作用 量 - 角 变 量 也 不 能 由 (3) 唯一 决定 . 我 们 还 可 以 取 忆 = De 常 
数 为 作用 量变 量 , 取 w = yp + c(D) 为 角 变 量 . 


p 
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注 2 ”我 们 对 相 空间 为 R?^ 的 方程 组 作出 了 作用 量 - 角 变量 . 也 á 
可 以 对 任意 辛 流 形 上 的 方程 组 作出 作用 量 - 角 变 量 . 这 里 限于 一 个 简 
单 例子 (图 220). 2 

我 们 可 以 用 柱 面 R! x S! (835 27 整数 倍 的 角 q 视 为 相同 角 ) 而 
不 用 平面 (4) XE (H = 3p? - cosa) 之 相 空间 5 

临界 等 值 线 H = 士 1 分 柱 面 为 三 部 分 : 4, B 和 C, 每 部 分 均 微 图 220 辛 流 形 上 的 作用 
PREFER R x 51. 在 每 部 分 中 我 们 都 可 以 引入 作用 量 _ 角 变量 重 - 角 变 量 
有 界 部 分 (B) 的 闭 轨道 表示 摆 的 振动 ; 无 界 部 分 中 的 闭 轨道 表示 旋转 . 

HOS 在 一 般 情况 下 , 和 上 面 分 析 的 例子 一 样 , 方程 F = fl ITRE f. 值 不 再 是 无 关 的 ， 
Mj 也 不 再 是 流 形 .了 的 这 些 临界 值 对 应 于 将 可 积 问 题 的 相 空 间 分 成 几 部 分 (如 上 例 的 A, B,C) 
的 分 界 曲线 . 在 有 些 部 分 里 流 形 My 可 能 是 无 界 的 (如 柱 面 R! x S" 中 的 A 和 C); 另 一 些 则 分 
层 成 为 My 的 n 维 不 变 环 面 ; 在 这 些 个 环 面 的 邻 域 中 我 们 可 以 引入 作 用 量 - 角 变量 . 


851. 平均 化 
我 们 将 在 本 节 证 明 , 对 于 做 条 件 周 期 运动 的 力学 系 , 时 间 平 均 和 空间 平均 相等 


A. 条 件 周 期 运动 


在 本 书 以 前 各 节 , 我 们 时 常 遇 到 条 件 周 期 运动 : 如 利 萨 如 图 形 ， 陀螺 的 进 动 、 章 
动 、 旋 转 等 等 . 


定义 令 T on 维 环 面 , p = (p1,… ,pn)mod 2 为 角 坐 ^ 
标 . 条 件 周 期 运动 是 由 以 下 微分 方程 所 给 的 微分 同 胚 T" 一 T" 的 2r 
单 参数 群 (图 221): 


Q-uw, w= (w, Wn) 二 常数. 0 In A, 
图 221 条 件 周期 
这 些微 分 方程 很 容易 积 出 来 : 运动 


e(t) = v(0) + wt. 


所 以 在 区 图 (o) 中 轨道 是 直线 . 环 面 上 的 一 条 轨道 叫做 一 个 螺旋 线 . 

B) 令 n= 2. 若 wi/wz = ki/ka 是 整数 之 比 , 轨迹 是 闭 的 ; 若 w/w 是 无 理 数 , 轨迹 在 环 
面 上 稠密 ( 见 节 16). 

E wi,… ,wn 称 为 条 件 周 期 运动 的 频率 . 若 它们 在 有 理 数 域 上 线性 无 关 , ME 
k e Z^ OTi ELI (Kk, uw) = 0, VA k = 0, 就 称 这 些 频 率 是 独立 的 . 


ORP k= (ki1,… , ko), ki 是 整数 . 
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B. 空间 平均 和 时 间 平 均 
令 f(p) 是 环 面 T^ 上 上 的 可 积 函 数 . 
定义 XM T^ 上 的 函数 /之 空间 平均 即 数 


2r 2r 
F= co/ f fp)dp1 den. 


考虑 函数 f(w) 在 轨道 p(t) = vo + ot 上 之 值 . 它 是 时 间 的 函数 f (uoo + vt). 考 
虑 它 的 平均 值 . 


定义 环 面 T" 上 的 函数 /之 时 间 平 均 即 函数 
T 
六 oo) = dim pf fpo+ ott 
( 当 极 限 存在 时 有 定义 )， 

关于 平均 值 的 定理 车 /连续 且 频 率 wi 独立 , 则 其 时 间 平 均 处 处 存在 而 且 与 
空间 平均 相等 . 若 函 数 f 在 环 面 上 , f (po 十 wt) 在 t 轴 上 歼 曼 可 积 . 则 时 间 平 均 也 存 
在 , 且 与 空间 平均 相等 ， 

问题 ”证明 若 频率 不 独立 , 则 时 间 平 均 可 能 与 空间 平均 不 同 . 

RI 若 频率 是 独立 的 , 则 各 轨迹 p 均 在 环 面 T" LAR. 

证 假设 不 然 , 则 在 环 面 的 某 点 之 某 邻 域 D 中 没有 轨迹 p(t) 上 之 点 .容易 
作出 一 个 连续 函数 f 使 在 D 外 恒 为 零 而 且 空 间 平 均 为 1， 轨 迹 p(t) 的 时 间 平 均 
f' (qo) 2 0 x 1. 这 与 定理 结论 矛盾 . o 

系 2 XS EIE, 则 每 个 轨迹 均 在 环 面 T" 上 均匀 分 布 . 

这 意味 着 , 轨迹 停留 在 邻 域 D 中 的 时 间 与 D 的 测度 成 正比 . 

更 确切 些 说 , S D 为 环 面 T" 上 的 一 ( 若 尔 当 ) 可 测 区 域 . 用 rp (D) 表 在 时 间 区 
间 0 和 ti 委 了 内 轨迹 停留 在 D 中 的 时 间 . 这 时 


.. Tp(T) | mesD 
jp T e 
证 把 以 上 定理 应 用 到 的 特征 函数 J( D 是 若 尔 当 可 测 , 故 f RET), 
则 f Fed) 由 = rp(T), W F = (27) "mes D. 由 定理 可 以 直接 得 到 此 系 . a 
0 


X 在 由 2^ 的 十 进 表 示 的 第 一 位 数 所 成 的 序列 
12,4,8,1,3,6,1,2,5,1,2,-- — 
中 , 7 出 现 的 次 数 (log 8 — log 7)/(log9 — log8) 倍 于 8 出 现 的 次 数 . 
关于 平均 值 的 定理 在 拉 普 拉 斯 、 拉 格 朗 日 和 高 斯 关于 天 体力 学 的 著作 中 已 经 隐 
含 着 了 . 它 是 第 一 批 “遍历 定理 ”之 一 . 但 严格 的 证 明 直 到 1909 年 才 由 玻 尔 (P.Bohl)、 


谢 尔 平 斯 基 (V.Sierpinski) 和 外 尔 (H.Weyl) 结合 着 拉 格 朗 日 关于 地 球 近 日 点 的 平均 
运动 的 一 个 问题 给 出 . 下 面 复述 外 尔 的 证 明 . 
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C. 关于 平均 值 定理 的 证 明 
引 理 1 T EGGS AK f= elke) k cz" 定理 成 立 . 
证 车 k=0. 则 了 = 了 =f*=1, 定理 是 显然 的 . dE k z: 0, 则 f —0. 另 一 方面 
n T giten gt etse OT 1 
0 i(k, v) 


因此 时 间 平 均 是 


PC etk wo)T — 


lim £— —. = 0. 
Too i(k, w) T 


o 


引 理 2 对 三 角 多 项 式 f= È, fie ^ 定理 成 立 . 

证 ”时间 与 空 s 间 平均 都 线性 依赖 于 f, 由 引 理 1 二 者 相等 . 口 

引 理 3 令 /为 一 实 值 连续 (REVERTA) 函数 . 则 对 任 一 s > 0, 必 存 在 
两 个 三 角 多 项 式 中 与 已 使 P<f<P, 而 且 (1/Q2n)") f. (P; — Pide <e. 

证 先 设 f 为 连续 . 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 , 可 以 用 三 角 多 项 式 P 去 逼近 使 
|f-P|« je 三 角 多 项 式 D = 已- E, P= +i 即 是 所 求 


若 / 并 不 连续 而 只 区 蚂 可 积 则 存在 两 个 连续 函数 fa hf 
与 fa 使 A « f « fa RH (21) * fa — fide < 35( 图 222 画 
逼近 fi fo: Pi < fi < fo < Po WE (21) " f(P» — fajde < 
ie (21) [Ui — Pide < ze. 即 得 所 需 的 三 角 多 项 式 . 引 
理 证 毕 o 图 222 用 三 角 多 项 式 P 

现在 完成 定理 的 证 明 就 不 难 了 . 令 。 0 由 引 理 3 必 C0 PERSE. 
有 三 角 多 项 式 P, M P, P, « f « Pz, fii (21)7" f(P; — P)dg < e. 

于 是 对 任意 T, 我 们 有 


T T T 
T n Pied e c. [ fedt s f PNA. 
由 引 理 2, 24 T » To(e) 时 


S3 


T 
z-z) Pilot dtl <e, (=1,2). 


J^, Pi < F< RP, H P-P «e A P-f «e f-P «e; RICH T > To(e) 时 


< 2e. 


T 
zh eo -7 
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问题 一 个 动能 为 T= lg + 3 位 能 为 U = 1g? + 3 的 二 维 谐振 子 做 振幅 为 az= 
La, = 1 的 振动 . 求 动能 的 时 向 平均 . 
问题 令 wi 为 独立 的 ,ok > 0. 计算 


] 3 
. ù t 
lim — arg > aye "^, 
to d k=1 


g) (wia + waas + wsasj/ral,az 和 as 是 以 ak 为 边 的 三 角形 的 顶 角 (图 223). 


图 223 近日 点 的 平均 运动 


D. 退化 情况 

至 今 我 们 只 讨论 了 频率 w 独立 的 情况 , 一 个 整数 矢量 k e Z^ 若 使 (kw) = 0, 
就 叫做 频率 间 的 关系 . 

问题 ”证明 一 组 已 给 频率 之 间 的 关系 之 集 是 格 点 群 Z^ 的 一 个 子 群 工 . 

我 们 已 在 节 49 中 看 到 , 由 r 个 独立 矢量 ki,1 < r < n 的 所 有 整 系数 线性 组 合 
构成 这 样 一 个 子 群 . 我 们 说 在 频率 之 间 有 r 个 (独立 的 ) X &9. 

问题 证 明 车 频率 间 有 r 个 独立 的 关系 , 则 CT" 上 轨道 (e(t) = gpo wt) 的 闭 包 是 一 个 
n-r 维 环 面 ; 这 时 7T"- ”上 的 运动 是 条 件 周 期 的 且 有 兄 一 7 个 独立 的 频率 . 

现在 我 们 转 到 可 积 哈密 顿 方程 组 : 用 作用 量 - 角 变 量 Iy 写成 的 


i=0, =w, RE w(D = 5 


2n 维 相 空间 中 的 每 个 n 维 环 面 了 = 常数 都 是 不 变 的 , 其 上 的 运动 是 条 件 周期 的 . 
定义 ”上述 方程 组 称 为 非 授 化 的 , 若 行列 式 

Ow _ 

ar^ 


Opp Bj H da tho, 行星 近日 点 的 平均 运动 的 研究 归结 为 一 个 类 似 的 问题 . 这 问题 的 解决 可 在 
外 尔 的 工作 中 找到 . 地 球 轨道 的 离心 率 的 变化 也 是 一 个 类 似 的 和 之 模 . 冰期 的 出 现 显然 是 与 离心 
率 的 这 种 变化 相关 的 . 

@ 证 明 数 r 与 独立 矢量 ki 的 选择 无 关 


OH 
det det B77 天 0. 


DE, Arnold-Avez[1] 一 书 附录 13. 一 一 日 译 者 注 
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问题 证 明 若 一 方程 组 非 退 化 , 则 任 一 点 之 任 一 领域 中 均 有 具有 n 个 频率 的 条 件 周期 运动 ， 
也 有 具有 任意 较 少 频率 的 条 件 周期 运动 . 

提示 ” 取 频 率 w 自己 而 不 是 取 了 为 局 部 坐标 . 在 频率 集合 之 空间 中 具有 任意 r(0 € n < n) 
个 关系 的 点 w 是 稠密 的 . 

系 ， 著 一 方程 组 非 退 化 , 则 不 变 环 面 工 = 常数 唯一 决定 ,而 与 作用 量 - 角 变量 之 
选取 (其 中 总 有 某 些 任意 性 四) XX. 

证 环 面 I= 常数 可 定义 为 相应 于 独立 的 w 的 相 轨 道 之 闭 包 . 口 

我 们 顺便 提 一 下 , 对 于 多 数 I BL, 频率 w 都 是 独立 的 . 

问题 证 明 使 非 退 化 方程 组 的 频率 wo (I) 为 相关 的 I 之 集 的 勒 贝 格 测度 为 零 . 

提示 试 证 mes{w, 3k #0, (o, k) 2 0) = 0. 


与 此 相反 , 对 于 退化 方程 组 可 以 作出 这 样 的 作用 量 - 角 变量 系统 使 其 不 变 环 面 
I- 常数 各 异 . 这 是 因为 对 于 退化 方程 组 , 轨道 的 闭 包 是 维 数 k< n 的 环 面 , 而 可 以 
以 不 同方 式 包含 在 n 维 环 面 中 . 

例 1 平面 谐振 子 立 = -e,n = 2,k = 1. 在 笛 卡 儿 坐 标 和 极 坐标 下 分 离 变量 会 
给 出 不 同 的 作用 量 - 角 变 量 和 不 同 的 环 面 . 

例 2 开 普 勒 平面 运动 (U = -1/7),n = 2,k = 1. 在 极 坐标 和 椭圆 坐标 下 分 离 
变量 也 会 给 出 不 同 的 工 


$52. 摄 动 的 平均 化 
我 们 在 这 里 证 明 一 个 自由 度 的 力学 系 中 作用 量变 量 的 绝热 不 变性 . 


A. 接近 于 可 积 的 方程 组 


我 们 已 经 考虑 过 许多 可 积 方程 组 (一 维 问题 、 二 体 问题 、 小 振动 具有 固定 点 的 
刚体 运动 的 欧 拉 和 拉 格 朗 日 情形 等 等 ). 我 们 研究 了 这 些 方程 组 的 相 轨道 的 特征 : 它 
们 都 是 “ 环 面 的 螺旋 线 ", 而 且 稠密 地 充 塞 着 相 空间 的 不 变 环 面 ; 每 个 轨道 在 此 环 面 
上 都 是 均匀 分 布 的 . 

不 应 该 由 此 得 出 一 个 结论 , 即 误 以 为 方程 组 为 可 积 是 典型 的 情况 . 实际 上 , 高 维 
方程 组 轨道 的 性 质 可 以 极 不 相同 而 与 条 件 周 期 运动 的 性 质 全 然 不 相似 . 特别 是 , 具 
有 个 自由 度 的 力学 系 的 轨道 的 闭 包 可 以 填 满 2n 维 相 空 间 中 维 数 高 于 ”的 复杂 的 
集合 . 一 个 轨道 甚至 可 以 在 整个 Qn - 1) 维 流 形 H = h 上 稠密 而 且 均 匀 分 布 @. 这 
样 的 方程 组 可 以 称 为 是 “不 可 积分 的 ,因为 它们 并 不 具有 与 H 独立 的 单 值 首 次 积 
分 . 这 种 方程 组 的 研究 还 远 未 完成 ; 它 是 “遍历 理论 ”中 的 一 个 问题 . 


@ 例 如 总 可 以 作 变 换 I! — Le = e+ SD, R h, Ioie1,92— hc I, Igi 2 —1. 
四 例如 一 个 负 曲 率 流 形 上 的 惯性 运动 就 有 此 性 质 . 
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研究 不 可 积分 的 方程 组 的 途径 之 一 是 研究 接近 于 可 积分 的 方程 组 . 例如 行星 绕 
日 运动 问题 接近 于 互 不 作用 的 点 绕 一 恒定 中 心 运动 这 个 可 积 问题 ; 其 他 的 例子 还 有 
略微 不 对 称 的 重 陀螺 的 运动 问题 和 平衡 位 置 附近 的 非 线性 振动 (相近 的 可 积分 问题 
是 线性 的 ) 问题 . 以 下 的 方法 在 研究 这 些 和 类 似 问题 上 是 特别 有 效 的 . 


B. 平均 化 原则 


S Iw 为 一 可 积分 ( 非 摄 动 ) 方程 组 的 作用 量 -- 角 变量 , 此 方程 组 之 哈密 顿 电 数 
是 Ho(I): 


i=0, p=wD, wD= o, 
作为 接近 的 “ 摄 动 "” 问题 , 可 取 e 之 1 的 方程 组 
2=wD+sfeo， Í= egl, p). a) 


我 们 暂时 忽略 它 是 哈密 顿 方程 组 而 考虑 一 个 形 如 (1) 的 给 定 在 k 维 环 面 T* = 
(e = (yp1,… ,Pr)mod 22) 711 维 空间 的 区 域 CC R! = (I = (h,e, h} 之 直 积 
T* x G 上 的 任意 微分 方程 组 . 当 e= 0 时 , 运动 (1) 是 条 件 周期 的 而 且 最 多 有 大 个 
频率 和 大 维 不 变 环 面 . 

方程 组 (1) 的 平均 化 原则 就 是 用 另 一 个 方程 组 去 取代 它 : 


27 2r 
=I), g(J)- (m) n el n g(T, p)dpi dør. (2) 


它 定义 在 ! 维 区 域 G CR = (J = (A, IY} E, 并 称 为 平均 方程 组 . 

我 们 断定 方程 组 (2) 是 方程 组 (1) 的 “好 的 近似 ”， 

我 们 要 注意 , 这 个 原则 既 非 定理 、 公 理 , 又 非 定义 , 而 只 是 一 个 物理 命题 , 即 一 令 
陈述 含糊 而 且 严 格 说 来 并 不 成 立 的 论断 . 这 样 的 论断 时 常 是 数学 定理 的 富有 成 果 的 

这 个 平均 化 原则 可 以 在 高 斯 的 著作 中 明确 地 找到 (高 斯 在 研究 行星 间 的 相互 摄 
动 时 提出 , 把 行星 的 质量 按时 间 成 比例 地 分 布 在 其 轨道 上 ,并 将 行星 的 引力 代 以 所 
得 的 环 的 引力 ). 然而 对 于 一 般 情 况 下 的 方程 组 (1) 和 (2) 的 解 的 联系 仍 未 找到 令 人 
满意 的 描述 . 

用 (2) 代替 (1) 时 在 右 方略 去 了 egl, p) = egl, e) — eg(I). 这 一 项 与 剩 下 的 
eg 都 与 es 同 阶 . ATE g 和 8 两 项 在 g 中 的 不 同 作用 , 考虑 最 简单 的 例子 . 

问题 考虑 上 二 1 = 1 的 情况 ， 


ġ=w#0, İ= egl). 
证 明 当 0 < t< 1/e BT, 


H(t) — J(t)) < ee, 这 里 J(t) = I(0) + egt. 
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t t wt 
$8 I(t)—I(0)— f eglpo + wt)dt = f egdt + z f glp)de = egt + E h(ut), 
0 0 0 


这 里 hlo) = f ^ lodo 是 周期 函数 从 而 是 有 界 的 . 
0 
这 样 7 随时 间 的 变化 有 两 个 部 分 : 一 个 是 依赖 于 7 的 与 < 同 阶 的 振动 , 男 一 个 是 速度 为 eg 
的 系统 的 “演化 ” (图 224). 


平均 化 原则 的 基础 是 下 面 的 一 般 论 断 : 在 一 般 情况 下 方程 P 
组 (1) 的 运动 可 以 分 为 “演化 "(2) 和 小 振动 . 这 个 论断 在 如 此 一 
般 的 形式 下 是 不 成 立 的 而 上 述 原 则 也 不 为 真 . 然而 我 们 将 应 用 
此 原则 于 哈密 顿 方程 组 (1): 


I 
© J 


1 et 
$ = Zo) + cH: (E, e) 图 224 演化 与 振动 


i = - SUR) + eH: Qe). 
对 平均 化 方程 组 (2) 的 右 方 我 们 就 有 
27 
Cn A -o 


换言之 , 在 非 退 化 哈密 顿 方 程 组 中 没有 演化 . 

这 个 完全 不 严格 的 推导 的 一 个 变形 给 出 所 谓 的 拉 普 拉 斯 定理 : 

行星 的 开 普 勒 权 圆 的 半 主 轴 没 有 长 期 摄 动 . 

以 上 的 讨论 足以 使 我 们 相信 平均 化 原则 的 重要 性 ; 现在 我 们 提出 一 个 定理 来 在 
一 个 很 特殊 的 情况 下 论证 这 个 原则 , 即 单 频率 振动 (k = 1). 这 个 定理 表明 了 平均 化 
原则 正确 地 描述 了 在 长 的 时 间 区 间 (0 < 上 < 1/e) 上 的 演化 . 


C. 单 频率 系统 的 平均 化 
考虑 一 组 ! + 1 个 微分 方程 


G-d 
$ — w(I) - £f (1,9), p mod 2x € S!, (1) I 
I = eg(1, 9), IcGcR. - JO 
G 
H f, y+ 2r) = FI), gU, o +27) = g, p), 以 及 1 个 方程 
形成 的 “平均 化 ”方程 组 
图 225 关于 平均 化 


. 1 2" 
jesus =z f ed.) (2) fem 


我 们 用 I(t), p(t) 表示 (1) 的 具有 初始 条 件 I(0), p(0) 的 解 , JO 表示 (2) 的 具有 同 
样 初始 条 件 J(0) = I(0) 的 解 (图 225). 
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定理 41. 当 了 在 有 界 域 G 上 变动 时 , 函数 wf 和 g 有 定义 ,而且 在 此 域 中 
这 些 哆 数 连 同 其 直到 二 阶 的 导数 有 界 : 
llw, f,g9llcz(Gxs’) < eu 


2. 在 区 域 G 中 有 
w(I) » c 0; 


3. 80xt«1/c 时 ,点 J(t) 连同 它 的 半径 为 d 的 邻 域 含 于 G 内 : 
J(t) € G — d. 
这 时 , 对 充分 小 的 e(0 < e < e0), 有 
(t) — J(t)| < coe*t — tat, 0 <t < ES 


这 里 co > 0 依赖 于 e, c, d, 但 不 依赖 于 e. 


下 面 将 要 给 出 这 个 定理 的 一 些 应 用 (“绝热 不 变量 ”). 我 们 提醒 一 下 , 此 定理 证 
明 的 基本 思想 ( 作 变 量变 换 以 消去 摄 动 ) 比 定理 本 身 更 重要 ; 在 初等 课程 中 遇 到 的 
“常数 变易 法 ”, 其 实 就 是 它 . 


D. 平均 化 定理 的 证 明 
我 们 引入 新 变量 P 代替 I: 
P —Ivck(I,o), (3) 


其 中 函数 k 关于 变量 p 周期 为 2r, 要 把 它 选 得 使 P 满足 一 个 更 简单 的 微分 方程 . 
由 (1) 和 (3), P(t) 的 变化 率 是 


b-besbese-. KE + un] era ees . (4) 
设 变换 (3) ETAR, 于 是 有 o 的 2r 周期 函数 h 使 
| I= P *ch(P, o,c). (5) 
(4) 和 (5) 表明, P(t) 应 满足 方程 组 
P=-e lace. 加 二 aem] +R, (6) 
余 项 R Jf e 是 二 阶 小 量 , 即 有 


|R| < co&?,  co(c1, 63, c4) > 0, (7) 
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s 


lwllcz < ca， 和 le <c, llgllez «ev — lille: <cs, llhllos < ca. (8) 


现在 我 们 试图 选择 变量 变换 (3) 使 (6) PFE e 的 项 为 零 ， 于 是 得 到 关于 k 的 
方程 


一 般 说 来 , 这 个 关于 k 的 方程 在 ” 的 周期 函数 类 中 不 可 解 . 事实 上 左 方 对 o 的 
平均 值 恒 为 零 , 而 右 方 的 平均 值 可 能 不 是 零 . 所 以 我 们 不 能 选取 以 消 掉 (6) 中 整 
个 含 e 的 项 . 然而 我 们 可 以 消 掉 g 的 全 部 “周期 ”部 分 ， 


g(P, v) = g(P, p) —-g(P), 
为 此 , 只 需 令 
e 
k(P,g) = — n g(P. p)dp/w(P). (9) 


我 们 这 样 用 (9) 式 定义 函数 k. 于 是 由 定理 的 假设 (1) 和 (2) 知道 k 适合 估计 
式 |klle» < ca, 这 里 cas(e1,c) > 0. 为 了 证 明 不 等 式 (8), 我 们 还 需 估 计 h. 为 此 我 们 
必须 先 证 明 变 换 (3) ETA. 

固定 一 个 正 数 a. 

引 理 车 e 充分 小 , 则 映射 (3)@ 在 G-a 上 的 限制 


I 一 了 + ek(I, p), È € |kllox() < cs 


是 一 微分 同 胚 , G-a 由 其 or- 邻 域 含 于 G 内 之 点 组 成 . 逆 微 分 同 胚 (5) 在 区 域 G— 20 
中 满足 估计 式 jhllcz < ca, 这 里 c(a, cs) > 0. 

证 ”必要 的 估计 可 直接 由 隐 汞 数 定理 而 来 . 唯一 的 困难 在 于 验证 映射 了 工 一 I--ck 
EKR G-a 中 是 一 对 一 的 . 我 们 注意 函数 在 G 一 a 中 满足 利 普 希 茨 条 件 ( 带 有 某 
常数 L(o,ca)). 考虑 G-a 中 的 两 点 五 和 五 . 对 充分 小 的 e( 具 体 说 , Le < D)ek(Ih) 
和 ek(I2) 的 距离 小 于 |h — I5j. i I4 -- ek(I) # Eo - ek(I2). 于 是 映射 (3) € G—o 
上 是 一 对 一 的 而 引 理 证 毕 . 口 

由 此 引 理 可 知 , 对 充分 小 的 e, (8) 中 所 有 估计 均 成 立 , 从 而 (7) 也 成 立 . 

现在 我 们 来 比较 J 的 微分 方程 组 


J = eg(J) (2) 
与 P 的 微分 方程 组 ; 后 者 由 于 (9) 式 可 写成 
P = eg(P) +R. (6^) 


中 对 参数 y 的 任意 固定 值 . 


: 230. 第 十 章 摄 动 理论 介绍 


因为 二 者 右 方 之 差 之 阶 < e2( 参 照 (7)), 所 以 在 时 间 t < 1/e 中 解 

之 差 P-J| 5 e AB (图 226). 另 一 方面 |I — P| = elk| < e, Br 

VAS te Bj, 25 [12 — J| Zr se. 证 毕 . 口 
为 了 得 到 精确 的 估计 , 我 们 引入 量 


图 226 平均 化 定理 z(t) = P(t) - J(t). (10) 
之 证 明 
于 是 由 (6) 和 (9) 得 


Z(t)  «(g(P) -g(J))- R= ea +R, 


这 里 |R| < ce? + cse|z|, 只 要 线段 (P, J) 位 于 G-a 内 , 在 这 个 假设 下 我 们 得 到 
|2| < eeelz| + coE2， (ce = cs ei),  |z(0)| < ese. (11) 


引 理 X [z| € a|z| - v, £ |z(0)| <d, a, 6, d, » 0, X] |z(£)| < (d + bt)e?t. 
证 dz(t)| 不 会 大 于 方程 y = ay + b,y(0) = d 的 解 y(tj)， 最 后 一 方程 , 有 y = 
Ce, Ce% = b, C = e-9*b, C(0) = d,C < (d + bt). 口 
由 (11) 以 及 线段 (P, J) 在 G — o 内 的 这 个 假设 (图 226) 有 
Iz(t)] € (cse + eae?t)eC**t. 
由 此 可 知 , 当 0 < t < 1/e Bf, 


[z(t)| < cre, c7 = (c3 十 coje. 


我 们 看 到 , Æ a = d/3 而 & 充分 小 , 整个 线段 (P(0,J(0)(0 & t < 1/2) WF G-a 
内 , 所 以 
IPE- J(| «ee, 对 所 有 0 < t < Dr. 


另 一 方面 , |P(t) — 1(t)| < |ek| < eae. 所 以 对 所 有 0 « t « 1/e, 
(£t) — J(t) < coe, co = c3 + es > 0. 
定理 证 毕 . 口 
E. 绝热 不 变量 


考虑 单 自由 度 的 哈密 顿 系统 ,其 哈密 顿 函数 H(p) 含有 参数 和 、 例 如 看 一 
个 摆 


H-P. 
P +t; 
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我 们 以 摆 长 1 或 重力 加 速度 g 作为 参数 入 设 参数 随时 间 缓 慢 变 化 . 结果 是 , 在 参数 
变 率 趋 于 零 这 个 极限 情况 ， 有 一 个 值得 注意 的 渐 近 现象 : 两 个 通常 为 独立 的 量变 成 
彼此 的 函数 . 

例如 假设 摆 长 缓慢 地 变化 (与 其 本 征 振动 比较 而 言 ). 这 时 振动 振幅 成 为 摆 长 的 
KA. 如 果 我 们 非常 慢 地 把 摆 长 增加 到 两 倍 , 再 非常 慢 地 使 它 还 原 , 则 在 这 个 过 程 完 
结 时 , 振动 的 振幅 将 和 它 开 始 时 一 样 . 

此 外 还 有 , 摆 的 能 量 与 其 频率 o 之 比 在 参数 缓慢 变化 时 几乎 不 变 , 尽管 能 量 
和 频率 本 身 都 已 变 了 很 多 . 像 这 个 比 这 种 在 参数 缓慢 变化 下 几乎 不 变 的 量 , 物理 学 
家 称 为 绝热 不 变量 . 

很 容易 看 到 摆 的 能 量 与 其 频率 之 比 的 绝热 不 变性 是 一 个 物理 
学 性 质 的 论断 , 即 是 说 , 在 没有 进一步 假设 前 是 不 成 立 的 . 事实 上 ， 77772 Z 
若 我 们 任意 慢 地 改变 摆 长 但 是 选 定 振动 的 相 使 摆 长 在 这 个 相 下 渐 l 
增 渐 减 , 就 能 使 摆 振动 (参数 共振 ). 有 鉴于 此 , 物理 学 家 建议 把 绝 a 
热 不 变性 的 定义 这 样 陈述 : 不 让 改变 系统 参数 的 人 看 见 系统 在 什 图 227 摆 长 的 绝热 
么 状态 之 中 (图 227). 给 此 定义 以 严格 的 数学 含意 是 一 件 很 细致 ”变化 
而 且 一 直 未 解决 的 问题 . 幸好 用 一 个 代替 物 也 可 以 过 得 去 . 控制 
参数 的 人 不 能 感知 系统 内 部 状态 这 一 假设 可 代 以 另 一 个 假设 : 参数 的 变化 必须 相当 
光滑 , 即 二 次 连续 可 微 . 

确切 些 说 , S H(p.q, 入) 是 固定 的 对 各 个 变 元 为 二 次 连续 可 微 的 函数 . 置 = et 
并 考虑 所 得 的 具有 缓慢 变化 参数 X = et 的 方程 组 

, OH . OH 
p= Tag q= Qq' 


定义 量 I(p, q, 2) 称 为 方程 组 (*) 的 绝热 不 变量 . 如 果 对 每 个 k> 0 均 有 eso > 0 
EE e< so 而 0<t<1l/s, VA 


H = H(p,q, et). (x) 


|I (p(t), a(t), ct) — I(p(0), q(0); 0)| < x. 


很 明显 , 首次 积分 都 是 绝热 不 变量 . 

可 以 证 明 每 个 一 维系 统 (*) 都 有 一 个 绝热 不 变量 .相应 的 常 
系数 问题 的 作用 量变 量 就 是 一 个 绝热 不 变量 . 

设 以 H (p, q, 入 ) 为 哈密 顿 函数 的 方程 组 之 相 轨 道 是 闭 的 . 定义 
函数 I(p,g, A) 如 下 . 对 于 固定 的 A, 相应 于 哈密 顿 函 数 H(p,g; X) 
有 一 相 图 (图 228). 考虑 过 点 (p,q) 的 闭 的 相 轨 道 . 它 包 围 了 相 平 ”图 ?28 一 维系 统 的 
面 上 的 一 个 闭 区 域 . 记 此 区 域 的 面积 为 2xI(p, gq; A). 则 在 每 个 相 轨 ”绝热 不 变量 
道上 (对 固定 的 和 I = 常数 . 显然 I 正 是 作用 量变 量 (参看 节 50). 

定理 ”车 方程 组 (x) 的 频率 wl, A) ERAR, N I(p,g; 入) 是 一 个 绝热 不 变量 . 
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F. 作用 量 的 绝热 不 变性 的 证 明 


对 固定 的 A, 可 以 用 一 个 含 入 的 典 则 变换 (p, 9) 一 (I, vp) 在 (*) 中 引入 作用 量 - 角 
变量 Lo: 
OHo 


»9ol, q:Q-—w(LX, İ=0; wA) = Ar Ho = Ho(1, A). 


用 SU, gq; 入) 记 这 个 — 典 则 变换 的 (多 值 ) 生成 函数 : 
_65 ðS 
p= Bq p = Ər 
现 令 入 = cet， 因为 现在 由 变量 p,q 到 I,w 的 变换 是 通过 与 时 间 有 关 的 典 则 变 
换 完成 的 , 运动 方程 在 新 变量 y 下 也 有 哈密 顿 形式 , 但 其 哈密 顿 函数 将 是 (参照 节 
45A) 
K= shot, 
问题 证 明 aS(I, q; 3)/0A 是 相 平面 上 的 单 值 函数 . 


提示 S 只 能 确定 到 相差 2r7 的 倍数 . 


这 样 我 们 得 出 运动 方程 如 下 : 
， as 
e —w(IX-sef(I,o,3,f = OI8X 
. 2 
I- egll, P, ^), g= Eu 
A=& 


但 g = (8/89)(0S/8X), 而 8S/6 在 圆周 I = 常数 上 是 单 值 函数 .所 以 , g = 
(2)7* f gdp = 0 而 在 平均 化 方程 组 中 J 完全 不 变 : J) = J(0) 
由 平均 化 定理 , 对 0 « t < 1/e 的 一 切 t I(t) — 1(0)| < ce. 定理 证 毕 . o 
例 ”对 于 谐振 子 ( 见 图 217) 


Hil, 能 量 与 频率 之 比 是 绝热 不 变量 . 
问题 ”将 摆 长 缓慢 地 加 倍 (1 = lo(1 + cb,0 <t < 1/e). 振动 振幅 qax 怎样 变化 ? 
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1 
解 了 一 2 UP g daai 因此 


3/4 
dax (t) = das(0) (m) 


第 二 个 例子 是 考虑 质量 为 1 的 完全 弹性 刚体 球 在 两 堵 完 全 弹性 墙 之 间 的 运动 ， 
而 墙 的 间距 ! 缓慢 变化 (图 229). 我 们 可 把 它 看 作 是 一 个 点 在 “无 限 深 矩 形势 阱 " 上 
的 运动 , 而 相 轨 道 是 面积 为 2v 的 矩形 , v 是 球 的 速度 . 这 时 球速 v 和 墙 的 间距 ! 之 
积 wt 是 绝热 不 变量 @. 因此 若 使 墙 靠近 一 半 . 球速 应 该 加 倍 , 把 两 墙 分 离 更 远 , 球速 
就 会 变 慢 . 

关于 多 频率 系统 的 绝热 不 变量 , 可 以 参看 Arnold[17]. 


图 229 在 缓慢 变化 的 墙 之 间 的 绝对 弹性 球 的 绝热 不 变量 


这 一 点 并 不 能 由 定理 形式 地 得 出 , 因为 定理 讲 的 是 没有 碰撞 的 光滑 方程 组 . 这 个 方程 组 中 vl 
的 绝热 不 变性 的 证 明 , 是 一 个 很 有 启发 的 初等 问题 . 
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用 一 张 纸 可 以 卷 成 一 个 锥 面 或 柱 面 , 但 若 不 折合、 拉 伸 或 剪 开 就 得 不 出 一 片 球 
面 . 原因 在 于 这 些 曲 面 的 “内 蕴 几 何 ” 不 同 . 球面 的 任何 部 分 都 不 可 能 等 距 地 映 到 平 
面 上 . 

区 别 这 些 黎 曼 度量 的 不 变量 是 黎 曼 曲率 . 平面 的 黎 曼 曲率 为 零 , 而 半径 为 R 的 
球面 之 曲率 为 R-?. 若 一 个 黎 曼 流 形 可 以 等 距 地 映 到 另 一 个 上 , 则 对 应 点 的 黎 曼 曲 
率 是 相同 的 . 例如 , 因为 锥 面 和 柱 面 局 部 等 距 于 平面 , 故 锥 面 或 柱 面 任 一 点 的 黎 曼 曲 
率 均 为 零 . 所 以 锥 面 或 柱 面 没有 任 一 部 分 可 以 等 距 地 映 到 球面 上 . 

流 形 的 黎 曼 曲率 对 其 上 测 地 线 的 性 态 有 重要 影响 , 即 对 相应 动力 系统 的 运动 有 
重要 影响 . 若 一 流 形 黎 曼 曲率 为 正 (如 球面 或 椭 球 面 ), 则 在 绝 大 多 数 情况 , 靠近 的 测 
地 线 在 彼此 附近 振动 , 若 曲率 为 负 (如 单 叶 双 曲面 ), 测 地 线 迅 速 地 彼此 分 离 . 

在 这 个 附录 里 , 我 们 要 定义 黎 曼 曲率 , 并 扼要 地 讨论 负 曲 率 流 形 上 测 地 线 的 性 
质 . 关于 黎 曼 曲率 进一步 的 讨论 , 可 在 J.Milnor[1] 一 书 中 找到 , 关于 负 有 曲率 流 形 上 的 
测 地 线 的 讨论 , NPI .7LB.Anocon[1]?. 


A. 曲面 上 的 平行 移动 


黎 曼 曲率 的 定义 是 基于 治 着 黎 曼 流 形 上 的 曲线 做 矢量 的 平行 移动 . 
我 们 从 已 给 的 黎 曼 流 形 为 二 维 的 ( 即 曲面 ) 情况 开始 , 并 设 已 给 曲线 是 测 地 线 2. 


DJ) 关于 测 地 流 的 最 近 的 工作 , 可 以 参看 D.Ornstein-B.Weiss[1], M.Ratner[1], B.Weiss[1]. 一 一 日 
译 者 注 
2) V, Carmo, Manfredo Perdigao do, Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice-Hall, 


1976. 一 一 英 译 者 注 
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， 切 于 一 曲面 的 矢量 活 其 上 一 测 地 线 的 平行 移动 定义 如 下 : 
EN 矢量 起 点 沿 测 地 线 运动 而 它 与 测 地 线 所 成 的 角 及 其 长 度 不 变 . 
把 在 测 地 线 起 点 切 于 曲面 的 所 有 矢量 平行 移动 到 其 终点 ， 即 
, 得 一 个 映 起 点 的 切 平面 为 终点 的 切 平面 的 映射 ， 这 映射 是 线 
m rgo ENAN 性 的 、 等 距 的 . 
现在 定义 曲面 上 的 矢量 党 着 由 几 个 测 地 弧 组 成 的 折线 的 
平行 移动 (图 230). 为 了 把 一 个 矢量 沿 折线 平行 移动 , 我 们 把 它 从 第 一 个 顶点 先 沿 第 
一 条 测 地 弧 平 行 移动 到 第 二 个 顶点 , 再 沿 第 二 条 测 地 弧 平 行 移动 到 下 一 个 顶点 , ZR 
RH. 
问题 给 定 一 矢量 在 三 顶 角 均 为 直角 的 球面 三 角形 的 一 个 顶点 处 切 于 球面 . 将 它 绕 此 三 角形 
平行 移动 回 原来 的 顶点 . 
E 平行 移动 的 结果 将 使 在 最 初 的 顶点 处 切 于 球面 的 切 平面 旋转 一 个 直角 . 
最 后 , 矢量 沿 曲 面 上 任 一 光滑 曲线 的 平行 移动 可 以 通过 求 极限 来 定义 , 即 用 测 地 
弧 所 成 的 折线 去 逼近 此 曲线 . 
问题 沿 在 列宁 格 勒 (北纬 和 = 60°) 指向 北极 的 矢量 向 东 沿 60° 纬 线 移动 器 到 列宁 格 勒 . 
E ”矢量 向 西 偏转 2x(1 一 sin 入) BIZ 50°. 所 以 旋转 角 的 大 小 正比 于 纬 线 所 围 的 面积 , 旋转 
方向 和 矢量 原点 绕 北极 的 方向 相同 . 
提示 “只 需 将 此 矢量 沿 一 锥 面 上 同一 圆 平行 移动 即 可 , 这 锥 由 过 纬 线 各 点 的 子午 线 组 成 (图 
231). 这 个 锥 面 可 以 展开 为 一 平面 , 这 样 曲面 上 的 平行 移动 就 成 了 平面 上 通常 的 平行 移动 . 


T 
图 231 球面 上 的 平行 移动 图 232 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 上 的 平行 移动 


£j 考虑 复 平 面 z = r +iy 的 上 半 平 面 y > 0, 度量 为 
ds? — uU 
很 容易 算出 , 这 个 二 维 黎 曼 流 形 的 测 地 线 是 垂直 于 c 轴 的 圆 弧 与 直线 . 实 系数 线性 
分 式 变换 
az +b 
z> 一 一 一 ， 
cz+d 
是 此 流 形 ( 称 为 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 0) 上 的 等 距 变换 . 


1 此 例 可 参照 Arnold， Avez[1], 附录 20. 一 一 日 译 者 注 


ad 一 pc>0 
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问题 将 z =i 处 指向 正 虚 轴 方 向 的 矢量 沿 水 平 线 (dy = 0) 移动 到 点 z = 上 十 区 图 232). 
答 移动 上 后 , REH y 轴 方 向 向 > RC Tp PEE t E. 


B. 曲率 形式 


现在 我 们 要 在 二 维 黎 曼 流 形 ( 即 曲面 ) 每 点 上 定义 黎 曼 曲率 . 为 此 , 在 我 们 所 考 
虑 的 点 的 一 个 邻 域 中 规定 一 个 定向 , 并 且 考虑 矢量 在 曲面 的 一 个 小 区 域 D 的 边缘 上 
的 平行 移动 . 很 容易 算出 , 移动 的 结果 是 旋转 一 个 小 角 . 记 此 角 为 p(DD)( 角 的 符号 由 
曲面 上 的 定向 确定 ). 

若 将 分 为 Di, D2 两 部 分 , 沿 D 边缘 平行 移动 的 结果 可 以 先 沿 一 部 分 移动 再 
沿 另 一 部 分 移动 来 得 出 . 所 以 

(D) = (D1) + (D2), 

MAAKERA. 若 改变 沿边 移动 的 方向 , 角 p(D) 将 会 变 号 . 因此 自然 会 把 
e(D) 表示 成 一 个 适当 的 2- 形 式 在 D 上 的 积分 . 这 个 2- 形 式 确 实 存 在 并 称 为 曲率 
形式 , 记 作 Q. 因此 我 们 由 关系 


«D - [o (1) 


来 定义 曲率 形式 0. 0 在 TM, 中 的 一 对 切 矢量 €n 上 的 值 可 以 如 下 规定 . 把 M 在 
z 处 的 切 空间 的 原点 O 的 一 个 邻 域 与 M 在 x 附近 的 一 个 邻 域 等 同 起 来 (例如 通过 
某 个 局 部 坐标 ). 于 是 在 M 上 至 少 对 充分 小 的 。 可 以 作 矢量 e£, en 所 张 的 平行 四 边 
形 IL. 
现在 定义 曲率 形式 在 这 些 矢量 上 的 值 为 

UE, n) = lim £019. Q) 


€ 

换言之 , 曲率 形式 在 一 对 切 矢 量 上 的 值 等 于 沿 这 些 矢量 所 定 的 无 穷 小 平行 四 边 形 平 
行 移动 时 的 旋转 角 . 

问题 求 平 面 、 半 径 为 R 的 球面 与 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 的 曲率 形式 . 

答 Q=0,Q = R?dS, Q = —-dS, 2- 形 式 dS 是 相应 的 有 向 曲面 上 的 面积 单元 . 

问题 证 明 (2) 式 确实 定义 了 一 个 2- 微 分 形式 而 与 作 它 时 的 特定 选择 无 关 , 并 证 矢量 沿 有 
限 有 向 区 域 D 之 边缘 平行 移动 时 的 旋转 角 可 以 通过 它 由 (0) 式 给 出 . 

问题 证 明 三 维 欧 氏 空间 的 任 一 凸 曲面 上 曲率 形式 的 积分 等 于 47. 

C. 曲面 的 黎 曼 曲率 

我 们 注意 到 二 维 有 向 黎 曼 流 形 上 任 一 个 2- 微 分 形式 都 可 以 写成 pdS, dS 是 有 向 
面积 单元 ,p 是 由 度量 和 定向 所 唯一 决定 的 数量 函数 . 

特别 是 , 曲率 形式 可 写成 

Q = KdS. 
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K:M Rd M 上 的 光滑 函数 ,dS 是 面积 单元 . 

函数 K 在 zx 之 值 称 为 曲面 在 > 处 的 黎 曼 曲率 . 

问题 ”计算 欧 氏 平面 、 半 径 为 RR 的 球面 和 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 的 黎 曼 曲率 . 

€ K-OK-—-R?O,K--1 

问题 ”证明 黎 曼 曲率 与 流 形 的 定向 无 关 而 只 与 度量 有 关 . 

提示 “在 定向 改变 时 9 与 dS 均 变 号 . 

问题 证 明 对 于 通常 三 维 欧 氏 空间 中 的 曲面 , 黎 曼 曲率 在 各 点 都 等 于 主 曲率 半径 之 首 的 积 
{ 若 两 个 曲率 中 心 在 曲面 异 侧 , 还 要 带 一 负 号 ). 

要 注意 , 流 形 在 一 点 的 曲率 的 符号 并 不 依赖 于 流 形 的 定向 ,甚至 不 用 定向 也 能 
定 出 符号 . 

具体 说 来 , 在 正 曲率 流 形 上 , 沿 着 小 区 域 边 对 一 矢量 做 平行 移动 时 矢量 以 相同 
方向 绕 其 原点 旋转 ; 在 负 曲 率 流 形 上 旋转 方向 相反 . 

我 们 还 要 注意 , 曲率 在 一 点 的 值 只 由 该 点 邻 域 中 的 度量 决定 , 因此 在 等 距 变 形 
下 不 变 , 等 距 曲 面 的 对 应 点 上 曲率 相同 . 所 以 黎 曼 曲率 也 叫做 内 蕴 曲 率 . 

用 度量 在 某 坐 标 系 下 的 分 量 来 计算 曲率 的 公式 用 到 了 度量 的 二 阶 导数 , 所 以 是 
很 复杂 的 : 参见 下 面 G 中 的 问题 . 


D. 高 维 平行 移动 


在 维 数 大 于 2 的 获 曼 流 形 上 平行 移动 的 作法 比 二 维 情 况 下 上 述 的 作法 稍微 复杂 
些 . 理由 是 : 在 高 维 数 时 被 移动 的 矢量 的 方向 不 能 只 由 它 与 测 地 线 交 角 不 变 这 个 条 
件 决定 . 事实 上 , 矢量 可 以 绕 测 地 线 旋转 而 与 测 地 线 的 交角 不 变 . 

在 做 沿 测 地 线 平行 移动 时 必须 做 的 改进 是 选 一 个 二 维 平 面 使 之 包含 测 地 线 的 切 
线 和 被 移动 的 矢量 . 选取 的 方法 (可 异 十 分 复杂 ) WF. 

在 测 地 线 起 点 所 需 的 平面 即 被 移动 的 矢量 和 测 地 线 方向 矢量 所 张 的 平面 . 我 们 
看 由 此 点 发 出 的 沿 此 平面 上 一 切 方 向 的 测 地 线 . 这 些 测 地 线 之 集合 (在 起 点 附近 ) 形 
成 一 个 光滑 曲面 而 我 们 打算 沿 着 它 移动 矢量 的 那个 测 地 线 也 含 在 其 内 (图 233). 


考虑 测 地 线 上 离 起 点 一 个 小 距离 A 处 的 新 点 . 上 面 

作 的 曲面 在 新 点 的 切 平 面包 含 了 测 地 线 在 新 点 的 方向 . 我 

们 用 新 点 为 起 点 . 并 用 其 切 平面 作 一 个 新 的 曲面 (由 过 新 

A . 点 的 测 地 线 从 组 成 ). 这 曲面 包含 原 测 地 线 . 沿 原 测 地 线 再 
移动 A 并 从 头 再 重复 以 上 作法 . 

经 过 有 限 步 即 可 到 达 原 测 地 线 上 的 任意 点 . 结果 在 原 

测 地 线 的 每 一 点 上 都 得 到 了 一 个 包含 原 测 地 线 方向 的 切 平面 . 这 个 平面 依赖 于 以 上 

作法 中 的 步 长 A. 当 A 一 0 时 所 得 切 平面 族 收敛 于 一 个 确定 的 极限 (可 以 算出 ). 其 

结果 是 得 到 沿 原 测 地 线 且 包含 该 测 地 线 方向 的 二 维 切 平面 场 , 它 是 由 流 形 的 度量 内 


图 233 空间 的 平行 移动 
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蕴 地 确定 的 . 
现在 , 我 们 的 矢量 沿 测 地 线 的 平行 移动 可 以 与 二 维 情 况 一 样 来 定义 了 : REF 
移 时 必须 停留 在 这 些 平面 内 , 它 的 长 度 及 与 测 地 线 的 交角 都 不 变 . 沿 任意 曲线 平行 移 
动 和 二 维 情况 一 样 是 用 测 地 弛 折 线 的 逼近 来 作 的 . 
问题 ”证明 矢量 从 黎 曼 流 形 上 一 点 沿 固定 路 径 平行 移动 到 另 一 点 是 一 个 从 第 一 点 的 切 空间 
到 第 二 点 的 切 空间 的 线性 等 距 算 子 . 
问题 沿 度量 为 
ds? = dz? + dz2 + dy? 
s = E E 
的 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 的 以 下 曲线 移动 任意 矢量 : 
zit, zr2—-0, y=1 (0xtxr) 
答 zi WA y 轴 方 向 的 矢量 在 这 两 轴 所 张 平 面 上 旋转 角 r( 从 y 轴 方 向 转向 zl 轴 方 向 ); zs 
方向 的 矢量 在 欧 氏 度量 意义 下 平行 于 自身 来 移动 . 


E. 曲率 张 量 


和 二 维 情况 一 样 ， 考虑 沿 黎 曼 流 形 上 起 点 终点 重合 的 小 的 闭合 路 径 上 的 平行 
移动 . 

沿 此 路 径 平 行 移动 将 把 矢量 送 回 原来 的 切 空间 . 这 样 得 到 的 切 空间 到 自身 的 映 
射 是 一 个 小 的 旋转 ( 即 接近 于 恒 等 变 换 的 正 交 变换 ). 

在 二 维 情况 下 我 们 用 一 个 数 一 一 旋转 角 y 来 刻画 这 个 旋转 . 在 高 维 情况 下 , 将 有 一 个 斜 对 
称 算 子 取 代 o. 具体 说 来 , 任意 接近 于 恒 等 算 子 的 正 交 算 子 可 唯一 地 写成 


2 
A- TELLS Res 


$ 是 一 个 小 的 斜 对 称 算 子 . 

问题 若 4 是 旋转 一 个 小 角 p 的 平面 旋转 , 计算 0. 

cos sin 0 

#4- (S) (2) 

和 二 维 情况 不 同 , 函数 ® 一 般 并 不 可 加 (因为 n > 2 的 n 维 空间 正 交 群 不 可 换 ). 然而 , 可 以 
用 更 作 一 个 曲率 形式 以 描写 “由 于 绕 无 穷 小 平行 四 边 形 做 平行 移动 而 得 的 无 穷 小 旋转 ”, 其 方法 
与 二 维 情 况 一 样 , 即 用 (2) 式 . 

这 样 , S én e TM, 是 黎 曼 流 形 M 在 zx AWURE. 在 M 上 作 小 的 曲 边 平行 
四 边 形 IL (IL, 之 边 是 矢量 ct, en 由 令 TM, 在 原点 附近 与 M 在 xz 附近 的 坐标 等 同 
而 得 ). 我 们 将 注意 沿 平行 四 边 形 He 的 边 所 作 的 平行 移动 (A € 开始 环绕 ). 

移动 的 结果 得 到 TM, 上 接近 于 恒 等 变 换 的 正 交 变换 . 它 与 恒 等 变 换 相差 e? 阶 
的 量 并 可 写 为 

Ac(£,9) = E + Q0 +o(e’), 
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Q 是 依赖 于 E n 的 斜 对 称 算 子 . 因此 可 以 定义 x 处 切 空间 内 一 对 矢量 6,7 的 函数 O, 
它 在 TM。 上 的 斜 对 称 算 子 空间 中 取 值 , 其 定义 为 


DG 本 = lim 4:60 E, 


问题 证 明 O 是 一 个 2- 微 分 形式 ( 值 为 TM。 上 的 斜 对 称 算 子 ) 而 且 与 我 们 用 以 等 同 T Ma 
与 M 的 坐标 之 选取 无 关 . 

形式 Q 称 为 黎 曼 流 形 的 曲率 张 量 . 我 们 可 以 说 , 曲率 张 量 描述 了 由 于 沿 无 穷 小 
平行 四 边 形 作 平 行 移 动 而 得 到 的 切 空间 内 的 无 穷 小 旋转 . 

F. 沿 二 维 方向 的 曲率 (截面 曲率 ) 

考虑 一 个 黎 曼 流 形 在 某 点 的 切 空间 的 一 个 二 维 子 空间 L. 取 由 此 点 沿 工 之 各 方 
向 发 出 的 测 地 线 . 这 些 测 地 线 在 该 点 附近 构成 一 个 光滑 曲面 . 所 作 的 曲面 在 黎 曼 流 
形 内 , 并 有 诱导 的 黎 曼 度量 . 

BAL X UU M Ær 点 之 切 空间 内 的 二 维 平 面 卫 方向 的 曲率 (或 截面 曲率 ) 即 
指 上 述 曲面 在 x REX. 

问题 求 半径 为 R 的 三 维 球面 与 罗 巴 切 夫 斯 基 空 间 在 一 切 可 能 的 二 维 方向 的 曲率 . 

答 n ?,—1 

一 般 说 来 黎 曼 流 形 在 不 同 的 二 维 方向 上 有 曲率 不 同 . 下 面 的 (3) 式 表 明了 这 种 对 
方向 的 依赖 性 . 

定理 歼 曼 流 形 在 一 对 长 为 1 的 正 交 矢量 6,0 所 决定 的 二 维 方向 的 曲率 可 以 通 
过 公式 

K = (QE, né, n), (3) 

由 曲率 张 量 f 决定 . (，) 表示 歼 曼 度量 下 的 内 积 . 


证 明 在 于 比较 曲率 张 量 以 及 在 一 二 维 方向 上 的 曲率 的 定义 . 我 们 不 打算 严格 地 
去 讲 它 , 可 以 把 公式 (3) 看 作曲 率 K 的 定义 . 

G. 协 变 微分 

与 沿 黎 曼 流 形 上 曲线 的 平行 移动 相 联系 , 有 一 种 特别 的 微分 法 一 一 所 谓 协 变 微 
分 或 黎 曼联 络 . 我 们 用 以 下 方式 来 定义 这 种 微分 . 

令 为 在 z 点 切 于 黎 曼 流 形 M 的 矢量 , v 是 给 在 M 上 z 附近 的 矢量 场 . 场 v 
在 《方向 的 协 变 导数 是 用 任 一 过 xz 而 速度 为 E 的 曲线 来 定义 的 . 在 沿 此 曲线 运动 一 
小 段 时 间 t 后 , 我 们 到 达 新 点 c(t). 在 此 点 取 场 v 的 矢量 并 沿 此 曲线 将 它 平行 移动 
回 到 原 处 . 我 们 在 M 上 x 点 的 切 空间 中 得 到 依赖 于 t 的 矢量 . 当 t= 0 时 这 矢量 就 
是 v(z), 而 对 其 他 的 t 它 按照 矢量 场 沿 此 曲线 在 € 方向 不 平行 的 程度 而 改变 . 
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考虑 所 得 矢量 对 于 上 在 上 = 0 处 的 导数 . 这 个 导数 是 切 空间 TM, 中 的 一 个 矢 
d. 它 称 为 场 v 沿 E 的 协 变 导 数 并 记 作 Vev. 很 容易 看 到 矢量 Vev 不 依赖 定义 中 所 
指出 的 曲线 而 只 依赖 于 和 v. 

问题 1 证 明 协 变 微分 有 以 下 性 质 : 

1. Vev 对 5j v 是 双 线 性 的 . 

2. Vefv = (Lef)u + f Vev, f. 是 光滑 函数 , Lef f f YE TM. 中 的 方向 的 导数 . 

3. Le(v, w) = (Vev,w(z)) + (v(z), Vew). 

4. Vow — Vut = [w,v](z) (这 里 Diu = Ly Low ~ Luw Lv). 

问题 2 证 明 曲 率 张 量 可 用 协 变 微分 表示 如 下 : 


Q(£o,ro)Go = —VeVa€ + V4VeG + Vinag 


£,5, C 是 矢量 场 , 上 式 取 它 们 在 该 点 之 值 £o, no, Co. 
问题 3 证 明 曲 率 张 量 满足 以 下 恒等式 


QE, NE + Q(, OE + NE —0, (QE, n)a, 8) = (Qla, AXE, n). 
问题 4 设 黎 曼 度量 在 局 部 坐标 z1,.… ,zn 中 可 用 一 个 对 称 和 矩阵 (gi;) 表示 为 
ds? = 》 gijdzidz;. 


用 e1, … ,en 表 坐 标 矢量 场 ( 故 在 e; 方向 求 导 即 0; = 0/02). 于 是 协 变 导 数 可 用 问题 1 中 的 公 
式 及 下 式 来 计算 : 


1 
Veieji = D Tex, TS E D 3 (8:2 T jgu 一 àgij)g'*. 
k k 


(g'^) 是 (gii) 的 逆 和 矩阵 . 
用 问题 2 中 以 联络 来 表示 曲率 张 量 的 式 子 , 也 可 得 出 曲率 的 显 式 公 式 . Rau = (Q(ei, ej) 
erei) 称 为 曲率 张 量 的 分 量 . 


H. 雅 可 比方 程 


流 形 的 黎 曼 曲 率 与 其 测 地 线 的 性 状 密 切 相关 . 特别 是 , 考虑 过 某 点 在 某 方向 上 的 
测 地 线 , 并 稍微 变更 初始 条 件 , 即 初始 点 与 初始 方向 . 新 的 初始 条 件 决定 一 条 新 的 测 
地 线 . 最 初 , 新 测 地 线 与 原来 的 极 少 区 别 . 为 了 研究 它们 的 分 离 , 在 原 测 地 线 的 附近 ， 
将 测 地 线 微分 方程 线性 化 是 有 用 的 . 所 得 的 二 阶 线性 微分 方程 ( 测 地 线 方程 的 “ 变 
分 方程 ”) 称 为 雅 可 比方 程 ; 把 它 用 协 变 微分 和 曲率 张 量 表示 出 来 是 方便 的 . 

用 z(t) 记 以 (固定 大 小 的 ) 速度 v(t) € TMr 沿 流 形 M. 之 测 地 线 运 动 的 点 . 
如 果 初 始 条 件 光 滑 地 依赖 于 一 个 参数 a, 则 测 地 线 也 光滑 地 依赖 于 此 参数 ,考虑 相 
应 于 a 的 一 个 值 的 运动 . 记 此 点 在 时 刻 c 在 相应 测 地 线 上 的 位 置 为 z(t,a) e M. 我 
们 设 最初 的 测 地 线 相应 于 参数 a = 0, 于 是 z(t,0) = z(t). 
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测 地 线 变 分 拓 量 场 即 函数 z(t,a) 对 a 之 导数 在 a = 0 的 值 ; 于 是 此 场 在 点 r(t) 


之 值 等 于 
d 


do | ,0o 
为 了 写 出 变 分 方程 , 我 们 定义 给 定 在 测 地 线 z(t) 上 的 矢量 场 C(t) 对 t 的 协 变 导 
数 .为 此 我 们 取 矢 量 C(E-- h), 将 它 从 点 z(t 十 h) 沿 测 地 线 平行 移动 到 e(t), 将 所 得 的 
在 切 空间 TM, 中 的 矢量 对 h 在 h = 0 处 微分 . 结果 仍 是 T Ma 中 的 一 个 矢量 ， 
称 为 场 Ct) 对 t 的 协 变 导 数 , 记 作 DC/Dt. 
定理 测 地 线 变 分 矢量 场 满足 二 阶 线性 微分 方程 


2 
ns» (4) 


z(t,o)-t(t)€ TMz 


Q 是 曲率 张 量 .uv — v(t) 是 沿 原 测 地 线 运 动 的 速度 矢量 . 

反之 ,方程 (4) 的 每 个 解 都 是 原 测 地 线 的 一 个 变 分 场 . 

方程 (4) 称 为 雅 可 比方 程 . 

问题 证 明 以 上 定理 . 

问题 $ M 为 一 曲面 , y(t) 是 矢量 Et) 在 正 交 于 一 已 给 测 地 线 的 方向 上 之 分 量 , 并 令 矢 量 
v(t) 之 长 为 1. 证 明 y 满足 微分 方程 

y= —Ky, (5) 

K = K(t) 是 在 点 z(t) 处 的 黎 曼 曲率 . 


问题 利用 方程 (5), 比较 球面 (K = +R?) 和 罗 巴 切 夫 斯 基 平面 (K = —1) 上 接近 已 知 
测 地 线 的 测 地 线 之 性 态 . 


I. 雅 可 比方 程 的 研究 
在 讨论 变 分 方程 时 , 不 管 平 凡 的 变 分 即时 间 原 点 和 运动 初速 的 大 小 之 变化 是 有 
用 的 . 为 此 我 们 把 变 分 矢量 6 分 解 为 平行 与 垂直 于 速度 矢量 v 的 分 量 . 这 时 ( 因 算 
F Q(v,£) 是 斜 对 称 的 , 从 而 Q(v,v) = 0) 对 法 向 分 量 又 得 雅 可 比方 程 , 而 对 平行 分 
量 则 得 方程 
D' _ | 
Di? C 
现在 我 们 要 注意 , 法 向 分 量 的 雅 可 比方 程 可 以 写成 “牛顿 方程 ”的 形状 : 
DE — —grad U. 
U 是 的 二 次 型 , 它 可 用 曲率 张 量 来 表示 而 且 正 比 于 (6, v) 平面 方向 的 曲率 K: 


U(E = Flo, E), €) = 5 K (6o, 9). 
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于 是 测 地 线 的 具有 速度 1 的 变 分 矢量 的 法 向 分 量 的 性 态 可 用 ( 非 自治 的 ) 线性 
振子 的 方程 来 描述 ,其 位 能 是 速度 矢量 和 变 分 夭 量 所 决定 的 平面 方向 的 截面 明 率 与 
变 分 的 法 向 分 量 之 长 度 的 平方 之 乘积 的 1/2. 

特别 是 我 们 要 考虑 在 一 切 包含 测 地 线 速度 矢量 的 二 维 方向 上 之 截面 曲率 为 负 的 
情况 (图 234). 这 时 与 已 知 测 地 线 靠近 的 测 地 线 在 法 向 方向 上 散 开 的 情况 可 以 用 具 
有 负 定 (而且 依 赖 于 时 间 的 ) 位 能 的 振子 方程 来 描绘 . 所 以 互相 接近 的 测 地 线 的 散 开 
之 法 向 分 量 的 性 态 和 一 个 位 于 山顶 附近 的 球 从 山顶 离开 的 情况 是 相像 的 . TEUR 
的 平衡 位 置 是 不 稳定 的 . 这 意味 着 在 给 定 测 地 线 附 近 的 测 地 线 指数 地 与 它 


S- 


图 234 曲率 为 正 或 负 的 流 形 上 的 靠近 的 测 地 线 


若 我 们 得 到 的 牛顿 方程 之 位 能 与 时 间 无 关 , 上 述 结论 是 严格 的 . 我 们 再 设 在 不 同 的 包含 v 的 
方向 上 的 截面 曲率 都 在 以 下 区 间 中 : 


-a° < K < —, RH B0cbza. 


关于 垂直 方向 的 散 度 的 雅 可 比方 程 的 解 将 是 指数 为 土 和 i 的 指数 曲线 之 线性 组 合 , 这 里 正 数 A 在 
a 5j b 之 间 . 所 以 雅 可 比方 程 的 每 一 个 解 不 论 在 圭一 +o 或 上 一 一 00 都 增长 得 至 少 和 etl 一 
样 快 ; 绝 大 多 数 解 甚至 增长 得 更 快 而 如 e 上 一样 . 

在 负 定 位 能 下 的 平衡 位 置 的 不 稳定 性 即 在 非 自 治 情 况 下 也 是 直观 上 明显 的 . 可 
以 与 相应 的 自治 系统 相 比较 来 证 明 它 . 比较 的 结果 会 使 我 们 相信 ,在 沿 负 曲率 流 形 的 
测 地 线 运动 时 , 垂直 方向 的 偏离 的 雅 可 比方 程 的 一 切 解 都 增长 得 至 少 和 已 走路 程 的 
指数 函数 一 样 快 ， 其 指数 等 于 某 二 维 方 向 的 截面 曲率 绝对 值 的 平方 根 , 而 这 个 曲率 
应 是 绝对 值 最 小 的 . 

事实 上 , 绝 大 多 数 解 增长 得 其 至 更 快 , 但 现在 我 们 不 能 断言 绝 大 多 数 解 的 增长 
指数 是 由 负 曲 率 绝 对 值 最 大 的 二 维 方向 决定 的 . 

概括 起 来 可 以 说 , 负 曲 率 流 形 上 测 地 线性 态 的 特征 是 指数 不 稳定 性 . 为 了 估计 
这 个 不 稳定 性 的 数值 , 定义 特征 路 径 长 度 s 是 有 用 的 , 这 就 是 使 初始 条 件 的 小 误差 
增长 e 倍 的 平均 路 程 . 

准确 些 说 , 可 以 定义 特征 路 径 长 度 s 为 指数 和 的 倒数 , 此 指数 刻画 了 雅 可 比方 
程 的 增长 性 , 它 表 示 以 速度 1 前 进 时 , 雅 可 比方 程 之 解 与 某 一 测 地 线 的 垂直 偏离 度 : 

à= lim Inj£(t), s= : 


T—oo T n»: Non 1 X 


- 246 - 附录 1 SRE 


一 般 说 来 指数 A 和 路 程 。 都 依赖 于 原 有 的 测 地 线 , 

若 我 们 的 流 形 在 一 切 二 维 方向 上 的 截面 曲率 都 被 数 一 b 从 零 分 隔 开 , 则 特征 路 
径 长 度 不 超过 b-1(b > 0). 

因此 若 流 形 之 曲率 为 负 且 绝对 值 越 大 , 则 特征 路 径 长 度 ( 它 使 测 地 线 的 误差 由 
于 不 稳定 性 而 加 大 e f) 越 小 . 由 误差 增长 的 指数 性 质 , 负 曲率 流 形 上 测 地 线 的 动向 
是 实际 上 无 法 预测 的 . 

例如 设 曲率 为 负 而 且 小 于 —4m-?(m 是 单位 米 ) 特征 路 径 长 度 小 于 或 等 于 半 米 ， 
即 沿 5m 长 的 测 地 线 , 误差 增 大 e1 ~ 104 f. 因此 初始 条 件 的 二 mm 的 误差 在 测 
地 线 的 末端 表现 为 Im 的 差 


J. 负 曲 率 紧 流 形 上 的 测 地 流 


S M 为 一 紧 黎 曼 流 形 , 其 曲率 在 每 点 每 个 二 维 方向 上 均 为 负 (这 种 流 形 确实 存 
E) 考虑 质量 为 1 的 质点 在 M 上 的 惯性 运动 , 而 没有 任何 外 力 . 这 个 力学 系 的 拉 格 
朗 日 函数 等 于 动能 , 它 就 是 总 能 量 而 且 是 运动 方程 的 一 个 首次 积分 . 

E M 之 维 数 为 n, 则 每 个 等 能 流 形 之 维 数 为 2n — 1. 这 流 形 是 M 的 切 从 的 子 
流 形 . 例如 固定 能 量 之 值 为 1/2( 对 应 于 初速 1). 这 时 点 的 速度 矢量 之 长 恒 为 1, 而 等 
能 流 形成 为 一 个 纤维 从 


纤维 是 切 空间 中 的 单位 球面 . 

于 是 流 形 TM 上 的 一 点 可 以 表 为 M 上 一 点 处 的 长 为 1 的 矢量 . 由 莫 泊 丢 - 雅 
可 比 原理 , 我 们 可 以 这 样 来 描述 具有 固定 初始 条 件 的 质点 的 运动 : 质点 以 速度 1 沿 
所 述 的 矢量 所 决定 的 测 地 线 运动 . 

由 能 量 守恒 定律 , 流 形 TM 是 我 们 的 力学 系 的 相 空 间 中 的 不 变 流 形 . 因此 我 们 
的 相 流 在 (2n — 1) 维 流 形 T, M. 上 决定 一 个 微分 同 胚 的 单 参数 群 . 这 个 群 称 为 M 上 
的 测 地 流 . 测 地 流 可 以 这 样 来 描述 : 它 在 时 刻 t 的 变换 把 z 处 的 单位 矢量 ce TUM 
变 为 另 一 点 处 的 单位 矢量 , 这 一 点 在 过 z 点 方向 为 的 测 地 线 上 而 距 z 距离 为 t. 我 
们 注意 , 在 IM 上 有 一 个 自然 定义 的 体积 单元 而 测 地 流 保持 它 不 变 ( 刘 维 尔 定理 ). 

到 现在 为 止 我 们 没有 用 到 M 的 曲率 为 负 . 但 若 要 研究 测 地 流 的 轨道 , 就 发 现 M 
的 负 曲 率 对 这 些 轨 道 的 性 态 有 强烈 的 影响 (这 与 M 上 的 测 地 线 的 指数 不 稳定 性 有 
关 ). 

以 下 是 负 曲 率 流 形 上 的 测 地 流 的 一 些 性 质 ( 详 见 7I. B. AHOCOB[1]). 

1. 几乎 所 有 相 轨 道 都 在 等 能 流 形 上 稠密 (例外 的 非 稠密 轨道 成 一 个 零 测度 集 ). 

2. 均匀 分 布 : 几乎 每 一 轨道 在 相 空间 TIM 之 任 一 区 域 中 停留 的 时 间 正 比 于 该 
区 域 的 体积 . 
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3. 相 流 g* 有 混合 性 质 : 若 4, B 是 两 个 区 域 , 则 
um mes|[(g* A) n B] = mesA mesB 


(mes 表示 体积 , 但 已 归 一 化 , 即 全 空间 具有 测度 1). 

由 相 空 间 中 的 轨道 的 这 些 性 质 可 得 测 地 线 在 流 形 本 身上 的 类 似 性 质 . 物理 学 家 
把 这 些 性 质 称 为 “随机 性 ?: 对 很 大 的 t, 轨道 的 渐 近 性 态 使 得 该 点 看 起 来 像 是 随机 
的 . 例如 混合 性 质 意味 着 点 在 离开 A 之 后 , 经 过 很 长 时 间 t 又 在 B 中 出 现 的 概率 与 
B 之 体积 成 正比 . 

因此 , 负 曲 率 流 形 上 测 地 线 的 指数 不 稳定 性 导致 相应 测 地 流 的 随机 性 . 


K. 指数 不 稳定 性 的 其 他 应 用 


负 曲 率 流 形 上 测 地 线 的 指数 不 稳定 性 由 许多 作者 研究 过 , 从 哈达 玛 (Hadamard) 
开始 ( 常 曲 率 情 况 甚至 可 推 到 罗 巴 切 夫 斯 基 ), 特别 是 霍 普 夫 (E. Hopf) 研究 过 . 20 世 
纪 60 年 代 在 这 个 领域 中 有 一 个 意外 发 现 , 非常 奇怪 , 指数 不 稳定 系统 对 于 系统 本 身 
的 摄 动 是 稳定 的 . 

例如 , 考虑 在 一 个 负 曲 率 紧 曲面 上 给 出 测 地 流 的 矢量 场 . 我 们 在 上 面 即 已 指出 ， 
这 个 流 的 相 曲 线 安排 得 十 分 复杂 : 几乎 每 一 条 都 在 三 维 等 能 流 形 上 稠密 . 这 流 有 无 
穷 多 个 闭 轨道 , 而 闭 轨 上 的 点 之 集合 也 在 三 维 等 能 流 形 上 稠密 . 

现在 我 们 考虑 一 个 接近 它 的 矢量 场 . 我 们 会 发 现 , 尽管 相 曲 线 的 形象 很 复杂 , 这 
个 具有 稠密 相 曲 线 和 无 穷 多 闭 轨道 的 总 的 形象 , 在 过 渡 到 接近 的 矢量 场 时 ， 几 乎 完 
全 不 变 . 事实 上 , 存在 一 个 接近 于 恒 等 变 换 的 同 胚 将 未 援 动 流 的 相 曲 线 变 为 摄 动 流 
的 相 曲 线 . 

于 是 上 述 复杂 的 相 流 也 和 平面 上 的 极限 环 或 稳定 焦点 一 样 ， 具 有 “结构 稳定 
E.D 我 们 要 注意 .不 论 是 平面 上 的 中 心 点 或 是 环 面 上 的 螺旋 线 都 没有 这 种 结构 
稳定 性 : 在 这 些 情况 下 , 矢量 场 的 任意 小 变化 都 会 引起 相 图 拓扑 类 型 的 变化 . 

存在 着 这 种 具有 复杂 运动 的 结构 稳定 系统 或 称 “ 粗 系 ”, 其 中 每 一 个 运动 都 是 指 
数 不 稳 定 的 , 这 是 近年 来 常 微分 方程 理论 方面 的 基本 发 现 之 一 ( 负 曲 率 流 形 上 测 地 
流 是 结构 稳定 的 , 这 一 猜想 是 斯 美 尔 (S. Smale)1961 年 提出 的 2, MRR (I B. 
AHOCOB) 1967 年 给 出 了 证 明 ; 这 些 流 的 随机 性 的 基本 结果 , 也 是 在 20 世纪 60 年 代 ， 
由 西奈 (A. T. Cuait) 和 阿 诺 索 夫 得 到 的 ). 

在 这 些 工作 以 前 , 大 多 数 数学 家 都 认为 , 对 于 “一 般 形式 ”的 常 微分 方程 组 , 只 
会 有 最 简单 的 稳定 的 极限 情况 : 平衡 位 置 和 极限 环 . 如 果 一 个 方程 组 比较 复杂 (例如 
是 保守 系 ), 就 认为 方程 的 微小 变化 (例如 加 上 小 的 非 保守 摄 动 ), 复杂 的 运动 会 “ 渗 
和 人 ”到 简单 的 运动 之 间 . 现在 我 们 知道 , 情况 并 不 如 此 , 在 矢量 场 的 函数 空间 中 有 整 
个 的 区 域 都 是 由 相 曲 线性 态 很 复杂 的 场 组 成 . 


1 A. Andronov-L.Pontryagin[1] 的 用 语 是 fH". —— 日 译 者 注 
2) 详 见 S. Smale,[1]. 日 译 者 注 
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由 此 得 到 的 结论 涉及 到 范围 很 广 的 现象 , 其 中 , 对 确定 论 的 对 象 发 现 了 “随机 ” 
具体 说 来 , 我 们 要 这 样 想 : 某 ( 非 保 守 ) 方程 组 的 相 空 间 中 有 一 个 吸引 的 不 变 流 
E (或 集合 ) 其 中 的 相 曲 线 有 指数 不 稳定 性 ， 现 在 我 们 知道 , 这 个 性 质 并 非 例外 的 : 
在 方程 组 的 微小 变化 之 下 这 个 性 质 一 定 能 保持 . 观察 这 种 方程 组 的 运动 的 实验 者 看 
到 的 是 什么 呢 ? 

相 曲 线 接近 于 吸引 集合 被 解释 为 建立 了 某 种 极限 情况 . 相 点 在 吸引 和 集 附近 继续 
运动 将 会 涉及 极限 性 态 的 “ 相 ” 的 混沌 的 、 无 法 预测 的 变化 , 这 就 可 能 被 看 作 是 “ 随 
PLE” RI IC. 

不 幸 的 是 , 至 今 还 设 有 从 这 个 观点 出 发 来 对 具有 涡流 性 质 的 物理 实例 进行 过 令 
人 信服 的 分 析 D. 一 个 初步 的 例子 是 由 所 谓 纳 维 埃 - 斯 托 克 斯 方程 所 描述 的 粘性 流体 
的 流体 力学 不 稳定 性 2. 

这 个 问题 的 相 空间 是 无 穷 维 的 ( 即 在 液体 流 场 中 散 度 为 0 的 矢量 场 函 数 空 间 )， 
但 问题 的 无 穷 维 性 质 显然 不 是 严重 的 阻碍 , 因为 粘性 当 谐 波 频率 越 高 时 会 越 快 地 消 
掉 高 频 成 分 (小 旋涡 ). 结果 , 无 穷 维 空间 的 相 曲 线 似 乎 会 趋向 某 个 有 限 维 流 形 (或 集 
合 ), 而 极限 状况 似乎 也 在 其 中 . 

当 粘 性 很 大 时 , 在 相 空 间 中 有 稳定 的 吸引 平衡 位 置 (“稳定 定常 流 ”) 出 现 . 当 烙 
性 减少 时 , 则 失去 稳定 性 : 例如 可 能 在 相 空间 中 出 现 稳定 的 极限 环 (“周期 流 ”) 或 者 
一 种 新 类 型 的 稳定 平衡 位 置 (“ 二 级 定常 流 ")@. 若 粘 性 进一步 减 小 , 会 出 现 越 来 越 多 
的 谐 波 , 而 极限 状态 可 能 维 数 更 高 . 

对 小 的 粘性 , 趋向 具有 指数 不 稳定 轨道 的 极限 情况 似乎 是 很 可 能 的 . 不 幸 , 由 于 
现存 计算 机 容量 有 限 , 相应 的 计算 还 没有 算出 来 . 但 是 不 需 任 何 计算 就 能 作出 下 面 
的 一 般 结论 : 即使 解 是 存在 和 唯一 的 , 汕 流 现象 也 可 能 出 现 ; 只 要 有 指数 不 稳定 性 就 
够 了 , 而 这 在 具有 有 限 多 自由 度 的 决定 论 系 统 中 也 会 遇 到 |. 

作为 指数 不 稳 性 的 应 用 的 又 一 个 例子 , 我 们 提 一 下 这 样 一 件 事 : 西奈 宣布 他 已 
得 到 了 关于 刚性 球 系统 的 玻 尔 兹 曼 “ 遍 历 假设 ”的 证 明 . 这 个 假设 说 , 箱子 ( 箱 壁 是 
弹性 的 ) 内 完全 相同 的 绝对 弹性 球 的 运动 的 相 流 在 连通 的 等 能 集 上 是 遍历 的 (遍历 
性 意思 是 , 几乎 每 一 条 相 曲 线 在 等 能 集 的 每 一 块 内 都 停留 一 段 时 间 ， 其 长 短 与 这 小 
块 的 测度 成 正比 ). 

玻 尔 兹 曼 假设 允许 我 们 用 空间 平均 代替 时 间 平 均 . 而 在 很 长 时 间 里 这 假设 被 认 
为 对 于 论证 统计 力学 是 必 不 可 少 的 . 事实 上 , 玻 尔 兹 曼 假设 (这 是 一 个 时 间 趋 向 无 穷 
的 极限 问题 ) 对 于 过 渡 到 统计 极限 (小 块 的 数目 趋向 无 穷 ) 并 不 是 必 不 可 少 的 . 然而 


外 在 Arnold[17] 中 讨论 了 分 枝 理论 和 摄 动 理论 . 


0 但 请 注意 近来 出 现 的 奇异 吸引 子 理论 . 例如 可 参看 Sparrow[1], [2]. — 中 译 者 注 
2 有 关 这 个 方程 的 近来 的 工作 可 参看 J. E. Marsden 1] 及 其 所 引文 献 . 一 一 日 译 者 注 
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玻 尔 兹 曼 假设 局 发 出 了 关于 动力 系统 的 随机 性 质 的 全 部 分 析 (所 谓 遍历 理论 ), 它 的 
证 明 是 这 个 理论 成 熟 的 尺度 . 
玻 尔 兹 曼 问题 中 轨道 的 指数 不 稳定 性 是 球 彼此 碰撞 引起 的 , 而 可 以 解释 如 下 . 
为 简单 计 , 我 们 考虑 平面 上 只 有 两 个 粒子 的 系统 , 并 且 用 平面 环 面 {(z,y)mod 1) 
代表 箱 壁 会 反射 的 正方 形 箱子 . 这 时 我 们 可 以 认为 一 个 粒子 是 恒定 的 CRUS EST 
TH); 另 一 个 粒子 看 作 一 个 点 ， 


这 样 我 们 得 到 了 有 具有 以 下 模型 的 问题 : 一 个 点 在 环 面 弹子 球台 上 
运动 , 而 台中 央 有 一 个 圆 形 墙 , 使 此 点 按 “ 人 射 角 等 于 反射 角 ” 的 规则 


反射 (图 235). C) 
为 了 研究 这 个 系统 , 我 们 看 一 个 类 似 的 弹子 球台 , 但 其 外 边 由 一 


个 平面 凸 曲线 包围 〈 例 如 点 在 椭圆 内 的 运动 ). 这 样 一 个 弹子 球台 上 的 
运动 可 以 看 成 椭 球 面 上 的 测 地 流 的 极限 情况 . 即将 椭 球 的 最 小 主轴 缩 。 形 弹子 球台 
小 到 0 求 极限 . 其 结果 是 椭 球 面 上 的 测 地 线 变 成 椭圆 内 的 弹子 球 轨道 ， 并 有 圆 墙 散 
由 此 我 们 发 现 , 把 椭圆 看 成 是 双 侧 的 是 合理 的 , 而 每 一 次 反射 都 使 测 对 
地 线 从 椭圆 一 侧 到 另 一 侧 . 

现在 我 们 回 到 环 面 形 弹子 球台 . 这 上 面 的 运动 可 以 看 成 一 个 光滑 曲面 上 的 测 地 
流 的 极限 情况 . 这 个 曲面 可 以 这 样 得 到 , 把 带 一 个 洞 的 环 面 看 成 一 个 双 侧 曲面 , 使 它 
有 一 些 厚 度 并 且 把 尖 的 边缘 稍稍 磨 光 . 结果 得 到 一 个 曲面 其 拓扑 结构 和 一 个 有 两 个 
柄 的 球面 相同 . | 

把 椭圆 吹 胀 成 一 个 椭 球 , 我 们 得 到 一 个 正 曲率 曲面 ; 把 有 洞 的 环 面 吹 胀 , 我 们 得 
到 一 个 负 曲 率 曲面 (两 种 情况 下 曲率 都 集中 在 边缘 附近 , 但 吹 胀 时 可 以 使 曲率 不 变 
号 ). 

因此 在 环 面 形 弹子 球台 上 的 运动 可 以 看 成 是 沿 负 曲率 曲面 上 的 测 地 线 运动 的 极 
限 情况 . 

现在 , 为 了 证 明 玻 尔 兹 曼 假设 (在 所 考虑 的 简单 情况 下 ), 只 需 证 明 关于 负 曲 率 
曲面 上 的 测 地 流 的 随机 性 质 的 分 析 在 上 述 极限 情况 下 仍 成 立即 可 . 

证 明 的 更 详细 的 氢 述 变 得 很 复杂 (A. T. Cumnaii[1]9). 


DAR [1] 中 对 Crmag 一 文 不 完全 之 处 作 了 补充 ， 并 用 日 诸 作 了 解释 . 入 保 (2] 则 讨论 了 一 类 具 
有 较 广 泛 的 位 能 的 同样 


附录 2. ” 李 群 上 左 不 变 度 量 的 测 地 线 与 理 
想 流体 的 流体 动力 学 


刚体 的 欧 拉 运动 可 以 描述 为 在 具有 左 不 变 黎 曼 度 量 的 三 维 欧 氏 空间 之 旋转 群 上 
沿 测 地 线 的 运动 . 欧 拉 理论 的 相当 一 部 分 只 是 依赖 于 这 种 不 变性 ,因此 可 以 推广 到 
其 他 群 上 . 

这 种 推广 欧 拉 理 论 的 例子 有 高 维 空间 中 的 刚体 之 运动 , 还 有 特别 有 趣 的 是 理想 
( 即 不 可 压缩 且 无 粘性 ) 流体 的 流体 动力 学 . 后 一 情况 下 有 关 的 群 是 保持 流 场 区 域 的 
体积 不 变 的 微分 同 胚 群 . 最 小 作用 原理 在 这 个 例子 中 指出 , 流体 的 运动 可 用 动能 所 
给 的 度量 的 测 地 线 来 描述 .( 如 果 我 们 愿意 ,也 可 用 这 个 原理 作为 理想 流体 的 数学 定 
义 .) 容易 验证 , 这 个 度量 是 ( 右 ) 不 变 的 . 

当然 , 把 就 有 限 维 李 群 得 到 的 结果 推广 到 无 限 维 需要 小 心 . 例如 在 三 维 流体 动 
力学 中 运动 方程 解 的 存在 与 唯一 性 定理 迄 未 证 明 . 然而 把 有 限 维 李 群 的 测 地 线 的 性 
质 形 式 地 推广 到 无 限 维 , 看 看 能 得 出 什么 结论 也 是 有 意思 的 . 这 些 结论 具有 先 验 命 
题 (恒等式 、 不 等 式 等 ) 的 性 质 , 一 切合 理 的 解 都 应 该 满足 它们 . 有 些 时 候 , 形式 结论 
可 以 直接 地 严格 论证 而 不 必 诉 诸 无 限 维 分 析 . 

例如 ,刚体 的 运动 的 欧 拉 方程 在 流体 动力 学 中 的 类 比 即 理想 流体 运动 的 欧 拉 
方程 。， 欧 拉 关 于 绕 惯 量 椭 球 大 、 小 轴 旋 转 的 稳定 性 定理 相应 于 流体 动力 学 中 瑞 利 
(Rayleigh) 关于 速度 前 面 没 有 扭转 点 的 流 的 稳定 性 定理 稍微 推广 一 点 . 

也 很 容易 从 欧 拉 公式 得 出 具有 单 侧 不 变 度量 的 群 之 黎 曼 曲率 的 显 式 . 把 这 应 用 
到 流体 动力 学 中 就 能 找到 保持 体积 单元 的 微分 同 胚 群 的 曲率 . 有 意思 的 是 注意 到 , 在 
充分 好 的 二 维 方向 上 曲率 是 有 限 的 , 而 且 在 许多 情况 下 是 负 的 . 负 曲 率 意 味 着 测 地 
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线 的 指数 不 稳定 性 (参看 附录 1). 在 我 们 考虑 的 情况 下 , 测 地 线 是 理想 流体 的 运动 ， 
所 以 计算 微分 同 胚 群 的 曲率 就 能 给 我 们 一 些 理想 流体 流动 不 稳定 性 的 知识 . 事实 上 ， 
曲率 决定 了 特征 路 径 长 度 , 即使 初始 条 件 的 差 放 大 e 倍 的 路 径 长 度 . 负 曲率 导致 流 
动 在 实际 上 的 不 确定 性 : 在 比特 征 路 径 长 度 长 几 倍 的 路 径 上 , 初始 条 件 的 偏差 会 增 
大 几 百 售 . 


在 这 个 附录 里 , 我 们 打算 简要 地 把 有 关 具 有 单 侧 ( 左 或 右 ) 不 变 度量 的 群 上 测 地 
线 的 计算 起 一 个 头 . 在 下 面 文献 中 可 以 找到 证 明和 细节 : B. A. Apaorpam [5], [6], [9], 
[21]; Dikii, [1]; Ebin and Marsden, [1]; Ladyzhenskaya, [1]; Mishchenko, [1]; Obukhov, 
[1]; Faddeev, [1], Arnold, V.I., Kbesin, B. A. [1]. 

A. 记号 : 伴随 和 余 伴 随 表示 

令 G 为 一 实 李 群 , g 为 其 李 代数 , 即 在 群 的 恒 等 元 处 的 切 空 间 并 具有 交换 子 括 
IAF [, ]. 

李 群 以 左右 平移 作用 在 其 自身 上 : G 的 每 个 元 9 都 定义 了 群 到 其 自身 的 微分 同 
Hk: 

Lj;:G—G, Lọkh=gh;, R,:G—G, Roh= hg. 

它 在 每 个 he G 的 切 空 间 上 的 诱导 映射 记 作 


Lo* : TG, 一 全 了 Coh， Hom : TG, — TGyg. 


微分 同 胚 Rg- Lg 是 群 的 内 自 同 构 . 它 保持 群 恒 等 元 不 变 . 它 在 恒 等 元 处 的 导数 
是 李 代 数 ( 即 群 在 恒 等 元 处 的 切 空间 ) 到 自身 的 线性 映射 , 记 作 


Ad,:8—9, Ady = (R To) 
称 为 群 的 伴随 表示 . 容易 验证 Ad, 是 代数 同 态 , 即 
Adolé,7] = [Adgé, Adon], €, €g. 
也 很 清楚 Ad,, = Ad; Ads. 
可 以 把 Ad 看 作 由 群 到 代数 上 的 线性 算 子 空间 的 映射: 
Ad(g) = Ad,. 


映射 Ad 是 可 微 的 . 考虑 它 在 群 的 恒 等 元 处 的 导数 . 这 个 导数 是 由 代数 g 到 g 上 之 
线性 算 子 空间 的 线性 映射 . 记 它 为 ad, 而 它 在 代数 之 元 € 上 的 像 记 作 ade. 于 是 ade 
是 代数 空间 的 自 同 态 , 我 们 还 有 


ad = Ád,,:g — Endg, ade = i Ades, 
t=ô 
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e 是 具有 切 矢量 & 的 单 参数 群 . 由 上 述 公 式 容易 得 出 ad 仅 用 代数 中 的 元 的 表达 式 
ade7 = 长 ,可 . 


我 们 现在 考虑 李 代 数 g 的 对 偶 空 间 g*. 它 是 李 代 数 上 的 实 线性 泛 函 之 空间 . 换 
言 之 , g* 是 群 在 恒 等 元 处 的 余 切 空间 g* = T*G.. 群 在 点 9 的 余 切 空间 的 元 & 在 同 
一 点 上 之 切 空间 上 的 元 n 上 之 值 将 用 圆 括号 表示 : 


(£9 ER. €e T'G, ncTG,. 


左右 平移 在 余 切 空间 上 诱导 出 La M Ra 的 对 偶 算 子 ， 我 们 记 之 为 : 对 任意 


heG 有 : 
Ly :T*Ggn > T*Gr, Ro:T Gng > T*Gh 


这 些 算 子 是 由 以 下 的 恒等式 来 定义 的 : 
(L56,) = (€, Larn), (R56, 0) = (E, Rgn). 

算 子 Ad, 的 对 偶 把 G 在 恒 等 元 处 的 余 切 空间 映 到 其 自身 . 我 们 记 之 为 

Ad; : 8" >g", 
而 且 用 下 面 的 恒等式 来 定义 它 : 

(Ad76, n) = (€, Adon). 
当 9 遍 取 李 群 G 中 的 元 时 , 算 子 Ad; 成 为 群 的 一 个 表示 , 即 适合 关系 式 

Ad; = Ad; Ad}. 
这 个 表示 称 为 群 的 余 伴随 表示 而 在 所 有 涉及 群 的 ( 左 ) 不 变 度量 的 问题 中 起 重要 的 
I Rr Adz 对 g 在 昼 等 元 处 的 导数 . 这 个 导数 是 一 个 线性 映射 , 而 由 代数 映 
到 此 代数 之 对 偶 空间 的 线性 算 子 空间 上 . 用 ad* 记 这 个 线性 映射 , 它 在 代数 的 元 素 
€ 上 的 像 用 adz 来 表示 . 于 是 ad; 是 这 个 代数 的 对 侦 空间 上 的 线性 算 子 


adt : g" 一 g*. 
容易 看 到 ad; 是 ade 的 伴随 算 子 : 
(adzn,Q) = (madel), 对 一 切 n € g*,C €g. 
有 时 , 用 花 括 弧 来 记 ad* 的 作用 是 方便 的 : 


adzm = (£m), &£€g, meg'". 
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于 是 花 括 弧 是 g x g* 到 g* 的 双 线 性 函数 , 而 与 代数 中 的 交换 子 之 间 有 恒等式 
{En} 6) = m, 16 0)- 


我 们 现在 考虑 群 在 代数 的 对 偶 空 间 中 的 余 伴 随 表示 的 轨道 . 在 轨道 的 每 点 上 都 
有 一 个 自然 的 辛 构造 ( 称 为 基 里 洛 夫 (A. A. Kupunnos) 形式 , 因为 首先 是 他 用 这 个 
形式 来 研究 寡 零 李 群 的 表示 ). TE, 余 伴 随 表示 的 轨道 总 是 偶数 维 的 . 还 要 注意 , 考 
查 不 同 李 群 的 一 切 可 能 的 轨道 会 得 到 许多 辛 流 形 的 例子 . 

余 伴 随 表示 的 轨道 上 的 辛 构造 由 以 下 作法 来 定义 . S z 为 代数 的 对 偶 空间 之 一 
点 . 为 在 此 点 切 于 轨道 的 矢量 . 因为 g* 是 一 矢量 空间 , 可 以 把 上 ( 它 其 实 属于 g* 在 
z 处 之 切 空间 ) 认为 是 在 g* 中 的 矢量 . 

A 上 可 以 用 多 种 方式 表 为 点 z 在 具有 速度 矢量 ac g 的 单 参数 群 ent 的 余 伴 
随 作 用 下 的 运动 的 速度 矢量 . 换言之 , 每 个 切 于 r 在 群 的 余 伴随 表示 下 的 轨道 之 矢 
E c 都 可 以 用 代数 中 的 适当 矢量 a 表示 如 下 : 

E= {az}, a€g, rEg'. 

现在 就 可 以 定义 辛 2 -形式 9 在 一 对 切 于 x 之 矢量 &1, tz 上 之 值 了 . 具体 说 来 ， 

用 以 上 公式 将 &, t 用 代数 的 元 ai, as 表示 , 然后 即 得 数量 

Q(£1, £2) = (x, [a1, a2]), rcg, Qi € g. 
容易 验证 (1) 双 线 性 形式 0 是 适当 定义 的 , 即 其 值 与 a; 的 选 法 无 关 ; (2) 9 是 斜 对 
称 的 , 因此 是 轨道 上 的 2- 微 分 形式 ; (3) Q0 是 非 退 化 且 闭 的 (证 明 例 如 可 见 附 录 5). 
因此 形式 0 是 余 伴随 表示 的 一 个 轨道 上 的 辛 构造 . 

B. 左 不 变 度量 

李 群 G 的 黎 曼 度量 如 果 为 一 切 左 平移 所 保持 就 称 为 左 不 变 的 , 亦 即 左 平 移 的 导 
数 将 任 一 矢量 变 为 同样 长 度 的 矢量 时 称 此 度量 为 左 不 变 的 . 

左 不 变 度量 只 需 在 群 的 一 点 例如 恒 等 元 处 给 出 就 够 了 ; 9 Ads g 
然后 再 用 左 平移 把 度量 移 到 其 他 点 上 . 所 以 代数 上 有 多少 欧 cS TG, > 
氏 构 造 , 群 上 就 有 多 少 左 不 变 黎 曼 度量 . 

代数 上 的 欧 氏 构造 可 用 由 此 代数 到 其 对 偶 空 间 的 对 称 ”9 一 一 TG 一 > 9 
正定 算 子 来 定义 . FE, S A:g  g* 为 一 个 对 称 正 定 算 子 

(A£, n) = (47,5) 对 g 中 一切 6, 7 成 立 . 
(A 为 正定 并 不 很 重要 , 但 在 力学 应 用 中 , 二 次 型 (46,6 总 是 正定 的 .) 
我 们 用 左 平 移 来 定义 一 个 对 称 算 子 A :TGs  T*G,: 
4 = Lt a ALs E. 
于 是 我 们 得 到 以 下 的 线性 算 子 的 可 换 图 式 ， 
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我 们 用 尖 括 弧 来 表示 算 子 A, 决定 的 数量 积 : 


(Eng = (Ag£, n) = (Agn, £) = (n, £)g- 


这 个 数量 积 给 出 了 群 G 上 的 左 不 变 黎 曼 度量 . 代数 上 的 数量 积 就 简单 地 用 6) 表示 . 
我 们 再 用 以 下 的 恒等式 来 定义 算 子 B:gxgg 


(la, b], c) = (B(c a), b), 对 g 中 一 切 b. 
AT B 显然 是 双 线 性 的 , 而 当 第 一 个 变 元 固定 后 , 它 对 第 二 个 变 元 是 斜 对 称 的 
(B(c, a), b) + (B(c, b), a) = 0. 


C. 例子 


4 G = SO(3) 为 三 维 欧 氏 空间 的 旋转 群 , 即 固定 在 一 点 的 刚体 的 构 形 空间 . 刚 
体 的 运动 于 是 由 群 中 一 条 曲线 g = g(t) 来 表示 . G 的 李 代数 是 一 切 可 能 的 旋转 的 角 
速度 的 三 维 空间 . 这 个 代数 中 的 交换 子 就 是 通常 的 矢量 积 . 

刚体 的 旋转 速度 9 是 群 在 点 9 的 切 矢量 . 为 了 得 出 角速度 , 必须 将 它 移 到 群 在 
恒 等 元 处 的 切 空间 即 代数 上 去 . 但 这 可 用 左 、 右 平移 两 个 方法 来 完成 . 结果 在 代数 
中 得 出 两 个 不 同 的 矢量 


We = Lg-14ġ E9, Ws = R$3.8 €g 


这 两 个 矢量 恰好 就 是 “刚体 内 的 角速度 ” (所 以 有 下 标 c corps) 和 “空间 中 的 角 速 
度 ”( 所 以 有 下 标 s: space). 

群 G 的 元 素 g 对 应 于 刚体 由 初始 状态 (相应 于 群 之 恒 等 元 并 可 任意 选 定 ) 经 运动 9 达到 的 
位 置 . 令 w 为 代数 中 的 一 个 元 . 

4 e"! 为 角速度 为 w 的 单 参数 旋转 群 ;w 是 这 个 单 参数 群 在 恒 等 元 处 的 切 矢量 , 注意 由 位 移 
g 再 以 角速度 co 旋转 一 个 短 时 间 7 所 得 的 位 移 


eg, 这 里 g = g(t) €E G， w € g 而 7 «1. 


若 $j 就 是 矢量 
w 就 叫做 相对 于 空间 的 角 过 度 并 记 作 w。. 故 ws 可 由 9 作 右 平移 而 得 . 类 似 地 可 以 证 明 刚体 内 的 
角速度 是 代数 中 矢量 9 的 左 平移 . 

在 我 们 的 例子 中 代数 的 对 偶 空间 g* 就 是 角 动 量 空间 . 

刚体 的 动能 是 由 刚体 内 的 角速度 矢量 决定 的 而 与 刚体 在 空间 中 的 位 置 无 关 . 因 
此 动能 给 出 群 上 一 个 左 不 变 黎 曼 度量 . 由 它 决 定 的 对 称 正 定 算 子 hy : TG, — T*G, 
称 为 惯量 给 算 子 (或 惯量 给 张 量 ). 它 与 动能 之 间 有 关系 式 了 = 志 (9， 信 8 = Www) = 


附录 2 ” 李 群 上 左 不 变 度量 的 测 地 线 与 理想 流体 的 流体 动力 学 : 255 - 


l(Auc, ux) = $(499,9), 其 中 A: g — o* 是 A, 当 9=e 时 之 值 . 矢量 9 TREER 
E As 作用 下 的 像 称 为 角 动 量 记 作 M. 矢量 M 位 于 群 在 9 处 的 余 切 空间 中 , mi BE 
可 用 左 平移 也 可 用 右 平移 移 到 群 在 恒 等 元 处 的 余 切 空间 中 . 这 样 我 们 得 到 两 个 矢量 


M.-LjMeg', M,—-R;Meg'. 


这 两 个 在 代数 的 对 偶 空 间 中 的 矢量 正 是 相对 于 刚体 的 角 动 量 (M) 和 相对 于 空间 的 
角 动 量 (Me). 这 很 容易 由 以 角 动量 和 角速度 表示 动能 的 式 子 看 出 : 
T = (Mewe) = 504,8). 

由 最 小 作用 原理 , 刚体 在 惯性 下 的 运动 ( 即 无 外 力 ) 是 具有 上 述 左 不 变 度量 的 放 
转 群 上 的 测 地 线 . 

我 们 将 把 任意 李 群 在 任意 左 不 变 歼 曼 度量 下 的 测 地 线 看 成 “广义 刚体 "的 运动 ， 
其 构 形 空间 为 G. 这 样 一 个 “具有 群 G 的 刚体 ”由 其 动能 ( 即 李 代数 上 的 正定 二 次 

型 ) 决定 .准确 些 说 , 我 们 把 群 C 上 的 左 不 变 度量 (由 其 代数 上 的 二 次 型 (ww) 给 

出 ) 的 测 地 线 看 作 具 有 群 G 的 动能 为 (o, o) /2. 的 刚体 的 运动 . 

相应 于 广义 刚体 的 运动 1 — g(t) 有 四 条 曲线 : 


t—w(t€g t-w(t)eg t Melt) E€g*, t M(t) eg, 


称 为 在 刚体 内 与 空间 中 的 角速度 与 角 动 量 矢 量 的 运动 . 这 些 曲 线 所 满足 的 微分 方程 
是 由 欧 拉 对 任意 刚体 发 现 的 . 然而 它们 对 任意 群 这 样 一 个 最 一 般 的 情况 也 是 成 立 的 ， 
我 们 将 称 之 为 广义 刚体 的 欧 拉 方程 . 

io 在 通常 的 刚体 理论 中 , R?, R”, g, g*,TGoT*G。 这 六 个 不 同 的 三 维 空间 是 等 同 的 . 刚 
体 在 其 中 运动 的 空间 R 与 其 运动 群 的 李 代数 g 之 维 数 相同 是 偶然 的 , 而 且 只 在 维 数 为 3 时 适用 ; 
TE n 维 情况 下 , g 的 维 数 是 n(n 一 1)/2. 

李 代数 g 与 其 对 偶 空 间 g* 的 等 同 有 更 深刻 的 基础 . 事实 是 : 在 旋转 群 上 存在 (而 且 除 相差 
一 个 乘法 外 是 唯一 的 ) 双 侧 不 变 黎 曼 度 量 . 这 个 度量 一 劳 永 逸 地 给 出 了 矢量 空间 g 与 g* 的 人 们 
特别 愿意 用 的 同 构 (对 TG, 与 T*G。 也 一 样 ). 这 使 我 们 可 以 把 角速度 与 角 动 量 看 成 在 同一 欧 氏 
空间 中 . 这 样 把 两 个 空间 等 同 以 后 ,{ ，} 就 只 是 代数 的 交换 子 , 但 差 个 负 号 . 

任意 紧 李 群 上 都 有 一 个 双 侧 不 变 度 量 存在 . 因此 , 为 了 研究 具有 紧 群 的 刚体 的 
运动 , 可 以 把 角速度 和 角 动 量 空间 视 为 同一 个 . 但 在 应 用 于 微分 同 胚 的 非 紧 (或 无 限 
维 ) 群 时 , 不 能 视 之 为 相同 . 


D. 欧 拉 方程 


欧 拉 的 结果 (他 自己 仅 得 到 G = SO(3) 时 的 特例 ) 可 以 陈述 为 关于 具有 和 群 G 的 
广义 刚体 的 角速度 、 角 动量 的 定理 如 下 : 


: 256 - 附录 2 ” 李 群 上 左 不 变 度量 的 测 地 线 与 理想 流体 的 流体 动力 学 


定理 1 关于 空间 的 角 动量 矢量 在 运动 中 守恒 : 
dM, — 
dt — 0. 
定理 2 关于 刚体 的 角 动 量 矢量 满足 欧 拉 方程 : 
dM. 
dt 

这 些 定理 对 广义 刚体 和 对 普通 刚体 的 证 明 方法 完全 相同 . 

ii 刚 体内 的 角速度 矢量 o. 可 通过 惯量 矩 算 子 之 逆 用 刚体 内 的 角 动量 矢量 Me RH: 
we = AT Me. 所 以 , 欧 拉 方 程 可 以 看 作为 是 仅仅 关于 刚体 内 的 角 动 量 矢 量 的 方程 ; 其 右 方 对 Me 
是 二 次 的 . 

我 们 也 可 以 把 这 个 结果 表述 如 下 . 考虑 刚体 的 相 流 (其 相 空 间 维 数 是 群 G 维 数 
或 角 动 量 空 间 g 的 维 数 n 之 二 倍 ). 于 是 2n 维 流 形 上 的 相 流 可 按 n 维 矢量 空间 g* 
上 欧 拉 方 程 的 流 分 解 . 

所 谓 流 形 X 上 的 相 流 gt 用 流 形 Y 上 的 相 流 f: 分 解 , 即 一 个 由 ox S Y 的 光滑 映射 , 把 gt 
映 到 f* 上, 而 且 使 以 下 图 式 可 换 ; 


= {we, Mi). 


在 我 们 的 情况 下 X = T*G 是 刚体 的 相 空间 , Y = g* 是 角 动 量 空 间 . 投影 m: T*G 一 g* 由 左 平 
移 定义 (1M = Ly M, M € T" G4), g': 是 所 考虑 的 刚体 在 2n 维 空间 T*G 上 之 相 流 , ft 是 n 维 
角 动 量 空间 g* 上 欧 拉 方程 的 相 流 . 

换言之 , 关于 刚体 的 角 动 量 矢 量 的 运动 只 依赖 于 角 动 量 矢量 对 于 刚体 的 初始 位 
置 , 而 与 刚体 在 空间 中 的 位 置 无 关 . 

i2 关于 空间 的 角 动 量 矢量 守恒 也 可 以 这 样 表 述 , 即 此 矢量 关于 空间 g* 的 某 个 坐标 系 的 
一 切 分 量 都 守恒 . 这 样 我 们 得 到 刚体 运动 方程 的 一 组 首次 积分 . 特别 是 , 李 代 数 g 的 每 个 元 都 相 
应 于 空间 gt 上 的 一 个 线性 函数 , 从 而 是 一 个 首次 积分 , 容易 看 到 , g” 上 函数 的 泊 松 括 弧 也 是 g* 
上 的 函数 . 我 们 这 样 得 到 李 代数 g 的 (无 穷 维 ) 扩张 , 由 g 上 之 函数 构成 . g 本 身 包含 在 此 扩张 
中 即 g* 上 的 线性 函数 之 李 代 数 . 当然 , 在 2n 维 空间 的 相 流 的 所 有 首次 积分 中 , 只 有 m 个 是 函数 
独立 的 . 例如 可 以 取 g* 上 的 ”个 线性 函数 , 即 g 之 基 , 作为 这 n 个 独立 的 积分 . 

因为 可 能 在 无 穷 维 情况 中 有 应 用 , 我 们 愿 避免 使 用 坐标 而 内 草地 令 述 关于 首次 
积分 的 命题 . 把 定理 1 重 述 如 下 即 可 做 到 这 一 点 . 

定理 3 群 在 其 代数 的 对 偶 空间 中 的 余 伴随 表示 的 轨道 是 此 空间 中 由 欧 拉 方程 
给 出 的 流 的 不 变 流 形 . 

证 M(t) 是 从 Ms(t) 由 余 伴随 表示 作用 而 得 , 而 Melt) 是 守恒 的 . 口 
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例 在 通常 刚体 的 情况 下 群 在 角 动 量 空间 中 的 余 伴 随 表示 的 轨道 是 球面 M? + 
M3 M3 = 常数 . 这 时 定理 3 就 化 为 角 动 量 矢量 的 长 度 守恒 . 这 定理 指出 , 若 初 始 
点 Me 位 于 某 轨 道上 (在 此 情形 即 在 球面 M? = 常数 上 ), 则 其 轨迹 上 一 切 点 在 欧 拉 
方程 作用 下 都 保持 在 同一 轨道 上 . 

现在 转 到 任意 群 G 的 一 般 情 况 , 并 回忆 一 下 , 余 伴 随 表示 的 任意 轨道 都 有 辛 构 
造 (参见 A). 此 外 刚体 的 动能 可 以 用 相对 于 刚体 的 角 动 量 来 表示 . 结果 我 们 得 到 角 
动量 空间 上 的 二 次 型 


T- 5 (Ms, A71M,). 


现在 固定 余 伴 随 空间 的 一 个 轨道 V. 把 动能 看 作 这 个 轨道 上 的 函数 : 


H:V >R, H(M,)- (M, A"! M,). 


1 
2 

定理 4 欧 拉 方 程 在 余 伴随 表示 的 每 个 轨道 上 , 都 是 以 H 为 哈密 顿 函 数 的 哈密 
顿 方程 . 

证 在 点 M ULT V 的 每 个 矢量 都 可 写成 上 = (Mf eo, 特别 是 欧 拉 方 
程 右 方 的 矢量 场 可 写成 X = {dT, M]}( 这 里 函数 了 在 g 上 一 点 M 处 的 微分 可 看 作 
是 g* 之 对 偶 空间 中 的 矢量 , 即 李 代数 g 之 元 ). 由 辛 构造 9 和 C, ) 的 定义 ( 见 A) 
即 知 对 于 每 一 个 在 M 点 切 于 V 的 矢量 上 有 


Q(£, X) = (M,[f. dT]) = (dT, (f, Mj) = (dH, €). M 


欧 拉 方程 也 可 以 用 惯量 算 子 之 逆 从 代数 的 对 偶 空间 上 移 到 代数 本 身上 去 . 结果 
得 到 欧 拉 方程 用 算 子 B 的 表达 如 下 (Ub B): 

定理 5 刚体 内 角速度 矢量 的 运动 只 依赖 于 这 个 矢量 初始 位 置 而 与 刚体 之 初始 
位 置 无 关 . 刚体 内 的 角速度 矢量 满足 一 个 右 方 为 二 次 型 的 方程 : 


we = B(we, we). 


我 们 将 把 这 方程 叫做 角速度 的 欧 拉 方程 . 注意 到 在 算 子 A : g*  g 的 作用 
下 , 余 伴 随 表示 的 轨道 变 为 角速度 的 欧 拉 方程 的 不 变 流 形 ; 这 些 流 形 又 有 辛 构造 等 
等 . 然而 , 与 g* 中 的 轨道 不 同 , 这 些 不 变 流 形 并 不 是 仅 由 李 群 G 本 身 决定 , 还 依赖 
于 刚体 的 选取 ( 即 依赖 于 惯量 算 子 ). 

由 能 量 守 恒定 律 , 我 们 有 

定理 6 关于 角 动 量 与 角速度 的 欧 拉 方 程 都 有 一 个 二 次 型 的 首次 积分 , 其 值 等 
于 动能 

T= 5 0s, ATIM.) = 3(Awes we). 
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E. 恒定 旋转 及 其 稳定 性 


刚体 的 恒定 旋转 即 刚 体内 的 角速度 不 变 (从 而 其 在 空间 中 的 角速度 也 不 变 , 二 
者 可 以 互 推 ) 的 旋转 . 我 们 从 R3 中 刚体 的 旋转 的 通常 的 理论 知道 , 恒定 旋转 就 是 绕 
惯量 椭 球 主轴 的 旋转 . 以 下 我 们 给 出 这 个 定理 对 具有 任意 群 的 广义 刚体 的 推广 . 我 
们 要 注意 , 恒定 旋转 即 左 不 变 度量 的 测 地 线 , 它们 是 单 参数 子 群 . 我 们 还 要 注意 , D 
量 椭 球 主轴 之 方向 可 以 在 定 长 度 角 动 量 撩 量 的 球面 上 考虑 动能 之 驻 定点 来 决定 . 

定理 7 恒定 旋转 关于 刚体 的 角 动 量 (角速度 ) 是 动能 在 余 伴随 表示 的 轨道 (从 
而 也 在 此 轨道 在 算 子 4-1 下 的 像 ) 上 的 临界 点 . 反之 , 动能 在 轨道 上 的 每 个 临界 点 
都 决定 一 个 恒定 旋转 . 

直接 计算 或 用 定理 4 即 可 得 证 . 

我 们 要 注意 把 角 动 量 空间 分 成 余 伴 随 表 示 的 轨道 , 在 一 般 群 的 情况 下 并 不 如 在 
通常 刚体 的 简单 情况 下 那么 容易 做 ; 在 那里 只 不 过 是 把 三 维 空间 分 割 成 以 O 为 心 的 
球面 和 O 点 . 在 一 般 情 况 下 , 轨道 的 维 数 可 能 不 同 , 而 在 某 些 点 分 成 轨道 又 不 一 定 
是 纤维 化 ; 在 三 维 情况 下 , 在 O 点 就 已 出 现 了 这 样 的 奇异 性 . 

我 们 称 角 动量 空间 的 点 M 为 正规 点 , 如 果 在 M 点 附近 划分 为 轨道 微分 同 胚 于 
欧 氏 空间 划分 为 平行 平面 (特别 是 , 点 M 附近 的 所 有 轨道 维 数 相同 ). 例如 对 三 维 空 
间 的 旋转 群 , 角 动 量 空间 除了 原点 外 , 所 有 点 都 是 正规 点 . 

定理 8 设 角 动量 空间 的 正规 点 M 是 能 量 在 余 伴随 表示 的 一 个 轨道 上 之 临界 
点 , 而 能 量 在 此 点 的 二 阶 微 分 d?H 是 正定 或 负 定形 式 . 则 M 是 欧 拉 方 程 的 ( 李 雅 普 
诺 夫 ) 稳定 平衡 位 置 ， 

证 由 轨道 在 此 点 附近 的 正规 性 知 在 每 一 个 靠近 的 轨道 上 , 在 M. 附近 都 有 一 
点 是 能 量 的 条 件 极 大 或 极 小 . 口 

定理 9 把 动能 限制 在 余 伴 随 表 示 的 轨道 在 代数 上 的 像 上 , 其 二 阶 微分 在 临界 
点 wEg 上 可 表示 为 


24 H |, (£) = (Blw, f), Blo, f) + (f. e]; Blw, f); 
€ 是 像 上 的 一 个 切 和 失 量 , 而 可 用 上 表示 为 
E= B(w, f), f €g. 
F. 具有 左 不 变 度量 的 群 的 黎 曼 曲率 


令 G 为 具有 左 不 变 度量 (由 代数 上 的 数量 积 (，) 给 出 ) 的 李 群 . 我 们 注意 , 群 
G 在 任 一 点 的 黎 曼 曲率 可 以 由 恒 等 元 处 的 曲率 决定 (因为 左 平移 将 群 等 距 地 映 为 自 
E). 所 以 只 需 对 李 代数 中 的 二 维 平面 计算 曲率 就 够 了 . 
定理 10 和 群 在 由 代数 中 的 一 对 标准 正 交 矢量 6n 所 决定 的 方向 上 的 曲率 , 可 由 
下 式 给 出 
Kg, = (8,9) + 2(0 B) — 3(0 0) — 4(Be, Bs), 
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其 中 26 = B(£,n) + B(n, €), 28 = B(& n) — B(n, £), 2a = [6n], 2B; = B(E, £), 2B, = 
B(nn)» B 是 节 B 中 定义 的 算 子 . 
证 明 是 元 长 然而 直接 的 计算 . 它 是 基于 关于 协 变 导数 的 容易 验证 的 公式 


(vee = 了 可- B0) - Bm,€)), 


左边 的 &,7 是 左 不 变 矢量 场 , 右边 则 是 它们 在 恒 等 元 处 之 值 . 
注 1 在 双 侧 不 变 度 量 情况 下 , 曲率 公式 特别 简单 


Ken = 2 6n). Enl) 


注 2 具有 右 不 变 黎 曼 度量 的 群 的 曲率 公式 和 左 不 变 情况 的 公式 相同 . 事实 上 , 一 个 群 上 的 
右 不 变 度量 就 是 具有 相反 的 乘法 规则 的 群 (gi * go = gagi) 上 的 左 不 变 度量 . 过 渡 到 相反 群 会 改 
变 代数 中 交换 子 和 B. 的 符号 . 但 是 曲率 公式 的 每 一 项 中 都 是 两 个 要 变 号 的 运算 之 积 . 所 以 在 右 不 
变 情况 下 曲率 公式 相同 . 

在 欧 拉 方 程 中 , 过 渡 到 右 不 变 情况 时 , 其 右 方 要 变 号 . 


G. 对 微分 同 胚 群 的 应 用 


4 D 是 一 个 歼 曼 流 形 上 的 有 界 区 域 . 考虑 保持 体积 元 素 的 的 微分 同 胚 群 . 我 
们 将 记 之 为 SDiffD. 
相应 于 群 SDif fD 的 李 代 数 是 D 上 一 切 散 度 为 零 的 矢量 场 组 成 的 , 它们 还 应 
切 于 D 之 边缘 (如 果 边 缘 非 空 ). 我 们 将 定义 李 代数 中 两 个 元 ( 即 两 个 矢量 场 ) 的 数 
量 积 为 
(wy V2) = ] ems 


(,) 是 由 D 上 的 黎 曼 度 量 给 出 的 数量 积 ,dz 是 黎 曼 体积 元 素 . 

现在 我 们 考虑 D 上 均匀 理想 流体 ( 即 不 可 压缩 非 粘性 流体 ) 之 流 . 这 个 流 由 群 
SDif f D 中 的 曲线 上 一 9 来 表示 . 具体 说 , 微分 同 胚 % 是 把 流体 中 每 一 个 粒子 由 
CE 0 时 的 位 置 变 到 t 时 的 位 置 的 映射 ,可 以 得 出 , 运动 流体 的 动能 是 微分 同 胚 群 
SDiffD 上 的 右 不 变 黎 曼 度量 . 

事实 上 , 设 在 时 刻 流体 的 运动 给 出 微分 同 胚 g:, 此 时 的 速度 由 矢量 场 v 给 出 . 则 在 时 刻 
t 十 7(7 很 小 ) 由 流 所 实现 的 微分 同 胚 将 是 e""gs, 但 相差 一 个 与 7 比较 的 小 量 (eT 是 矢量 v 的 
单 参数 群 , 即 由 矢量 场 v 给 出 的 微分 方程 的 相 流 ). 因此 速度 场 v 可 以 由 在 9 点 切 于 群 的 矢量 9 
从 右 平移 得 出 . 这 也 意味 着 动能 是 右 不 变 的 , 由 定义 , 动能 是 


T= geo) 


(我 们 设 流体 密度 为 1). 
最 小 作用 原理 (从 数学 角度 看 , 此 即 理想 流体 的 定义 ) 断言 理想 流体 的 流 是 微分 
同 胚 群 上 的 上 述 右 不 变 度 量 下 的 测 地 线 . 
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严格 说 来 , 无 穷 维 微分 同 胚 群 并 非 流 形 . 所 以 要 想 确切 叙述 上 述 定 义 还 需 做 一 些 工作 : 必需 选 
适当 的 函数 空间 , 证 明 存 在 与 唯一 性 定理 等 等 . 迄今 为 止 只 在 流 场 区 域 D 为 二 维 时 做 到 了 这 点 . 
然而 我 们 还 是 当做 不 存在 这 些 与 无 穷 维 相关 的 困难 那样 做 下 去 . 所 以 下 面 的 论证 具有 启发 性 . 以 
后 会 看 到 许多 结果 可 以 严格 地 证 明 , 而 与 无 穷 维 流 形 理论 无 关 . 

我 们 将 指出 上 述 的 一 般 公 式 在 G = SDiffD 时 的 形状 ,D 是 三 维 黎 曼 流 形 上 具 
有 有 限 体积 的 连通 区 域 . 为 此 我 们 必需 把 节 B 中 给 出 的 B : g x g 一 g 的 公式 
(la, b], c) = (B(e, a), b) 
给 以 显示 的 描述 . 
容易 证 明 , 在 三 维 情况 下 , 矢量 场 B(c a) 可 以 用 李 代数 中 的 矢量 场 a 和 c 表示 
如 下 : 
B(c, a) = (curl c) ^ a + grad o, 
^ 表示 矢量 积 , a 是 D 上 的 单 值 函数 而 由 条 件 Be g( 即 divB =0, 且 B 切 于 DD 之 
边缘 ) 所 唯一 确定 (但 相差 一 个 加 法 项 未 定 ). 
我 们 要 注意 , AT B 与 定向 的 选取 无 关 , 因为 定向 改变 时 curl 和 矢量 积 都 要 变 
号 . 
H. 定常 流 
Æ G = SDif fD 时 ,关于 “角速度 ” 欧 拉 方程 的 形状 是 = -B(v,v), 因为 度量 
是 右 不 变 的 . 所 以 在 三 维 微 分 同 胚 群 时 , 它 就 是 “ 伯 努 利 形式 的 运动 方程 ”: 
ðv . 
à v ^curl v + grad o, div v — 0. 
关于 角 动 量 的 欧 拉 方程 则 写成 “ 涡 度 方程 ” 


Ocurlv = [v, curl o]. 


特别 是 , 定常 流 的 涡 度 与 速度 场 可 交换 . 

这 个 注解 迅速 地 导致 对 三 维 空间 中 理想 流体 的 定常 流 作 拓扑 分 类 如 下 . 

定理 11 HER D 由 紧 解 析 曲 面 国 成 而 速度 场 是 解析 的 而 且 不 处 处 与 其 旋 度 
共 线 . 这 时 流 场 区 域 可 被 解析 子 流 形 分 割 成 有 限 多 个 胞 腔 , 流 在 每 个 胞 腔 中 可 以 用 
标准 的 方法 来 构造 . 具体 说 胞 腔 分 成 两 类 : 一 类 可 纤维 化 为 在 流下 不 变 的 环 面 , 另 一 
类 纤维 化 为 在 流下 不 变 的 与 圆柱 面 Rx 51 微分 同 胚 的 曲面 . 在 每 个 环 面 上 流 线 或 
全 为 闭 , 或 全 为 稠密 , 在 圆柱 面 上 流 线 全 为 闭 . 

为 证 明 这 个 定理 , 我 们 来 看 “ 伯 努 利 曲 面 ” 即 函 数 a 的 等 值 面 . 由 流 为 定常 流 
(v ^ curl v = —grad o) 可 知 流 线 与 涡 线 都 在 伯 努 利 曲 面 上 . 因为 速度 场 与 涡 场 可 交 
换 , KAR R 作用 在 闭 伯 努 利 曲面 上 , 而 此 曲面 必 为 环 面 (参看 节 49 中 刘 维 尔 定 
理 的 证 明 ). 对 之 边缘 上 边界 条 件 作 类 似 计 算 可 证 , 非 闭 的 伯 努 利 曲面 是 圆柱 面 且 
有 闭 流 线 . 
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注 速度 场 的 解析 性 并 不 是 本 质 的 , 但 速度 场 不 与 涡 场 共 线 是 重要 的 . 海伦 (M.Henon) 作 
的 计算 机 实验 表明 , 三 维 环 面 的 某 个 定常 流 流 线 的 性 态 比 定理 所 述 更 为 复杂 , 这 流 由 公式 


Vz = Asin z+ Ccos y,vy = Bsin z+ Acos z,v; = Csin y+ Bcos c 


表示 . 选择 这 样 的 场 是 使 速度 场 与 涡 场 共 线 . 海伦 的 计算 结果 表明 , 有 些 流 线 可 以 稠密 地 填 满 一 个 
三 维 区 域 . 


I. 等 涡 场 


二 维和 三 维 流体 动力 学 相差 很 大 . 差别 的 本 质 在 于 二 维和 三 维 情况 的 余 伴 随 表 
示 的 轨道 的 几何 有 差别 . 在 二 维 情况 下 , 轨道 在 某 种 意义 下 是 闭 的 而 其 性 态 举例 说 
就 像 是 函数 之 等 值 集 族 (准确 些 说 是 几 个 函数 , 实际 上 甚至 是 无 穷 多 个 函数 的 等 值 
SEX). 三 维 情况 下 轨道 更 为 复杂 ; 特别 是 它们 可 以 是 无 界 的 (可 能 还 稠密 ). 三 维 黎 
曼 流 形 的 微分 同 胚 群 的 余 伴 随 表示 的 轨道 可 以 这 样 来 描绘 : 令 vi, vo 是 区 域 D 中 的 
不 可 压缩 流体 的 两 个 速度 场 . 我 们 说 v 和 vo 是 等 涡 的 , 如 果 存 在 一 个 保持 体积 的 
AAT BIER g: D — D 把 D 中 的 闭路 径 y 映 为 D 中 一 个 新 的 闭路 径 , 而 且 第 一 个 场 
在 原 闭 路 径 上 的 环流 等 于 第 二 个 场 在 新 闭路 径 上 的 环流 : 


j«-j Va. 
Y gy 


容易 验证 . 余 伴 随 表示 的 轨道 在 代数 中 的 像 ( 即 在 惯量 算 子 4-: 作用 下 的 像 ) 正 是 
等 涡 于 已 给 场 的 场 的 集合 . 

特别 是 , 定理 3 就 成 了 以 下 的 环流 守恒 定律 . 

定理 12 ”理想 流体 在 流 场 中 的 闭路 径 上 之 环流 , 当 此 闭路 径 被 流 带 到 新 位 置 时 
Xd. 

我 们 要 注意 , 若 一 个 三 维 理想 流体 在 D 上 的 速度 场 是 等 涡 的 , 则 相应 的 微分 同 
胚 将 一 个 场 的 旋 度 变 为 第 二 个 场 的 旋 度 


g«curl v4 = curl vz. 


此 外 , 若 流 场 是 单 连通 的 , 则 两 个 场 的 等 涡 性 可 以 定义 为 涡 度 场 的 等 价 性 . 所 以 
三 维 情况 下 余 伴随 表示 的 轨道 问题 包括 了 将 散 度 为 零 的 矢量 场 相对 于 保持 体积 地 微 
分 同 胚 的 分 类 问题 . 三 维 情 况 下 的 这 一 问题 困难 得 令 人 绝望 . 

现在 我 们 考虑 二 维 情况 . 首先 我 们 把 基本 公式 用 便于 考虑 二 维 情况 的 记号 重 写 
出 来 . 我 们 设 流 的 区 域 D 是 二 维 有 向 的 . 度量 和 定向 在 D 上 给 出 了 一 个 辛 构造 , 速 
度 的 矢量 场 散 度 为 零 , 因此 是 哈密 顿 场 . 所 以 这 个 场 是 由 一 个 哈密 顿 函数 ( 当 D 不 
是 单 连通 时 一 般 是 多 值 的 ) 给 出 的 . 速度 场 的 哈密 顿 函 数 在 流体 动力 学 中 称 为 流 函 
数 , 记 作 v. 于 是 

v — Igrad v, 
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I 是 顺 时 针 转 90° 的 旋转 算 子 . 
两 个 场 的 交换 子 的 流 函 数 恰好 是 它们 的 雅 可 比 行列 式 (也 就 是 哈密 顿 形式 化 中 
的 泊 松 括 弧 ) 


Piv vg] = J (V1, Vo). 
在 二 维 情 况 下 , 矢量 场 B(c,a) 由 下 式 给 出 : 


B = —(Avc)grad v, + grad o, 


Pa, Vc 是 场 a,c 的 流 函 数 ， A = div grad 是 拉 普 拉 斯 算 子 . . 
在 具有 篇 卡 儿 坐 标 z,y 的 欧 氏 平面 的 特例 下 , 流 函 数 、 交 换 子 和 拉 普 拉 斯 算 子 
形状 特别 简单 : 


=? -和 -2 
"= pyp YB Yed 78; 8y ^ Oy Oz ^ — dr Oy 


二 维 速度 场 的 涡 度 ( 旋 度 ) 是 一 个 数量 函数 r, 其 与 有 向 面积 元 素 之 乘积 在 D 之 
有 向 区 域 o 上 的 积分 等 于 速度 场 绕 o 之 边缘 的 环流 : 


[ 5-4 v. 
c Bo 


容易 用 流 函 数 算出 涡 度 的 表达 式 
r= Ay. 


二 维 单 连通 情况 下 场 ww 和 vo 的 等 涡 性 恰好 意味 着 函数 r 和 ra( 即 这 些 场 的 涡 
EE) 可 用 适当 的 保持 体积 的 微分 同 胚 互 变 . 
具有 这 种 性 质 的 函数 riro 在 所 有 情况 下 都 是 等 测度 的 , 即 


mes(rc D:ri(z) < c) = mes(re D : r2(z) < c) 


对 任意 cor. 所 以 若 这 两 个 场 都 属于 余 伴 随 表示 的 同一 轨道 之 像 , 则 有 一 系列 泛 
函 相 等 , 例如 涡 度 的 一 切 宕 的 积分 相等 


[ies - [ rds. 
D D 


特别 是 , 二 维 理想 流体 的 欧 拉 方程 


+vVv= —grad p,divv=0 


的 首次 积分 成 一 无 限 集合 . 例如 速度 场 的 涡 度 的 任意 次 寡 的 积分 


加 Du Ou k 
n= f| (%- x) dz ^ dy 
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就 是 这 样 的 首次 积分 . 

这 些 首 次 积分 的 存在 ( 即 余 伴随 表示 的 轨道 的 相对 简单 构造 ) 使 我 们 能 证 明理 
想 流 体 (也 包括 粘性 流体 ) 的 二 维 流体 动力 学 中 的 存在 和 唯一 性 定理 等 等 ; 三 维 情况 
余 伴 随 表示 的 轨道 的 复杂 的 几何 (或 者 是 对 这 些 轨道 所 知 不 多 ) 使 得 三 维 流 体 动力 
学 的 基础 成 了 一 个 很 难 的 问题 . 


J. 平面 定常 流 的 稳定 性 


我 们 要 在 这 里 就 微分 同 胚 群情 况 陈述 恒定 旋转 的 一 般 定 理 ( 即 上 面 的 定理 7,8, 
9). 这 样 我 们 得 出 以 下 论断 : 

1. 理想 流体 定常 流 和 一 切 与 之 等 涡 的 流 的 区 别 在 于 它 是 动能 的 条 件 驻 定 值 (或 
临界 点 ). 

2. 车 (1) 所 说 的 临界 点 确 为 极 值 即 条 件 极 大 或 极 小 ,(2) 它 满足 一 些 正 规 化 条 件 
(一 般 都 能 满足 ),(3) 极 值 是 非 退化 的 (二 阶 微分 是 正定 的 或 负 定 的 ), 则 定常 流 是 稳 
定 的 ( 即 为 欧 拉 方程 的 李 雅 普 诺 夫 稳定 平衡 位 置 ). 

3. 动能 的 二 阶 微分 , 在 与 已 给 场 等 涡 的 场 的 流 形 之 切 空 间 上 , 其 公式 在 二 维 情 
况 下 形状 如 下 . 令 DARA SEILER x fe y 的 欧 氏 平面 上 的 区 域 . 考虑 具有 流 函 
数 y= v(z,y) 的 定常 流 . 那么 


2d? H = f /. (0v? + (V/V Av)(ór)? dzdy, 


这 里 gu 是 速度 场 的 变 分 ( 即 上 述 切 空间 上 的 矢量 ), 6r = curl ðv. 

我 们 要 注意 , 对 于 定常 流 , 流 函 数 和 拉 普 拉 斯 之 梯度 ( 即 Vy 与 VAv) 共 线 . 所 
以 比值 V/V Av 有 意义 . 此 外 在 涡 度 之 梯度 不 为 零 的 每 一 点 附近 , 流 函 数 都 是 其 涡 
度 的 函数 . 

上 面 提 到 的 论断 导致 一 个 结论 : 二 次 型 dH 的 正定 或 负 定 性 是 所 考虑 的 定常 流 
稳定 性 的 充分 条 件 . 这 个 结论 不 能 形式 地 由 定理 7,8,9 得 出 , 因为 在 无 限 维 情况 应 用 
任 一 个 公式 都 需要 论证 . 幸运 的 是 , 不 必 论 证 中 间 步 又 即 可 论证 关于 稳定 性 的 最 后 
一 个 论断 . 于 是 可 以 严格 地 证 明 下 面 的 先 验 估计 (用 初始 速度 场 的 小 扰动 表示 定常 
流 的 稳定 性 ). 

定理 13 设 定常 流 的 流 函 数 y = plr, y) 在 区 域 D 中 不 仅 局 部 地 而 且 整 体 地 
JE E ICA C ( 即 Ay 之 函数 ). 设 流 函 数 对 于 涡 度 函数 的 导数 满足 不 等 式 

‘< RI 其 中 0 < ec 用 C «oo 
A b p(x yt) 为 另 一 个 流 的 流 函 数 而 不 一 定 是 定常 的 ， 设 在 初始 时 刻 被 扰动 流 
ABAKA yty) 的 速度 场 在 万 的 边缘 的 每 个 连通 分 量 上 的 环流 等 于 原来 的 流 ( 流 
函数 为 p) 的 环流 . 于 是 扰动 p = o(z, y t) 在 每 一 时 刻 都 可 用 以 下 公式 用 初始 扰动 
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o = p(z, y, 0) 来 作 估计 : 
[[ 100+ espy avay < ff vo? + Con laray 
D D 
若 定 常 流 满足 不 等 式 


Vy 
eX —--—— < < ; 
< -FAV < C, O0«c«&«C «oo 


则 扰动 o 按 以 下 公式 以 初始 扰动 po 估计 
J / [cA - (Vi)?]dzdy < n / [C(A«o)? — (Vgo)?]dzdy. 
D D 


这 个 定理 蕴涵 了 以 下 事实 : 定常 流 在 以 下 二 次 型 (o TE D 的 边缘 的 每 一 个 连通 
分 支 上 是 常 值 函数 而 其 梯度 通过 各 边缘 分 量 的 通 量 为 零 ) 


/[, (EE dvdy 


对 于 Ve 为 正定 时 是 稳定 的 , 而 在 二 次 型 


J, [vo + (max 35) (Ay) ^| asas 


为 负 定时 也 是 这 样 . 

例 1 考虑 在 (z,y) 平面 的 带 形 Y; « y < Yo 中 具有 速度 剖面 v(y)( 即 有 速度 场 
为 (v(y), 0) 的 平面 平行 流 . 这 个 流 对 任意 速度 剖面 都 是 定常 的 . 为 了 使 流 的 区 域 为 
A, 我 们 加 上 一 个 条 件 , 即 所 考虑 的 一 切 流 的 速度 场 对 z 坐标 以 X 为 周期 . 

若 速 度 剖 面 没 有 扭转 点 (BB. du/dy? 4 0) 则 定理 13 的 条 件 是 成 立 的 . 于 是 我 们 
得 出 , 理想 流体 的 平面 平行 流 当 速度 剖面 没有 扭转 点 时 是 稳定 的 . 

对 于 线性 化 问题 的 类 似 命 题 称 为 瑞 利 定理 . 

我 们 要 强调 , 定理 13 讲 的 并 不 是 “线性 近似 ”的 稳定 性 问题 , 而 是 真实 的 严格 的 李 雅 普 诺 夫 
稳定 性 〈 即 对 非 线 性 问题 的 有 限 扰 动 而 言 ). 在 这 情况 下 , 这 两 种 稳定 性 的 区 别 是 本 质 的 , 因为 我 
们 的 问题 具有 哈密 顿 性 质 ( 见 定理 4); 对 于 哈密 顿 方程 组 , 渐 近 稳定 性 是 不 可 能 的 , 所 以 线性 近似 
的 稳定 性 是 中 立 型 的 而 对 于 保证 非 线性 问题 的 平衡 位 置 的 稳定 性 这 是 不 够 的 ?). 

例 2 考虑 环 面 
((z, y), zmod X, ymod 2r} 


上 速度 场 为 v = (sin y, 0) 的 平行 于 z 轴 的 平面 平行 流 . AAAA y = — cos y 
决定 而 涡 度 为 > = —cos y. 速度 剖面 有 两 个 扭转 点 , 但 流 函 数 可 以 表示 为 涡 度 的 函 
数 . 比 Vo/VAv = —1. 由 定理 13, 我 们 知道 若 


2T X 27 X 
f f (Ayp) drdy > n f (Vo) drdy 
0 0 0 0 


3 线性 近似 是 稳定 的 , 而 原 问 题 是 不 稳定 的 , 这 也 是 有 的 . 参看 节 42 和 附录 7, 8. 一 一 日 译 者 注 
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对 一 切 对 z 有 周期 XX、 对 y 有 周期 2r 的 v 成 立 , 则 定常 流 是 稳定 的 . 很 容易 验证 
M X 和 22 时 这 个 不 等 式 成 立 , 而 当 X > 2r 时 不 成 立 D. 

这 样 , 定理 13 意味 着 , 短 环 面 上 的 正弦 定常 流 当 基本 流 方向 上 的 周期 X 小 于 
流 的 宽度 2r 时 , 是 稳定 的 . 另 一 方面 , 可 以 直接 验证 , 在 长 的 环 面 (X > 2r) E, E 
弦 流 是 不 稳定 的 @. 所 以 在 这 个 例子 中 , 定理 13 中 关于 稳定 性 的 充分 条 件 也 是 必要 
的 . 

我 们 应 该 注意 , 一 般 说 来 不 定 二 次 型 PH 并 不 意味 着 相应 流 的 不 稳定 性 . 一 般 说 来 , 哈密 顿 
方程 组 的 平衡 位 置 , 即 令 哈密 顿 函数 在 此 点 既 非 极 大 又 非 极 小 , 也 还 可 能 是 稳定 的 . SUCH EUR PS 
A H —picqi-pi- qi 是 这 方面 最 简单 的 例子 2. 


K. 微分 同 胚 群 的 黎 曼 曲率 


在 E 中 讲 到 的 具有 单 侧 不 变 度量 的 李 群 的 曲率 的 表达 式 对 于 黎 曼 域 D 的 微分 
FEE SDiffD 也 是 有 意义 的 . 这 群 是 充满 D 的 一 个 理想 流体 的 构 形 空间 . 动能 
在 SDif f D 上 定义 了 一 个 右 不 变 度量 . 形式 地 应 用 李 群 曲率 公式 到 无 穷 维 群 上 所 得 
的 数 , 自然 地 就 称 为 群 SDif f D 的 曲率 . 

微分 同 胚 群 曲率 的 彻底 的 计算 只 对 具有 欧 氏 度量 的 二 维 环 面 上 的 流 形 作出 过 @ 
将 欧 氏 平面 R 上 相差 属于 某 些 格 点 之 集合 (平面 的 离散 子 群 ) 的 点 视 为 相同 就 得 到 
了 环 面 . 具有 整数 坐标 的 点 之 集合 就 是 这 种 格 点 集合 的 一 个 例子 . 一 般 说 来 , 把 作为 
上 述 特殊 格 点 基础 的 正方 形 代 以 平行 四 边 形 就 可 以 得 出 任意 格 点 T. 

现在 考虑 环 面 上 具有 单 值 流 函数 且 散 度 为 零 的 矢量 场 的 李 代数 . 相应 的 群 
SoDiffT? 是 由 使 环 面 质心 固定 而 且 保持 体积 的 微分 同 胚 构成 的 ， 它 可 以 说 入 在 
所 有 保持 体积 的 微分 同 胚 之 群 S Dif fT? 中 作为 全 测 地 子 流 形 〈 即 其 测 地 线 亦 为 包 
含 流 形 的 测 地 线 的 子 流 形 ). 

证 明 在 于 以 下 事实 , 若 在 初始 时 刻 理 想 流 体 的 速度 场 有 单 值 流 函 数 ， 则 在 一 切 时 刻 流 函 数 都 
是 单 值 的 ; 这 可 由 动量 守恒 定律 得 出 . 

现在 研究 群 SoDiffT? 过 恒 等 元 的 一 切 二 维 方向 的 曲率 (在 这 样 的 方向 上 
SDif fT? 的 曲率 也 相同 , 因为 子 流 形 SoDif fT? 是 全 测 地 子 流 形 ). | 

ER 上 选取 一 个 定向 . BE SoDi f fT? 的 李 代数 之 元 可 以 看 成 是 环 面 上 平均 值 为 
零 的 实 函 数 ( 散 度 为 零 的 场 可 以 把 这 个 函数 作为 流 函 数 而 得 出 ). 所 以 群 So Dif fT? 
的 切 空间 上 的 二 维 方向 可 以 用 一 对 在 环 面 上 的 平均 值 为 零 的 函数 定 出 . 

我 们 将 用 傅 里 叶 系 数 来 给 出 这 样 的 函数 . 用 复 域 上 的 传 里 叶 级 数 进 行 计算 是 方 
便 的 . S elk 是 欧 氏 平面 上 一 点 , 称 为 波 矢量 ) 为 在 平面 之 z 点 值 为 el%*) 的 函数 . 


四 例如 可 见 L. D. Meshalkin, Ya. G. Sinai[1]. 
@ 环 面 Tm 与 球面 S? 则 由 A.M. JIykankuM[1] 考虑 过 . 


3 用 分 部 积分 和 施 瓦 兹 不 等 式 即 得 . —— 日 译 者 注 
2 参见 附录 8. — 日 译 者 注 
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这 样 的 函数 若 为 工 周 期 的 ( 即 对 x 加 上 格 点 D 的 一 个 矢量 , 函数 值 不 变 ), 则 它 定义 
环 面 上 的 函数 . 
换言之 , 数量 积 必须 对 工 之 一 切 点 x 均 为 2s 的 倍数 . 这 种 矢量 属于 R? 的 格 点 
I". 当 ker" Bf, 函数 ek 成 为 环 面 上 的 复 值 郴 数 的 完全 系 . 
现在 将 李 代数 、 数 量 积 () 交换 子 以 及 代数 中 的 算 子 B, 还 有 黎 曼 联络 和 曲率 
KE 9 都 复 化 , 使 所 有 这 些 函 数 都 成 为 复 李 代数 的 复 矢 量 空间 中 的 ( 重 ) 线性 函数 . 
函数 ep 是 这 个 复 矢 量 空间 的 基底 (k € D"). i 
定理 14 数量 积 、 交 换 子 、 算 子 妃 、 联 络 和 和 群 SoDif PT? 上 右 不 变 度量 的 曲率 
有 以 下 的 显 式 : 
(ex, ei) = 0, Sk + 1# ORT. 
(ex, ek) = K*S; 
[eg, ei = (k ^ Dex 


B(ex, ei) 一 by tek 1 iX € b, = (k ^ l) 


k2 
大 十 1 
> ^ . 
Verl = dikek 3X Xd, = ernu, 
#k+l+m +n # 0A} Rk tmn = 0; 
Ak. LE m+n = OR Ryan = (QinQkm 一 QtmQkn)S, 这 里 gw = (u A v)?/lu + vl. 


在 以 上 公式 中 5 是 环 面 面 积 wAv 是 u 和 w 所 张 的 平行 四 边 形 面积 (相对 于 R? 
上 选 定 的 定向 ). 圆 括 弧 表 示 平 面 上 的 欧 氏 内 积 , 尖 括 弧 表 示 李 代数 中 的 数量 积 . 

定理 的 证 明 可 见 本 附录 引言 中 所 列 的 第 一 篇 文章 即 Arnold, [6]. 

以 上 公式 使 我 们 能 计算 任意 二 维 方向 的 曲率 . 计算 表明 在 绝 大 多 数 方向 上 曲率 
为 负 , 但 在 少数 方向 上 为 正 . 特别 是 , 考虑 某 个 流体 流动 , 即 群 上 的 一 个 测 地 线 . 由 雅 
可 比方 程 , 这 测 地 线 的 稳定 性 是 由 在 测 地 线 的 各 点 上 过 该 点 速度 矢量 的 一 切 二 维 方 
向 的 曲率 决定 的 . . 

现在 设 所 考虑 的 流 是 定常 流 . 则 测 地 线 是 我 们 的 群 的 单 参数 子 群 . 由 此 可 知 , 在 
测 地 线 各 点 , 经 过 该 点 的 速度 矢量 的 一 切 平 面 上 的 曲率 , 都 等 于 过 测 地 线 在 初始 时 
刻 的 速度 矢量 的 相应 平面 上 的 曲率 (证 : 右 平移 到 群 的 恒 等 元 )， 于 是 定常 流 的 稳定 
性 只 依赖 于 李 代数 中 那些 二 维 平 面 方向 的 曲率 , 它们 包含 李 代数 中 作为 定常 流速 度 
场 的 矢量 . 

例如 考虑 最 简单 的 平行 正弦 定常 流 . 这 个 流 的 流 函 数 是 
€k t €—k 
— 
考虑 代数 中 任 一 个 实 矢 量 n= Dres =T). 由 定理 14 我 们 容易 导出 

定理 15 ”在 包 爹 的 任意 二 维 平面 上 , 群 S0Dif fT? 的 曲率 非 正 . 具体 说 来 即 


E= 
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S 
(UE, mEn) = -F 2 kulti + zal". 
l 


由 此 公式 特别 可 以 得 出 
1. 曲率 只 对 那些 与 上 同方 向 的 平行 流 组 成 的 (即使 [6,5] = 0 者 ) 二 维 平面 为 零 . 
2. HAM 上 = cos kz 与 q — cos lz 定义 的 平面 之 曲率 是 


十 sin 
~ 4S 


S 是 环 面 面 积 , a E k 与 1 之 交角 ,8 是 上 +1 与 上 一 ! 之 交角 . 


3. 特别 是 , 在 由 速度 场 (sin. y,0), (0, sin z) 所 决定 的 方向 上 , 环 面 ((z, y)mod 27} 
的 微分 同 胚 群 的 曲率 等 于 


2 


a sin? B, 


u —1 
^ 8r?’ 


L. idit 


自然 地 希望 微分 同 胚 群 的 曲率 与 此 群 的 测 地 线 的 稳定 性 ( 即 理想 流体 流动 的 稳 
定性 ) 的 关系 正 像 有 限 维 李 群 的 曲率 与 其 上 测 地 线 的 稳定 性 的 关系 一 样 . 具体 说 来 ， 
负 曲 率 产 生 测 地 线 有 指数 不 稳定 性 .特征 路 径 长 度 (即使 得 初始 条 件 的 误差 增加 e 
售 的 平均 路 径 长 度 ) 与 1//—K 同 阶 . 所 以 知道 了 曲率 我 们 就 能 估计 , 可 以 用 近似 初 
始 速度 场 来 预测 理想 流体 流 的 发 展 而 且 误 差 不 会 增长 到 更 高 数量 级 的 时 间 . 

应 该 要 强调 理想 流体 流动 的 不 稳定 性 在 这 里 与 在 节 K 中 理解 不 同 ; 这 是 指 流 的 运动 而 不 是 其 
速度 场 的 指数 不 稳定 性 问题 . 定常 流 可 以 是 欧 拉 方程 的 李 雅 普 诺 夫 稳定 解 , 而 相应 的 流体 运动 则 
可 以 是 指数 不 稳定 的 . 理由 是 流体 速度 场 的 小 变化 可 能 在 流体 运动 中 引起 指数 增长 的 变化 . 在 这 
种 情况 ( 欧 拉 方程 解 稳定 , ARAE) 我 们 可 以 预测 速度 场 但 不 能 预测 流体 物质 的 运动 从 而 不 大 
大 损失 精确 性 . 

上 述 曲 率 公式 甚至 可 用 来 粗略 地 估计 天 气 的 动力 气象 学 长 期 项 报到 了 多 长 的 时 
间 就 不 可 能 了 , 只 要 我 们 同意 几 个 简化 假设 . 这 些 简化 假设 是 : 

1. 地 球 的 形状 是 用 正方 形 格子 分 解 平面 所 得 的 环 面 . 

2. 大 气 是 二 维 均匀 不 可 压缩 的 非 粘 性 流 . 

3. 大 气 运 动 近 似 地 是 “贸易 风 环 流 ”, 它 平行 于 赤道 并 有 正弦 的 速度 剖面 . 

为 了 计算 特征 路 径 长 度 , 我 们 必须 用 定理 15 来 估计 群 SoDij f T? 在 包含 贸易 
风 环 流 上 的 方向 上 之 曲率 . 为 此 我 们 把 T? 看 作 ((z, y)mod 22), k = (0,1). 换言之 ， 
我 们 考虑 的 是 (zx,y) 平面 上 平行 于 x 轴 并 有 速度 剖面 


v — (sin y, 0) 


的 定常 流 的 近似 的 2r 周期 流 . 
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由 定理 15 易 见 群 SoDif f. T? 在 包含 贸易 风 环 流 v 的 平面 上 的 曲率 在 以 下 界限 
内 变化 : > 
-3 <K<0, XH S= 4r 是 环 面 面 积 . 
下 限 是 用 很 粗糙 的 估计 得 到 的 . 然而 曲率 为 K = 一 1/(25) 的 方向 确实 存在 , 而 且 有 
许多 其 他 方向 , 曲率 也 接近 同样 大 小 . 为 了 对 特征 路 径 长 度 作 一 粗略 的 估计 , 我 们 作 
一 个 粗略 的 猜测 即 Ko = —1/(28) 是 “平均 曲率 ”. 

如 果 同 意 用 值 Ko 为 曲率 , 则 特征 路 径 长 度 是 


s= (TRO? = 


相对 于 贸易 风 环流 相应 的 群 , 运动 速度 是 V573 (因为 正弦 的 均 方 值 是 3 ) 所 
以 流 过 特征 路 径 长 度 所 需 的 时 间 是 2、 流 体 中 最 快 的 微 团 用 这 个 时 间 可 以 走 过 2, 妈 
绕 环 面 整个 轨道 的 一 

因此 , 若 取 平均 曲率 值 , 则 在 最 快 的 微 团 走 完整 个 轨道 的 时 间 内 ,误差 将 增加 
er m 20 倍 . 取 100 公 里 /小 时 为 贸易 风 的 最 大 速度 , 我 们 将 得 出 绕 整 个 轨道 的 时 间 是 
400 小 时 , 即 略 少 于 三 星期 . 

这 样 ,车 在 初始 时 刻 所 知道 的 天 气 状况 含有 小 误差 。, 则 n 个 月 后 的 预报 误差 的 
阶 为 


10*^e, XH ka n 24 7 ogioe ^: 2.5. 


例如 , 要 作 两 个 月 后 的 天 气 预 报 , 初始 数据 的 精度 必须 比 预 报 容许 误差 的 精度 高 五 
位 数字 . 在 实践 中 , 这 意味 着 作 这 样 长 期 的 天 气 计 算是 不 可 能 的 . 

很 清楚 , 这 里 提 到 的 估计 不 是 很 精确 的 , 我 们 所 取 的 模型 也 是 很 简化 的 ， 选 用 
“平均 曲率 ”之 值 也 需要 论证 . 
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经 典 力 学 中 最 常见 的 辛 流 形 是 拉 格 朗 日 力学 系 的 相 空间 , 即 构 形 空间 的 余 切 丛 . 

完全 不 同 的 一 系列 辛 空间 出 现在 代数 几何 中 . 

例如 任意 的 光滑 复 代数 流 形 (由 一 族 复 射影 空间 中 的 多 项 式 方 程 给 出 ) 都 有 自 
然 的 辛 构造 . 

代数 流 形 上 辛 构造 的 作法 是 基于 这 样 一 件 事 , 即 复 射 影 空间 本 身 就 有 特殊 的 辛 
构造 , 具体 说 就 是 其 埃 尔 米 特 构造 的 虚 部 . 


A. 复 射 影 空间 的 埃 尔 米 特 构造 


回忆 一 下 , n 维 复 射影 空间 CP" 就 是 (n +1) 维 复 矢 量 空间 CH 中 过 O 的 复 
直线 所 成 的 流 形 . 为 在 CP" 上 作 一 个 辛 构造 , 我 们 要 用 相应 矢量 空间 CH 中 的 埃 

复 矢量 空间 上 的 埃 尔 米 特 数 量 积 ( 埃 尔 米 特 构造 ) 就 是 一 对 矢量 的 复 值 函数 , 且 (1) 它 对 第 一 
个 矢量 是 线性 的 而 对 第 二 个 是 反 线 性 (MIRE) 的 ,(2) 交换 变 元 位 置 时 它 变 为 共生 值 ,(3) 当 
两 个 量 相等 时 就 成 为 正定 实 二 次 型 : 


(AEn) = A(&,m), (n. &) 一 (6,0), (6, £) 20, Me a OR. 


埃 尔 米 特 数量 积 的 一 个 例子 是 
(En) = érik, (1) 
这 里 £x, m 是 E n 在 某 基底 下 的 坐标 . 
总 存在 一 个 基底 使 埃 尔 米 特 数 量 积 成 (1) 形 , 这 个 基底 称 为 埃 尔 米 特 标准 正 交 基底 . 
埃 尔 米 特 数 量 积 的 实 部 和 虚 部 都 是 实 双 线 性 型 , 前 者 是 对 称 的 , 后 者 斜 对 称 , 二 者 都 是 非 退 化 
的 : 
En) = (6m) iEn (69 = mE) En] = in, 
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ZKH (6,6) 是 正定 的 . 

这 样 , 复 矢 量 空间 上 的 埃 尔 米 特 构造 (,) 给 出 一 个 欧 氏 构造 (,) 和 一 个 辛 构造 [,]. 这 两 个 构 
造 与 复 构造 的 关系 是 

[E;n] = (6, im). 

现在 我 们 要 在 复 射影 空间 上 定义 一 个 黎 曼 度量 . 为 此 , 考虑 相应 矢量 空间 C?+1 

中 的 单位 球面 
g?n*l — (z e CHE : (2,2) = 1). 

这 个 球面 从 C" 中 继承 了 黎 曼 度量 . 每 个 过 O 点 的 复 直 线 与 此 球面 交 在 一 个 大 贺 
E. 

定义 复 射影 空间 中 两 点 的 距离 就 是 单位 球面 上 相应 大 圆 之 间 的 距离 . 

我 们 要 注意 , 这 两 个 大 圆 在 以 下 意义 下 是 平行 的 , 即 从 一 圆 上 任 一 点 到 另 一 贺 
的 距离 是 相同 的 (证 : 用 ei? R: 保持 球面 上 的 度量 ). 这 个 情况 使 我 们 能 立刻 写 出 
复 射影 空间 按 以 上 作法 定义 的 黎 曼 度量 的 显 式 (2). 

事实 上 令 p 表示 将 矢量 空间 CU 之 点 z 40 变 为 过 O, z 的 复 直 线 的 映射 : 

DiCn+INO 一 CPn. 


每 一 个 在 点 pz 切 于 CP^ 的 矢量 5 都 可 以 (用 多 种 方式 ) 表 为 在 z 点 的 一 个 矢 

量 的 像 : 在 此 映射 下 
C—p6, EE TC7. 
定理 矢量 C 在 以 上 定义 的 黎 曼 度 量 下 长 度 的 平方 是 
2 Me E) 2) — (E, 2)(2,€) 
ds*(Q) = o (nzdo 7 

证 先 设 z 点 在 单位 球面 SU 上 . 

把 矢量 € 分 解 为 两 个 分 量 : 一 个 在 由 z 决定 的 复 直线 上 , 另 一 在 其 埃 尔 米 特 正 
交 方 向 上 . 注意 对 矢量 z 的 埃 尔 米 特 正 交 即 对 z 与 iz 二 者 同时 为 欧 氏 正 交 . 矢量 z 
是 球面 S?"*! 在 z 点 的 欧 氏 法 矢量 . 矢量 dz 则 切 于 球面 与 过 z 的 复 直线 交 成 的 圆 . 
所 以 的 与 z 埃 尔 米 特 正 交 的 分 量 n 切 于 球面 52*+1 而 且 与 球面 和 直线 pz 所 交 成 
的 圆 欧 氏 正 交 . 

由 CP" 上 度量 的 定义 , 矢量 < 之 黎 曼 长 度 平方 等 于 的 与 z 埃 尔 米 特 正 交 的 
分 量 7” 的 欧 氏 长 度 平方 . 

我 们 来 计算 € 的 埃 尔 米 特 正 交 于 z 的 分 量 n. 把 分 解 式 写 为 


£—czn, 其 中 (n,z) =0. 
与 z 作 埃 尔 米 特 乘 积 , 我 们 得 到 
(6,2) = c(z, 2), 


(2) 
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所 以 
人 
(82) 

计算 矢量 的 埃 尔 米 特 平方 , 我 们 得 到 (nn) = (6) 而 


(m, m) 一 (z, z) (€, 9 z) (z, £) . 


于 是 对 单位 球面 上 的 z 证 明了 式 (2). 注意 , 用 位 似 变换 z 一 z/|z| 就 可 得 到 一 般 情 
况 之 证 . 口 

注意 , 我 们 的 作法 不 仅 使 我 们 能 在 CP". 的 切 空间 上 定义 一 个 欧 氏 构造 , 还 可 定 
义 埃 尔 米 特 构 造 . 考虑 在 切 空间 TC 中 z 的 埃 尔 米 特 正 交 补 Hzc S2n+1. 映射 
Pa: H  T(CP"),, 将 H [Ef (上 已 证 明 ) RA CP* 的 切 空间 上 , 而 由 五 带 过 去 
了 埃 尔 米 特 构 造 . 

很 清楚 , 由 此 埃 尔 米 特 构 造 给 出 的 数量 平方 就 是 (2). 所 以 , 不 需 进 一 步 计算 即 
All CP" 的 切 空间 上 的 埃 尔 米 特 构造 是 


(6, 62); z) — (61,2) (z, €2) 


(61,62) 一 (z, 2)? (3) 


&,€o dé TC 中 适合 pe = Cx € T(CP"),, 的 任意 矢量 . 我 们 要 注意 , 在 公式 (3) 
中 点 z 不 一 定 在 单位 球面 上 . 

在 CP" 的 切 空间 上 作出 的 欧 氏 构造 和 埃 尔 米 特 构 造 (2) 和 (3) 并 非 在 流 形 C P^ 
的 所 有 射影 变换 下 都 是 不 变 的 , 而 只 在 由 矢量 空间 CH 的 西 变换 (保持 埃 尔 米 特 构 
造 ) 所 给 出 的 射影 变换 下 不 变 . 

B. 复 射影 空间 的 辛 构造 

我 们 考虑 埃 尔 米 特 形式 (3) 的 虚 部 , 并 加 上 系数 -+( 加 这 个 系数 的 理由 在 C 问 
题 1 中 解释 ): 

UGG) = ——In(G, G). (4) 
和 任意 埃 尔 米 特 形式 的 虚 部 一 样 , 复 射 影 空间 的 切 空间 上 的 实 双 线性 形式 0 是 斜 对 
称 非 退化 的 . 

定理 2- 微 分 形式 0 在 复 射 影 空间 上 给 出 一 个 辛 构造 . 

证 我们 只 需 验证 Q 是 闭 的 . 

考虑 形式 9 的 外 微分 do. CP^ 上 这 个 3- 微 分 形式 对 Cn+l 中 的 西 变 换 诱导 出 
的 映射 是 不 变 的 . 由 此 可 知 它 等 于 零 . 

要 看 到 这 点 , 我 们 看 CP 在 某 点 z 的 切 空 间 的 埃 尔 米 特 标准 正 交 基 底 e,o, 
en. 矢量 e1, ,en,ie1,… ,ien 构成 一 个 欧 氏 标准 正 交 R-E. 我 们 要 证 明 dQ 在 
这 个 及- 基底 的 任意 三 个 矢量 上 之 值 为 零 .( 我 们 设 n > 1;n = 1 时 没有 什么 要 证 .) 
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注意 在 此 及 -基底 的 任意 三 个 及- 基底 矢量 中 至 少 有 一 个 埃 尔 米 特 正 交 于 另外 
两 个 . 记 它 为 e. 容易 作出 空间 CH 的 一 个 辛 变换 使 之 在 CP" 上 诱 出 一 个 运动 , 保 
持 点 z 和 e 的 埃 尔 米 特 正 交 补 , 但 改变 e 之 方向 ， 

由 9 之 不 变性 知道 dQ 在 三 个 矢量 e f,g 上 之 值 等 于 它 在 -e, f,g 上 之 值 , 所 
以 此 值 为 零 口 

注 _ 复 射影 空间 中 同样 的 辛 构造 的 另 一 个 作法 如 下 . 考虑 一 个 具有 (n 1) 维 构 形 空间 的 数 
学 摆 的 小 振动 . 用 能 量 积分 使 此 力学 系 的 自由 度 减 少 1. 这 个 运算 后 所 得 相 空间 即 CP", 而 其 上 
的 辛 构造 与 上 面 作 的 只 差 一 个 因子 . 

在 CP"” 上 作 辛 构造 还 有 一 个 方法 要 用 到 以 下 事实 : 即 此 空间 可 以 看 作 是 一 个 李 群 的 余 伴随 
表示 的 一 个 轨道 , 而 在 每 一 个 这 样 的 轨道 上 总 有 一 个 标准 的 辛 构造 ( 见 附录 2A). 我 们 可 取 一 个 
(n 十 1) 维 复 空间 的 西 ( 即 保持 埃 尔 米 特 度量 的 ) 算 子 群 作为 这 个 李 群 . 这 时 余 伴 随 表示 和 伴随 表 
示 的 轨道 一 样 . 在 伴随 表示 中 对 一 超 平面 作 反 射 (第 一 坐标 变 号 而 其 余 坐 标 不 变 ), 这 个 算 子 的 轨 
道 就 是 CP", 因为 反射 算 子 是 由 正 交 于 此 超 平 面 的 复 直线 决定 的 . 


C. 代数 流 形 上 的 辛 构造 


我 们 现在 将 在 复 射影 空间 的 任意 复 子 流 形 M 上 得 到 一 个 辛 构造 . 令 了: M 一 
CP" 是 此 子 流 形 到 复 射影 空间 中 的 内 入 . 射影 空间 中 的 黎 曼 构造 、 埃 尔 米 特 构造 和 
辛 构造 都 在 M 上 诱导 出 相应 的 构造 . 例如 M 上 的 辛 构造 是 由 下 式 给 出 的 ; 

Qm — 3*0. 

定理 微分 形式 Ou 在 M 上 给 出 一 个 辛 构造 . 

证 2- 形式 Qw 之 非 退 化 性 可 由 M 是 复 子 流 形 这 一 事实 得 出 . 事实 上 由 CP? 
之 黎 曼 度量 诱导 的 二 次 型 (€,£) = Que ie) BEER. MAREE (En) = 
QE, in) 是 非 退 化 的 . 因为 形式 0 为 闭 , 所 以 Qw 也 是 闭 的 . 口 

注 “ 和 对 复 射影 空间 一 样 , 可 以 在 它 的 复 子 流 形 之 切 空间 上 定义 埃 尔 米 特 构 造 ; 辛 构造 是 其 
虚 部 . 

若 一 复 流 形 的 埃 尔 米 特 度量 之 虚 部 是 闭 形式 ( 即 辛 构造 ), 则 称 此 流 形 为 凯 勒 (K&hler) AH, 
其 埃 尔 米 特 度量 称 为 一 个 凯 勒 度量 ， 关于 凯 勒 流 形 的 几何 学 已 得 到 了 许多 重要 结果 ; 特别 是 它们 
有 引 人 注 目的 拓扑 性 质 (例如 可 见 A Weil (1]) 

并 非 一 切 辛 流 形 都 有 凯 勤 构造 . 但 是 还 不 清楚 , 凯 勤 流 形 的 哪 一 些 拓扑 性 质 只 依赖 于 辛 构造 . 

问题 1 计算 射影 直线 CP! 的 仿 射 区 图 w= z : zo 上 的 辛 构造 . 

E Q= (1/z)(dz ^ dy)/(1-- z? -- y^), 3X E w= z 4 iy. 形式 9 的 定义 中 的 系数 是 选 得 使 
可 得 出 复 直线 的 通常 定向 (dz A dy), H. O 在 整个 射影 直线 上 的 积分 为 1. 

问题 2 ”证明 射影 空间 CP" = {(zo : z1 :… : zn)} 的 仿 射 区 图 wk = zpz0 (k=1, ,n) 
上 的 辛 构 造 0 可 由 下 式 给 出 : 

d P oskeico Wed — widwy) ^ (wydw: 一 三 do) 


Q= 2r n 
57 (wD)? 
k=0 
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注 复 空间 上 的 复 值 微分 形式 (如 duy 和 du) 定义 为 切 矢量 的 复线 性 函数 ; xp wk = 
Zk + iyk, W 
dwp = dzx + idyk, diy = dxy — idyk. 
C^ 上 的 这 种 形式 的 空间 具有 复 维 数 20; 例如 2n 个 形式 dwk, dwi(k = 1,… n) 构成 一 个 
复 基 底 ;2n 个 形式 drr, dyk 亦 然 . 
外 乘积 按 通常 方式 定义 , 服从 通常 的 规则 . 例如 


dw ^ dii = (dx + idy) ^ (dz ~ idy) = —2idz ^ dy. 


4 f 是 C" 上 的 实 变量 光滑 函数 (一 般 是 复 值 的 ). 这 种 函数 的 一 个 例子 是 |wl? = Ew. 
函数 f 的 微分 是 一 个 复 1-- 形 式 , 所 以 可 以 按 基底 dwe, dDk 分 解 . 这 一 分 解 的 系数 称 为 “对 wp” 
TU pu^ BU C: 3 3 


df = Sf du 4 ÎE au. 


在 计算 外 导数 时 把 d. 分 成 对 变量 w 的 微分 d 和 对 变量 w 的 微分 d" 是 方便 的 , 于 是 d = 
d 4 d". 
例如 对 于 函数 f 
df= 2I qu, d'f = 2 qu. 
对 于 1- 微 分 形式 
w = X ardwr + bedk, 
算 子 d 和 d" 可 以 类 似 定义 : 


d'w = > d'ar ^ dwk + d'by ^ dk, 
d'w = "ay ^ dwp + d'by ^ duy. 


问题 3 证 明 在 射影 空间 CP" 的 仿 射 区 图 (wx = zn251) 上 的 辛 构造 可 由 下 式 给 出 : 


i o, - 2 
N= 2,04 DX . 
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奇数 维 流 形 没 有 辛 构造 , 对 于 奇数 维 流 形 , 辛 构造 的 类 似 物 是 一 个 不 太 对 称 但 
仍 很 有 趣 的 构造 一 一 接触 构造 . 

力学 中 辛 构造 的 来 源 是 相 空 间 ( 即 构 形 空间 的 余 切 从 ), 其 上 恒 有 一 个 典 则 的 辛 
构造 . 接触 构造 的 来 源 是 构 形 空间 的 接触 元 素 之 流 形 . 

n 维 光滑 流 形 在 某 一 点 的 接触 元 素 是 一 个 在 该 点 切 于 此 流 形 的 (n — 1) 维 平面 
( 即 该 点 的 ” 维 切 空 间 的 一 个 (n — 1) 维 子 空间 ). 

n 维 流 形 的 一 切 接触 元 素 之 集 有 一 个 很 自然 的 2n — 1 维 光 滑 流 形 构造 . 还 发 现 
在 这 个 奇数 维 流 形 上 有 一 个 有 趣 的 附加 的 “接触 构造 "(下 面 再 讲 ). 

n 维 黎 曼 流 形 的 接触 元 素 流 形 与 这 个 n 维 黎 曼 流 形 的 单位 切 撩 量 的 (2n — 1) E 
流 形 ( 亦 即 质点 在 其 上 作 惯 性 运动 时 的 等 能 集 所 成 的 (2n — 1) 维 流 形 ) 密切 相关 . 这 
些 (2n — 1) 维 流 形 上 的 接触 构造 与 该 点 的 2n 维 相 空间 ( 即 原 黎 曼 流 形 的 余 切 丛 ) 上 
的 辛 构造 密切 相关 . 


A. 接触 构造 的 定义 


定义 流 形 上 的 接触 构造 即 满足 后 面 讲 的 非 退 化 条 件 的 光滑 切 超 平面 场 . 

为 了 叙述 这 个 条 件 , 我 们 看 一 看 一 般 的 N 维 流 形 一 点 附近 的 超 平面 场 是 什么 样 
子 . 

例 S N = 2. 这 时 流 形 就 是 一 个 曲面 , 超 平面 场 就 是 直线 场 . 在 一 点 附近 这 样 
一 个 场 总 是 相同 的 , 而 且 可 以 很 简单 地 做 出 来 , 即 对 一 平面 上 的 平行 直线 族 的 切线 


矢量 空间 的 超 平面 就 是 低 一 维 的 子 空间 ( 亦 即 一 个 不 恒 为 零 的 线性 函数 之 零点 集 ). 切 超 平面 
即 切 空间 中 的 超 平 面 . 
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场 . 准确 些 说 , 常 微分 方程 局 部 理论 的 基本 结果 之 一 就 是 , 流 形 上 的 任意 光滑 切线 场 
在 流 形 的 任 一 点 的 充分 小 邻 域 中 都 可 用 微分 同 胚 变 为 欧 氏 空间 的 平行 直线 族 的 切线 
场 . 

若 N > 2, 超 平面 不 再 是 直线 , 问题 变 得 复杂 得 多 .例如 三 维 空间 中 的 绝 大 多 
数 二 维 切 平面 场 都 不 能 微分 同 胚 地 映 到 平行 平面 场 上 .理由 在 于 存在 着 不 可 能 找到 
“积分 曲面 * 的 切 平 面 场 , 即 不 存在 在 每 一 点 都 具有 指定 切 平面 的 曲面 . 

对 于 超 平面 场 , 接触 构造 定义 中 的 非 退 化 条 件 就 是 这 样 的 约定 : 超 平面 场 必 须 
最 大 可 能 地 远离 于 一 个 超 平面 族 的 切面 场 . 为 了 度量 这 个 偏离 并 且 确 信 存 在 着 没有 
积分 超 曲面 的 场 , 我 们 必须 给 出 一 些 作法 和 计算 @. 


B. 弗 罗 贝 尼 乌 斯 可 积 性 条 件 


我 们 将 考虑 N 维 流 形 上 的 一 点 并 试 着 来 作 一 个 曲面 , 使 它 经 过 此 点 而 且 处 处 切 
于 一 个 已 给 的 (N — 1) 维 平面 场 (积分 曲面 ). 

为 此 我 们 引 人 此 点 一 邻 域 上 的 坐标 系 , 使 在 这 点 上 有 一 个 坐标 平面 切 于 场 中 的 
一 个 平面 . 我 们 称 此 平面 为 水 平平 面 , 而 不 在 其 上 的 坐标 轴 为 铝 直 轴 . 

积分 曲面 的 作法 . 一 个 积分 曲面 , 如 果 它 存在 , 将 是 一 个 N — 1 变 元 的 函数 在 原 
点 附近 的 图 像 . 为 了 作出 它 , 我 们 可 在 水 平平 面 上 取 一 光滑 路 径 . 沿 此 路 径 的 铝 直 轴 
构成 一 个 二 维 曲面 ( 柱 面 ); 我 们 的 平面 场 与 它 相 截 于 一 切线 场 . 我 们 要 求 的 积分 曲 
面 如果 存 在 , 则 与 此 柱 面相 交 于 一 通过 原点 的 积分 曲线 . 不 论 积 分 曲面 是 否 存在 , 这 
积分 曲线 总 是 存在 的 . 这 样 沿 水 平平 面 上 的 光滑 曲线 移动 就 可 以 作出 其 上 的 积分 曲 
面 . 

为 了 从 所 有 的 积分 曲线 得 出 光滑 的 积分 曲面 , 需要 我 们 作出 的 结果 只 与 路 径 的 
端点 有 关 而 与 路 径 无 关 . 特别 是 沿 水 平平 面 原点 附近 的 闭路 径 一 周 , 沿 柱 面 的 积分 
曲线 应 该 封闭 . 

很 容易 作出 平面 场 的 例子 使 上 述 积 分 曲线 不 封闭 , 因而 积分 曲面 不 会 存在 . 这 
种 平面 场 称 为 不 可 积 的 . 

不 可 积 平面 场 之 例 . 为 了 要 给 出 一 个 平面 场 并 且 从 数值 上 量度 它 对 于 上 述 封闭 
性 的 偏离 , 我 们 引入 以 下 的 记号 . 我 们 首先 注意 , 超 平面 场 可 以 局 部 地 用 一 个 1- 微 分 
形式 表示 . 事实 上 , 一 个 切 平面 定义 一 个 1- 形 式 (最 多 相差 一 个 非 零 常数 因子 ). 选 
定常 数 因 子 使 得 此 形式 在 铅 直 轴 的 基底 矢量 上 之 值 为 1. 

这 个 条 件 在 原点 的 某 个 邻 域 中 是 可 以 满足 的 ,因为 场 在 原点 之 平面 并 不 包含 铬 
直方 向 . 这 一 条 件 唯一 地 决定 此 形式 (按照 平面 场 ). 

在 通常 的 三 维 空间 中 没有 积分 曲面 的 平面 场 例 如 可 由 以 下 1- 微 分 形式 给 出 

w = zdy + dz, 


信 以 下 我 们 将 略 去 “ 超 ” 这 个 字 头 . 如 果 愿 意 , 可 以 设 我 们 是 在 讨论 三 维 空间 , 从 而 超 曲面 就 是 
一 个 普通 的 曲面 . 高 维 情况 和 三 维 情况 是 类 似 的 . 
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c, y 是 水 平 坐标 ,z 是 铅 直 坐 标 . 这 个 平面 场 不 可 积 的 证 明 将 在 以 下 给 出 . 


量度 不 可 积 性 的 2- 形 式 的 作法 ”利用 给 出 场 的 微分 形式 即 
可 量度 不 可 积 的 程度 . 这 可 按 下 述 作 法 来 做 (图 236). 
考虑 从 原点 发 出 的 位 于 我 们 的 坐标 系 的 水 平平 面 上 的 一 对 矢 
E. 以 它们 为 棱 作 平行 四 边 形 . 我 们 得 到 从 原点 到 相对 顶点 的 两 
条 路 径 . 在 每 个 路 径 上 各 可 作出 积分 曲线 (各 有 两 段 ) 如 图 . 结果 
图 236 对 不 可 积 平 ”在 相对 顶点 上 方 一 般 有 两 个 不 同 点 . 它们 的 高 之 差 是 这 一 对 矢量 
面 场 作出 的 积分 曲 “的 函数 ， 它 是 斜 对 称 的 , 而 且 若 有 一 矢量 为 零 它 的 值 也 是 零 . 所 
线 以 这 函数 的 泰勒 级 数 的 线性 部 分 在 原点 为 零 , 而 二 次 部 分 是 水 平 
平面 上 的 斜 对 称 双 线性 形式 . 

若 场 是 可 积 的 , 则 此 2- 形 式 为 零 . 所 以 这 个 2- 形 式 可 以 看 成 是 这 个 场 的 不 可 积 
性 的 度量 . 

这 个 2- 形 式 是 适当 定义 的 . 我 们 是 借助 坐标 来 作出 这 个 2- 形 式 的 . 然而 , CE 
一 对 切 矢 量 上 的 值 并 不 依赖 于 坐标 系 , 而 只 依赖 于 给 出 场 的 1- 形 式 . 

为 了 确信 这 一 点 , 只 需 证 明 以 下 的 

定理 以 上 定义 的 2- 形 式 即 1- 形 式 w 在 其 零 空间 上 的 外 导数 : dwlu=o. 

证 ”我们 要 证 明治 平行 四 边 形 的 边 的 两 个 运动 所 得 之 点 的 高 之 差 即 1- 形 式 w 
在 平行 四 边 形 的 四 边 上 的 积分 , 只 相差 一 个 关于 边 的 三 阶 小 量 . 

为 此 我 们 注意 , 沿 着 从 原点 发 出 的 长 为 s 的 路 径 , 积分 曲线 高 度 上 升 之 阶 是 e, 
因为 在 原点 处 场 中 的 平面 是 水 平 的 . 因此 如 果 边 长 之 阶 为 c, M 2- 形 式 dw 在 平行 四 
边 形 四 边 上 方 的 由 水 平平 面 和 积分 曲线 所 截 的 铅 直 面 上 的 积分 之 阶 是 sa. 

形式 w 沿 积分 曲线 之 积分 为 零 ， 故 由 斯 托 克 斯 公式 , 沿 着 平行 四 边 形 之 边 上 方 
的 积分 曲线 , 高 度 的 上 升 等 于 ÉR w 在 此 边 上 的 积分 , 而 最 多 相差 一 个 e 的 三 阶 
的 量 . 

于 是 由 外 导数 的 定义 即 得 定理 之 证 . 口 

用 来 作出 上 述 2- 形 式 时 所 用 的 1- 形 式 w 的 选取 法 仍 有 一 些 任 意 性 . 具体 说 , 由 
平面 场 定义 v 时 相差 一 个 恒 不 为 零 的 函数 因子 f. 换言之 , 也 可 从 fw 开始 . 这 样 我 
们 就 会 得 出 2- 形 式 

dfw = fdw + df ^w. 
在 我 们 的 平面 上 , 它 与 dw 相差 非 零 常数 因子 f(0). 

这 样 , 在 场 中 平面 上 所 作 的 2- 形 式 dw 除了 相差 一 个 非 零 常数 因子 外 , 是 不 变 
地 定义 的 . 

平面 场 可 积 性 的 条 件 

定理 ” 若 一 超 平 面 场 可 积 , 则 以 上 作 的 2- 形 式 在 场 中 的 每 一 平面 上 为 零 . 反之 ， 
车 所 作 的 2- 形 式 在 场 中 每 一 平面 上 均 为 零 , 则 此 场 可 积 . 
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证 定理 的 第 一 个 结论 由 2- 形 式 的 作法 是 清楚 的 . 第 二 个 结论 的 证 法 与 前 面 证 
明 速 度 场 之 泊 松 插 绚 为 零 时 相 流 可 交换 的 推理 完全 一 样 . 我 们 可 以 简单 地 引述 这 个 
可 交换 性 , 并 把 它 应 用 到 水 平平 面 的 坐标 方向 上 方 的 积分 曲线 . 

定理 平面 场 的 可 积 条 件 : 


w —0N dw=0 


等 价 于 弗 罗 贝 尼 乌 斯 条 件 : 
w ^ dw = O0. 


证 考虑 上 述 3- 形 式 在 任意 三 个 不 同 的 坐标 矢量 上 之 值 . 这 些 矢量 中 只 有 一 个 
可 能 是 铝 直 的 . 所 以 出 现在 三 个 矢量 的 外 积 之 值 的 定义 中 之 各 项 , 只 有 一 个 非 零 : 即 
w 在 铅 直 矢 量 上 之 值 与 do 在 一 对 水 平 矢 量 上 之 值 的 积 . 若 此 形式 所 给 的 场 是 可 积 
的 , 则 第 二 个 因子 为 零 , 而 我 们 的 3- 形 式 在 任意 三 个 矢量 上 为 零 . 

反之 , 若 此 3- 形 式 在 任意 矢量 上 为 零 , 则 取 任 意 三 个 坐标 矢量 , 其 中 之 一 是 铅 直 
的 , 另外 两 个 是 水 平 的 , 它 在 其 上 之 值 也 为 零 , 但 此 3- 形 式 在 这 三 个 坐标 矢量 上 之 值 
等 于 w 在 铅 直 矢量 上 之 值 与 dw 在 一 对 水 平 矢量 上 之 值 的 积 . 第 一 个 因子 不 为 零 故 
后 一 因子 必 为 零 , 即 dw 在 场 中 的 平面 上 为 零 . 口 


C. 非 退化 超 平 面 场 

定义 超 平 面 场 称 为 在 一 点 是 非 退 化 的 ， 若 在 场 中 过 此 点 的 平面 上 ，2- 形 式 
dw|,-o 的 秩 等 于 平面 的 维 数 . 

这 意味 着 对 此 平面 上 任 一 非 零 和 撩 量 , 必 可 在 平面 内 找到 另 一 矢量 , 使 2- 形 式 在 
这 一 对 矢量 上 不 为 零 . 

定义 _ 若 一 平面 场 在 一 流 形 之 各 点 上 非 退 化 , 就 说 它 在 流 形 上 非 退 化 . 

注意 , 在 偶数 维 流 形 上 不 会 有 非 退化 超 平面 场 ; 在 这 样 的 流 形 上 超 平面 是 奇数 
维 的 , 而 在 奇数 维 空间 上 每 个 斜 对 称 双 线性 形式 之 秩 均 小 于 空间 维 数 (参见 节 a4). 

奇数 维 流 形 上 确实 存在 非 退 化 超 平面 场 . 

例 考虑 一 个 m+ 维 欧 氏 空 间 , 其 坐标 为 zy 和 z (z,y 是 m- 维 空间 的 矢量 
而 z 是 数 ). 1- 形 式 

w = Tdy+ dz 
定义 一 个 超 平面 场 . 场 中 过 原点 的 平面 方程 为 dz = 0. W x 和 y 为 此 超 平 面 上 的 坐 
标 . 因此 在 场 中 的 这 个 平面 上 可 将 我 们 的 2- 形 式 写 作 
dw|w=0 = dz A dy = dzi ^ dyj + -++ + dEm ^ dym. 


这 形式 的 秩 是 2m, 所 以 我 们 的 场 在 原点 非 退 化 , 故 在 原点 附近 也 如 此 (事实 上 
这 个 场 在 整个 空间 上 都 是 非 退 化 的 ). 
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我 们 现在 可 以 最 后 给 出 接触 构造 的 定义 了 : 流 形 上 的 接触 构造 就 是 一 个 非 退 化 
的 切 超 平面 场 . 


D. 接触 元 素 流 形 


“接触 构造 ” 这 个 词 来 自 以 下 事实 : 一 个 光滑 n 维 流 形 的 接触 元 素 的 流 形 上 总 
有 这 种 构造 . 

定义 在 某 点 切 于 一 个 ” 维 流 形 的 超 平面 (n — 1 维 ) 称 为 接触 元 素 , 此 点 称 为 
接触 点 . 

n 维 流 形 的 一 切 接触 元 素 之 集合 具有 一 个 2n - 1 维 光 滑 流 形 的 构造 . 

事实 上 , 具有 固定 接触 点 的 接触 元 素 之 集 即 n 维 矢量 空间 的 一 切 (n — 1) 维 子 空间 的 集 , 亦 
BI n 一 1 维 射影 空间 . 因此 要 给 出 一 个 接触 元 素 , 我 们 需 给 出 接触 点 的 n 个 坐标 和 在 (n — 1) 维 
射影 空间 中 定义 一 点 的 n — 1 个 坐标 共 2n 一 1 个 坐标 . 

n 维 流 形 的 一 切 接触 元 素 之 流 形 是 一 个 纤维 从 , 底 空间 是 此 流 形 . 纤维 是 n 一 1 
维 射 影 空 间 . 

定理 接触 元 素 丛 即 余 切 从 的 射影 化 : 可 以 从 余 切 从 中 将 每 个 n 维 余 切 空间 变 
为 (n 一 1) 维 射影 空间 (其 点 即 余 切 空间 中 过 原点 之 直线 ) 而 得 . 

接触 元 素 是 由 切 空 间 上 的 1- 形 式 给 出 的 , 而 此 元 素 即 该 形式 的 零 值 集 . 这 个 形式 不 为 零 而 只 
定义 到 相差 一 个 非 零 因子 . 但 切 空间 上 的 形式 即 余 切 空间 的 一 个 矢量 . 所 以 切 空间 上 一 个 定义 到 
相差 一 个 非 零 因 子 的 非 零 形 式 即 余 切 空 间 的 一 个 非 零 矢 量 . 它 也 只 定义 到 相差 一 个 非 零 因 子 , 亦 
即 射影 化 余 切 空 间 的 一 点 . 

接触 元 素 流 形 上 的 接触 构造 . 在 接触 元 素 流 形 的 切 空 间 中 有 一 特定 超 平面 , 称 
为 接触 超 平 面 , 定义 如 下 . 

在 n 维 流 形 的 (2n — 1) 维 接触 元 素 流 形 中 国定 一 点 . 我 们 可 以 视 它 为 原 n 维 流 
形 的 (n — 1) 维 切 平面 . 

定义 在 接触 元 素 流 形 的 一 个 定点 处 的 切 矢量 , 如 果 它 到 n 维 流 形 上 的 投影 位 
于 该 (n — 1) 维 平 面 ( 即 接触 元 素 流 形 之 定点 ) 内 , 则 它 属 于 接触 超 平 面 . 

换言之 , 如 果 一 个 接触 元 素 的 接触 点 的 速度 不 论 此 元 素 怎 样 变动 均 在 此 接触 元 
率 内 , 则 此 接触 元 素 的 位 移 属于 接触 超 平面 . 

例 取 n 维 流 形 的 某 个 子 流 形 以 及 所 有 切 于 它 的 (n — 1) 维 平面 ( 即 接触 元 素 ). 
所 有 这 些 接触 元 素 构成 接触 元 素 的 (2n — 1) 维 流 形 的 光滑 子 流 形 . 这 个 子 流 形 的 维 
数 是 n — 1, 不 论 原来 子 流 形 的 维 数 是 多 少 ( 可 以 也 是 n 一 1 维 的 , 也 可 以 维 数 较 少 甚 
至 是 曲线 或 点 ). 

接触 元 素 的 (2n — 1) 维 流 形 的 这 个 (n — 1) 维 子 流 形 在 其 所 有 点 上 都 切 于 接触 
超 平 面 场 (根据 接触 超 平 面 之 定义 ). 所 以 (2n —2) 维 接触 超 平面 场 有 一 (n — 1) 维 积 


分 流 形 . 
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问题 这 个 平面 场 有 无 维 数 较 高 的 积分 流 形 ? 

答 没有 . 

问题 可 不 可 以 用 接触 元 素 流 形 上 的 1 微分 形式 给 出 接触 超 平面 场 ? 

E 不 可 以 , 即使 原来 的 n 维 流 形 是 一 个 欧 氏 空间 (例如 通常 的 二 维 平面 ) 也 不 行 . 

我 们 下 面 要 证 明 一 个 n 维 流 形 的 接触 元 素 所 成 的 (2n — 1) 维 流 形 的 接触 超 平 
面 场 是 非 退 化 的 . 

证 明 要 用 到 余 切 从 的 辛 构造 . 问题 在 于 , 接触 元 素 流 形 可 用 一 简单 方法 与 余 切 
从 空间 (其 射影 化 就 是 接触 元 素 流 形 ) 联系 起 来 . 此 外 射影 化 从 的 接触 平面 场 的 非 退 
化 性 又 与 给 出 余 切 丛 以 辛 构造 的 2- 形 式 的 非 退 化 性 密切 相关 . 

我 们 提 到 的 作法 将 在 后 面 更 广泛 一 些 的 情况 下 作出 . 具体 说 来 , 对 于 任意 具有 
接触 构造 的 奇数 维 流 形 我 们 可 以 作出 它 的 “学 化 ” 高 一 维 的 辛 流 形 .这 两 个 流 
形 -一 奇数 维 接触 流 形 和 偶数 维 辛 流 形 的 相互 关系 , 和 具有 接触 构造 的 接触 元 素 流 
形 以 及 具有 辛 构造 的 余 切 丛 之 间 的 关系 是 一 样 的 . 


E. 接触 流 形 的 辛 化 


考虑 任意 的 接触 流 形 , 即 一 个 奇数 N 维 的 具有 非 退化 (偶数 N 一 1 维 ) 切 超 平 
面 场 的 流 形 . 我 们 称 这 些 平面 为 接触 平面 . 每 个 接触 平面 在 一 点 , 接触 点 , 切 于 接触 

定义 接触 形式 就 是 流 形 在 接触 点 处 的 切 空间 上 的 线性 形式 , 其 零 值 集 即 接触 
平面 . 

应 该 强调 , 接触 形式 并 不 是 一 个 微分 形式 而 只 是 在 一 个 切 空 间 上 的 代数 线性 形 


X. 
定义 接触 流 形 的 辛 化 即 此 流 形 的 一 切 接触 形式 的 集 , 它 具 有 以 下 定义 的 辛 构 
造 . 

我 们 首先 要 注意 ,接触 流 形 上 的 一 切 接触 形式 之 集 有 一 个 自然 的 偶数 N 二 1 维 
光滑 流 形 构造 . 具体 地 说 , 我 们 可 以 把 所 有 接触 形式 的 集 看 作 原 接触 流 形 的 一 个 从 
的 空间 . 它 到 底 空间 的 投影 就 是 把 接触 形式 射 到 接触 点 的 映射 , 

这 个 从 的 纤维 就 是 具有 公共 接触 点 的 接触 形式 之 集 . 所 有 这 些 形 式 可 以 乘 以 非 
零 的 数 而 互相 得 出 (这样 它 们 才 定 义 同一 个 接触 平面 )， 所 以 从 的 纤维 是 一 维 的 : 它 
是 直线 除去 一 点 . 

我 们 也 要 注意 非 零 实 数 群 以 乘法 运算 作用 在 一 切 接触 形式 之 流 形 上 , 即 是 说 , 一 
个 接触 形式 和 一 个 非 零 数 之 积 仍 是 一 个 接触 元 素 . 这 样 , 群 作用 在 此 从 上 并 使 纤维 
不 变 ( 当 接触 形式 乘 以 常数 时 , 接触 点 不 变 ). 

E 记 今 没有 用 到 平面 场 的 非 退 化 性 . 它 只 在 保证 辛 化 所 得 流 形 为 辛 流 形 时 需要 . 
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Bj 考虑 n 维 光滑 流 形 的 一 切 接触 元 素 所 成 的 (2n — 1 4) 流 形 . 在 接触 元 素 流 
形 上 有 一 超 平 面 场 (前 面 定义 并 称 为 接触 超 平面 ) 因此 我 们 可 以 辛 化 接触 元 素 流 形 . 


辛 化 的 结果 得 到 一 个 2n 维 流 形 . 它 是 原 n 维 流 形 
的 余 切 丛 空间 除去 零 矢量 . 非 零 实 数 群 以 乘法 作用 在 纤 
维 上 就 归结 为 用 非 零 实 数 去 乘 余 切 空间 中 的 矢量 . 

在 余 切 从 上 有 一 个 特殊 的 1- 形 式 “pdq”. 在 由 接触 
流 形 辛 化 而 得 的 任意 流 形 上 也 有 一 个 类 似 的 1- 形 式 . 


辛 化 空间 上 的 典 则 1- 形 式 
定义 ”接触 流 形 的 辛 化 空间 上 的 典 则 1- 形 式 是 一 个 


> 1 微分 形式 o, 它 在 切 辛 化 空间 于 某 点 p 的 矢量 (图 
图 237 EAQUEMDUC 237) 上 之 值 定义 如 下 ; 视 p 为 接触 流 形 之 切 空间 上 的 
LER, r 为 辛 化 空间 到 接触 流 形 上 的 投影 , 于 是 定义 


a(€) = p(v.£). 


定理 接触 流 形 的 辛 化 空间 上 的 典 则 1- 形 式 的 外 导数 是 一 个 非 退 化 2_ 形 式 . 

R 接触 流 形 的 辛 化 空间 上 有 一 个 辛 构 造 , 它 由 该 奇数 维 流 形 的 接触 构造 所 典 
则 地 ( 即 唯一 而 无 任意 性 地 ) 决定 . 

定理 的 证 明 ”因为 定理 的 论断 是 局 部 性 的 , 只 需 在 一 点 的 小 邻 域 上 证 明 就 行 了 : 
在 接触 流 形 一 点 的 小 邻 域 中 , 可 由 接触 流 形 上 的 一 个 微分 形式 w 给 出 一 个 接触 平面 
场 . 我 们 固定 一 个 -ÉR w. 

我 们 可 以 用 同样 的 记号 表示 接触 流 形 在 该 邻 域 上 的 辛 化 空间 , 即 该 邻 域 与 去 掉 
一 点 的 直线 的 直 积 . 具体 说 , 对 于 (x, A) ——2á2 是 接触 流 形 上 一 点 ,和 是非 零 数 ——— 有 
一 接触 形式 由 z 点 的 切 空 间 上 的 1- 微 分 形式 Aw 给 出 . 于 是 在 辛 化 空间 的 这 一 部 分 ， 
我 们 定义 了 一 个 值 不 为 零 的 函数 入 需要 强调 , 入 只 是 辛 化 流 形 的 一 个 局 部 坐标 , 而 
且 不 是 典 则 定义 的 : 它 依赖 于 w 的 选取 . 典 则 1- 形 式 a 用 我 们 的 记号 可 以 写作 


a = AÀn*w, 
而 与 w 的 选取 无 关 . 于 是 典 则 1- 形 式 a 的 外 导数 为 
da = dA ^ m*w + An" du. 


我 们 要 证 明 2- 形 式 do 非 退 化 , 即 对 辛 化 空间 的 任 一 切 矢量 6, 可 以 找到 矢量 7 
使 dalt, 信和 0 我们 在 以 下 类 型 的 切 于 辛 化 空间 的 矢量 中 来 找 v. 若 & 切 于 纤维 ， 
即 re = 0, 我 们 称 它 是 铝 直 的 . 若 & ULT. A 的 等 值 面 , 即 dA(E) = 0, 我 们 称 它 为 水 
平 的 . 若 € 在 接触 流 形 上 的 投影 在 接触 平面 内 , 即 olt) = 0 (换言之 , o(£) = 0), 我 
们 就 称 E 为 接触 矢量 . 
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我 们 来 计算 形式 da 在 一 对 矢量 (c, 放 LATE: 
do(£,n) = (dA ^ vw)(E,n) + Qr" dw) (E;n). 

设 6 不 是 接触 矢量 , 取 为 非 零 铅 直 矢量 :r,y = 0, 于 是 第 二 项 为 零 而 第 一 项 等 于 
| -dXn)u(r.£), 


因为 n 是 非 零 铅 直 矢量 而 & 不 是 接触 矢量 故 它 不 为 零 . 故 当 E 不 是 接触 矢量 时 已 经 
找到 了 了 使 dalt, n) #0. 

4 c 是 接触 矢量 但 非 铅 直 的 . 则 可 取 n 为 任意 接触 矢量 . 这 时 第 一 项 为 零 , 而 
和 即 第 二 项 , 化 为 Adu(n.£, v.m). 因为 上 不 是 铅 直 的 , 故 矢量 rE 在 接触 平面 内 而 不 
为 零 . 但 2- 形 式 dw 在 接触 平面 内 是 非 退 化 的 (由 接触 构造 的 定义 ). 所 以 存在 一 个 接 
触 矢量 7 f d(xy&, men) £0. AX A 0, 我 们 就 找到 了 一 个 矢量 了 使 dalt, n) z 0. 

最 后 , 若 是 非 零 的 铅 直 矢 量 , 取 7 为 任意 的 非 接触 矢量 即 可 . 口 

Æ 1- 形 式 a 和 2- 形 式 da 的 作法 适用 于 任意 的 具有 超 平面 场 的 流 形 而 与 非 退 化 条 件 无 关 . 
然而 2- 形 式 da 只 在 超 平面 场 非 退 化 时 才 定 义 一 个 辛 构造 . 

证 设 场 是 退化 的 , 即 在 场 中 一 平面 上 存在 非 零 矢量 £^ 使 对 该 平面 中 - 切 矢量 四，dw(E 9) = 
0. 对 于 这 种 £' du (£' m) 作为 六 的 线性 函数 , 是 一 个 在 场 中 此 平面 上 恒 为 零 的 线性 形式 . 所 以 存 
在 一 个 不 依赖 于 n 的 数 jy 使 对 切 空间 中 的 一 切 矢量 % 有 

de 人 m) = pwl). 

现在 取 & 为 辛 化 流 形 的 切 矢 量 使 re = E. 这 矢量 € 可 以 加 一 个 待定 的 铝 直 矢量 项 , 我 们 要 

证 明 , 适当 取 这 一 项 就 会 有 
dal, n) =0 对 一 切 m 成 立 . 

da 公式 的 第 一 项 等 于 dA(£)w (m.m) (AA wrt) = 0). 第 二 项 等 于 Adw (zsé, mem) = Apw(m.«). 
选 E 的 铅 直 分 量 使 dE) = Au. 这 样 € 将 是 斜 正 交 于 所 有 n 的 . 

于 是 , 若 da 是 一 辛 构造 , 则 相关 的 超 平 面 是 一 个 接触 构造 . 口 

系 接触 超 平面 场 在 任意 光滑 流 形 的 所 有 接触 元 素 的 流 形 上 定义 一 个 接触 构造 . 

WE 利用 nn 维 光滑 流 形 上 的 (2n 一 2) 维 接触 平面 场 作出 的 所 有 接触 元 素 成 为 一 
个 (2n — 1) 维 流 形 , 根据 其 作法 , 它 的 辛 化 是 该 n 维 流 形 的 余 切 丛 空间 除去 零 余 切 
Ad. 辛 化 空间 上 的 典 则 1- 形 式 a 就 是 余 切 从 上 过 去 记 为 “pdq” 的 1- 形 式 , CER 
密 顿 力学 中 是 基本 的 ( 见 节 37). 所 以 它 的 外 导数 da 就 是 定义 相 空间 的 通常 的 辛 构 
造 的 形式 dp ^ dq. 所 以 形式 da 是 非 退 化 的 , 而 由 前 面 的 注 知 , 接触 超 平面 场 是 非 退 
化 的 . 口 


F. 接触 微分 同 有 是 和 矢量 场 


定义 ”一 个 接触 流 形 到 其 自身 的 微分 同 胚 称 为 接触 微分 同 胚 , 如 果 它 保持 接触 
构造 , 即 变 超 平面 场 的 所 给 构造 中 的 每 个 平面 为 同一 场 中 的 平面 . 
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例 考虑 一 个 n 维 光 滑 流 形 的 接触 元 素 的 (2n — 1) 维 流 形 以 及 其 通常 的 接触 构 
造 . 每 个 接触 元 素 把 原 n 维 流 形 的 切 空间 分 成 两 半 , 选 定 一 半 称 为 “ 正 侧 ”. 

我 们 称 定 了 侧 的 接触 元 素 为 (RR) 有 向 接触 元 素 . 

n 维 流 形 的 有 向 接触 元 素 构 成 一 个 (2n — 1) 维 光 滑 流 形 并 有 自然 的 接触 构造 
( 它 是 通常 的 未 定向 接触 元 素 之 流 形 的 二 重 覆 盖 ). 

现在 设 原 来 的 ” 维 流 形 上 给 了 黎 曼 度量 . 于 是 在 定向 接触 元 素 的 流 形 上 有 m 
ARO. 这 个 流 在 时 间 € 以 后 所 成 的 变换 定义 如 下 . 我 们 从 接触 元 素 的 接触 点 沿 着 
正 交 于 此 元 素 的 测 地 线 向 正 侧 方向 往外 走 . 在 t 时 间 内 我 们 都 是 将 接触 点 沿 测 地 线 
移动 并 使 此 元 素 正 交 于 测 地 线 . 在 时 间 上 后 就 得 到 了 新 的 有 向 元 素 . 这 样 我 们 定义 了 
有 向 接触 元 素 的 测 地 流 . 

定理 有 向 接触 元 素 的 测 地 流 由 接触 微分 同 胚 构 成 . 

这 里 不 给 出 证 明了 , 因为 它 只 不 过 是 惠 更 斯 原理 用 新 的 术语 来 重 述 (参看 节 46). 

定义 接触 流 形 上 的 矢量 场 称 为 接触 矢量 场 , 如 果 它 是 接触 微分 同 胚 的 单 参数 
(局 部 ) 群 的 速度 场 . 

定理 ”接触 矢量 场 的 泊 松 括 弧 仍 是 接触 失 量 场 . 接触 矢量 场 构 成 接触 流 形 上 一 
切 光滑 矢量 场 的 李 代 数 之 子 代数 . 

证 明 由 定义 直接 可 得 . 

G. 接触 微分 同 胚 和 接触 矢量 场 的 辛 化 

对 接触 流 形 的 每 一 个 接触 微分 同 胚 , 都 有 其 辛 化 流 形 的 一 个 典 则 地 作出 的 辛 微 
DAE. 这 个 辛 微分 同 胚 与 辛 化 流 形 上 非 零 实 数 群 的 乘法 作用 可 换 , 并 可 按 下 述 作 

回忆 一 下 , 辛 化 流 形 上 的 一 点 就 是 原 接触 流 形 上 的 一 个 接触 形式 . | 

定义 ”接触 点 为 r 的 接触 形式 p 在 接触 流 形 到 其 自身 的 接触 微分 同 胚 f 作用 下 
的 像 就 是 形式 

fip 一 (fft) P- 

用 简单 的 话 讲 就 是 : 把 形式 p 从 z 的 切 空间 用 微分 同 胚 f( 它 在 x 点 的 导数 定 
XT z 与 f(z) 处 切 空间 的 同 构 ) 搬 到 f(x) 的 切 空间 上 . 因为 /是 接触 微分 同 胚 ， 
所 以 fip 仍 是 接触 形式 . 

定理 以 上 定义 的 接触 流 形 之 辛 化 空间 到 其 自身 的 映射 有 是 一 个 辛 微分 同 胚 ， 
而 且 与 非 零 实 数 群 的 乘法 作用 可 换 , 并 保持 辛 化 空间 上 的 典 则 1- 形 式 . 

证 这 定理 的 结论 由 以 下 事实 可 得 : 典 则 1- 形 式 、 辛 2- 形 式 与 非 零 实 数 群 的 作 
用 都 是 由 接触 构造 自己 决定 的 ( 作 它 们 时 并 没有 用 到 坐标 与 非 不 变 的 工具 ), 而 微分 

严格 地 说 , 我 们 需要 歼 曼 流 形 是 完全 的 , 即 测 地 线 可 以 无 限 地 拓展 . 
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[ER f 则 保持 接触 构造 . 由 此 可 知 f 保持 所 有 应 用 接触 构造 不 变 地 做 出 来 的 对 象 ， 
其 中 就 有 : 1- 形 式 o, 其 导数 da 以 及 群 的 作用 . 口 

定理 接触 流 形 的 辛 化 流 形 的 每 一 个 与 乘法 群 的 作用 可 换 的 辛 微分 同 胚 都 (1) 
作为 接触 徽 分 同 胚 而 投影 在 原 接触 流 形 上 ; (2) 保持 典 则 1- 形 式 o. 

证 “每 个 与 乘法 群 的 作用 可 换 的 微分 同 胚 都 投影 为 接触 流 形 的 微分 同 胚 . 为 证 
明 它 是 接触 微分 同 胚 ,只 需 证 明定 理 的 后 一 论断 (因为 只 有 使 alt) = 0 的 矢量 才 投 
影 到 接触 平面 上 ). 

为 证 明 第 二 个 论断 , 我 们 把 a 沿 任 一 路 径 > 的 积分 用 辛 构造 da 来 表示 : 


[e= lim da, 
£0 J Jole) 


这 里 二 维 链 oc(e) 是 由 y 乘 以 区 间 [e, 1] 中 的 一 切 数 而 得 .ce 的 边缘 除 7 外 还 有 两 个 
铅 直 区 间 以 及 路 径 exy.a 在 铅 直 区 间 上 积分 为 零 , 而 在 sy 上 的 积分 随 e 趋 于 零 
由 2- 形 式 da 的 不 变性 及 微分 同 胚 F 与 乘法 群 作用 的 可 换 性 即 知 对 任意 路 径 


yA 
E 


因此 微分 同 胚 F 保持 1- 形 式 o. 口 

定义 接触 矢量 场 的 辛 化 由 以 下 作法 定义 : EXTR EBORE IRIS CS 
数 群 的 速度 场 . 辛 化 这 些微 分 同 胚 . 考虑 所 得 辛 微分 同 胚 的 单 参 数 群 之 速度 场 , 它 称 
为 原 矢 量 场 的 辛 化 . 

定理 接触 矢量 场 的 辛 化 是 一 个 哈密 顿 矢 量 场 ， 可 以 选取 哈密 上 顿 函 数 使 它 在 非 

零 实 数 的 乘法 群 作用 下 是 一 次 齐 性 的 : 

H (Az) = AH (a). 
反之 , 辛 化 接触 流 形 上 的 每 一 个 哈密 顿 场 , 若 其 哈密 顿 函数 是 一 次 齐 性 的 , 都 可 以 投 
影 到 接触 流 形 上 成 为 一 个 接触 矢量 场 . 

证 ”接触 微分 同 有 的 辛 化 为 辛 微分 同 胚 这 一 事实 导出 接触 场 的 辛 化 为 哈密 顿 场 . 
哈密 顿 函 数 的 齐 性 可 由 辛 微分 同 胚 的 齐 性 (来 自 它 与 乘 以 和 的 可 换 性 ) 导出 . 因此 定 
理 的 第 一 个 论断 可 由 接触 微分 同 胚 的 辛 化 之 定理 得 出 . 

第 二 部 分 也 可 以 这 样 由 齐 性 辛 微分 同 胚 得 出 . EERE. 

系 矢量 场 的 辛 化 是 接触 和 失 量 场 的 李 代 数 到 所 有 局 部 哈密 顿 失 量 场 (但 其 哈密 
HARKE 1 次 齐 性 的 ) 的 李 代 数 的 周 构 ， 

证 明 是 明显 的 . 


1: d 
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H. 接触 构造 的 达 布 定理 

达 布 定理 是 关于 接触 构造 的 局 部 唯一 性 定理 . 它 可 以 用 以 下 三 种 方式 的 任 一 种 
来 表述 . 

定理 所 有 同 维 数 的 接触 流 形 都 是 局 部 接触 微分 同 胚 ( 即 是 说 , 一 个 接触 流 形 
之 任 一 点 的 充分 小 令 域 必 可 微分 同 且 地 映 到 另 一 同 维 接触 流 形 之 任 一 点 的 一 个 邻 域 
上 , 且 把 前 者 的 指定 点 变 为 后 者 的 指定 点 ， 把 前 一 令 域 的 平面 场 变 成 后 一 邻 域 的 平 
面 场 ) 

定理 每 个 2m — 1 维 接触 流 形 均 局 部 接触 微分 同 胚 于 m 维 空间 的 接触 元 素 流 
形 . 

定理 每 个 定义 2n 十 1 维 流 形 的 非 退 化 超 平 面 场 的 1- 微 分 形式 都 可 在 某 个 局 
部 坐标 中 写 为 

w = zdy- dz, 

i Y g = (£1, En) Y = (Y ,Yn) 和 z 是 局 部 坐标 . 

很 清楚 , 前 两 个 定理 可 以 由 第 三 个 得 出 . 我 们 将 从 辛 构造 的 2- 形 式 的 标准 形式 
的 类 似 的 达 布 定理 (参看 节 43) 得 出 它 . 

达 布 定理 的 证 阴 ”将 流 形 辛 化 . 在 新 的 (2n + 2) 维 辛 流 形 上 有 上 典 则 1- 形 式 a, 
非 退化 2- 形 式 do, 到 原 接触 流 形 上 的 投影 r 和 每 点 一 个 铅 直方 向 . 

在 接触 流 形 上 给 的 1- 形 式 w 在 每 点 上 定义 一 个 接触 形式 . 它们 构成 辛 流 形 的 
(2n +1) 维 子 流 形 . 投影 x 将 此 子 流 形 微分 同 胚 地 映 到 原 接触 流 形 , 而 铅 直方 向 与 
此 子 流 形 交 角 不 为 零 . 

在 刚才 作 的 曲面 上 (在 辛 流 形 内 ) 取 一 点 使 在 我 们 关心 的 接触 流 形 之 点 上 方 .我 
们 可 在 辛 流 形 该 点 附近 了 到 一 局 部 坐标 系 使 


da = dpo ^ dqo + :+ dpn ^ dgn, 


而 且 坐 标 平 面 po = 0 与 (2n 十 1) 维 流 形 重合 (BAT 43, 那里 在 证 明 辛 达 布 定理 时 
第 一 个 坐标 可 以 任意 选取 ). 
现在 我 们 注意 ,1- 形 式 podgo 十 … 十 pndgn 的 导数 是 do, 于 是 局 部 地 有 


œ = podqo + pıdqı + + pndqn + dw. 


Qlpo=0 = pidqi + *… + pndgn + dw. 


用 投影 r 可 以 把 坐标 pi,… ,pn; go;ig ,qn 和 函数 w 搬 到 接触 流 形 上 去 . 准 
确 些 说 , 可 以 用 公式 


Ti(xA) = pi( A) vi(0A) = qi(A), (0A) = w(A) 
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来 定义 函数 z,y 和 2,A 是 曲面 po = 0 上 一 点 . 
于 是 我 们 得 到 


w = zdy + dz, 


余下 的 只 是 要 验证 (z1,… niyn ,Yn;z) 构成 坐标 系 . 为 此 只 需 验 证 w XF qo 的 
偏 导数 不 为 零 , 换言之 即 验证 1- 形 式 a 在 坐标 方向 qo 的 矢量 上 不 为 零 . 后 者 等 价 
于 2 形式 da 在 下 面 的 一 对 矢量 上 不 为 零 :g 方向 的 基底 矢量 和 铅 直 矢量 . 

但 坐标 方向 qo 的 矢量 斜 正 交 于 坐标 平面 po = 0 上 的 一 切 矢 量 . 者 它 也 斜 正 交 
THERE, 则 它 将 斜 正 交 于 一 切 矢量 , 这 与 da 之 非 退 化 性 矛盾 . TR — "da 0 而 
定理 证 毕 . 


I 接触 哈密 顿 函 数 

设 一 接触 流 形 的 接触 构造 是 由 1- 微 分 形式 w 给 出 的 , 而 且 此 形式 是 固定 的 . 

定义 “接触 流 形 在 其 辛 化 中 的 w-- 说 入 即 一 映射 , 将 接触 流 形 的 点 映 为 w 在 此 
点 切 平面 上 的 限制 . 

EX 具有 固定 1 形式 o 的 接触 流 形 上 的 接触 矢量 场 的 接触 哈密 顿 函数 就 是 
此 流 形 上 的 一 个 函数 KC, 它 在 每 点 的 值 即 此 场 的 辛 化 之 齐 性 了 哈密 顿 郴 数 H 在 此 点 
的 w 嵌入 的 像 上 之 值 : 

K(A) = H(w|a). 


定理 具有 给 定 1- 形 式 w 的 接触 流 形 上 的 接触 矢量 场 X Akka RA K 
等 于 形式 w 在 此 接触 矢量 场 上 的 值 : 


K = w(X). 


证 我 们 将 要 用 到 把 通常 的 哈密 顿 函数 在 一 路 径 上 的 增 量 表 为 矢量 场 与 接触 构 
造 的 式 子 ( 见 节 48B). 为 此 作 经 过 辛 化 上 的 B 点 之 铅 直 区 间 (ABO < A < 1, 我 们 
正 是 要 在 B 点 计算 哈密 顿 函数 . 这 个 区 间 在 场 X 的 辛 化 流 作 用 下 在 一 小 段 时 间 T 
内 的 移动 盖 满 一 个 二 维 区 域 o(7). 哈密 顿 函 数 在 B 点 的 值 等 于 极限 


H(B) = lim r^! do, 
T 一 0 a(r) 


因为 当 入 一 0 时 H(AB) 一 0. 但 形式 da 在 此 区 域 上 的 积分 等 于 1- 形 式 o 在 由 
B 之 轨迹 所 成 的 边 上 的 积分 (边缘 其 他 部 分 上 积分 为 零 )， 因 此 这 个 二 重 积分 就 是 
1- 形 式 o 沿 轨迹 区 间 上 的 积分 , 而 其 极限 即 a 在 辛 化 场 的 速度 矢量 Y 上 之 值 . 于 是 
K(xB) = H(B) = o(Y) = w(X), 是 所 求证 . D 
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J. 计算 公式 
现在 设 用 达 布 定理 中 的 坐标 , 而 w 有 标准 形式 


w = gdy + dz,z = (Zn = (s sys) 


问题 求 具有 给 定 接触 哈密 顿 函数 K = 天 (z,y, z) 的 接触 场 的 分 量 . 


E ”接触 流 之 方程 形 为 
i-—Kyd TÉ. 
y= Krz, 
z= K-rKz. 
解法 ” 辛 化 中 的 一 点 可 由 2n 十 2 个 数 zi, ui;z 与 入 给 出 , (x,y, z) 是 接触 流 形 中 点 的 坐标 ,入 
是 必须 用 以 乘 w 才能 得 到 辛 化 空间 中 已 知 点 的 数 . - 
在 这 些 坐标 中 a = Ardy + Adz. 故 在 坐标 p,q 中 , 这 里 


P = (P, po), pP-—Àz, po 一 入 
q = (q.q0), q= y, qo =z, 
形式 a 取 标 准 形 
a = pdq, da= dp ^dq. 
乘法 群 的 作用 T, 现在 化 为 用 一 数 去 乘 p: 


T,(p.q) = (pp. q). 
接触 哈密 顿 函 数 K 可 以 用 通常 哈密 顿 函数 H = H (p,q, po, qo) 表示 为 
K(z,y,z) = H(z,y, 1,2). 


函数 H 对 p 是 一 次 齐 性 的 ， 因 此 K 在 点 (m,5,2) 的 偏 导 数 与 H 在 点 (p = z,po = 19 = 
y,go = z) 的 偏 导数 间 有 

Hı = Ky, Ha = K;, 

Hp = Ke, Hp, = K - zKs 


这 样 的 关系 式 . 因此 以 互 为 哈密 顿 函数 的 哈密 顿 方程 组 在 所 考虑 的 点 上 的 形状 是 
$4rA——KyÀ--K, 
j—K.j-K-zrK. 
由 此 即 可 得 以 上 答案 . 
问题 ” 求 具有 接触 哈密 顿 函数 K 和 K 的 两 个 接触 场 的 泊 松 括 弧 的 接触 哈密 顿 西数 . 


答 (K,K")- K,EK' 一 KiEK, 圆 括 弧 表示 对 变量 x M y 的 泊 松 括 绝 , E 是 欧 拉 算 子 : 
EF =F — zhF,. 
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解法 用 上 题解 法 的 记号 , 我 们 必须 把 齐 性 哈密 顿 函数 H, H 在 点 (p = z,po = 1,g = 
y, qo = z) 处 的 通常 的 泊 松 括 弧 用 接触 哈密 顿 函数 K 和 K' 表示 出 来 . 我 们 有 
(H,H') = HH, — HH, 
= H,H, — Hp Hs + Ha, Hp, — Hpo Ha 


将 前 题 中 的 偏 导数 值 代入 , 即 知 在 所 讨论 的 点 上 


(H, H’) = K,K; — KK, + Ks(K’ - zK,) — K,(K — x K;). 


K. 勒 让 德 流 形 

辛 相 空间 的 拉 格 朗 日 子 流 形 在 接触 情况 下 对 应 于 一 类 有 趣 的 流 形 ,， 称 为 勒 让 德 
流 形 , 因为 它们 和 勤 让 德 变换 密切 相关 . 

定义 (2n + 1) 维 接触 流 形 的 勒 让 德 子 流 形 就 是 接触 平面 场 的 m 维 积分 流 形 . 

换言之 它 是 非 退 化 平面 场 的 维 数 最 高 的 积分 流 形 . 

例 1 DF m 维 流 形 的 一 个 任意 维 子 流 形 的 所 有 接触 元 素 之 集 是 一 切 接触 元 
素 之 (2m - 1) 维 的 流 形 的 (m ~ 1) 维 勒 让 德 子 流 形 . 

例 2 设 在 坐标 为 (zi 24, f) 的 (n -- 1) 维 欧 氏 空间 中 有 函数 f = gle), 
作 切 于 其 图 像 的 所 有 平面 ,又 作 图 像 所 在 空间 的 一 切 非 铅 直 超 平面 元 素 ， 而 成 一 个 
(2n+1) 维 空间 , 上 述 图 像 的 切 平面 之 集 就 是 其 勒 让 德 子 流 形 (接触 构造 由 以 下 1- 形 
式 

w = p1dz1 +: +- + PndEn — df 

给 出 . 坐标 为 (p, z, f) 的 元 素平 行 于 平面 f = piri 十 … 十 pnzn 而 经 过 点 (z, f)). 

勒 让 德 变换 可 以 用 它们 表示 如 下 : 

考虑 另 一 个 坐标 为 (P, X, F) 的 (2n + 1) 维 接触 空间 , 其 接触 构造 由 下 式 给 出 


Q = PdX — dF. 


勒 让 德 对 合 就 是 一 个 映射 , 它 把 第 一 空间 中 坐标 为 (p, z, f) 之 点 , 变 为 第 二 空间 
之 点 
P=zx, X=p, F=pr-f. 


很 容易 算出 , 勒 让 德 对 合 把 第 一 个 接触 构造 变 成 第 二 个 . 很 清楚 , 我 们 有 


定理 ” 著 一 个 接触 流 形 到 另 一 个 接触 流 形 上 的 微分 同 胚 变 接触 平面 为 接触 平面 ， 
则 也 把 勒 让 德 流 形变 为 勒 让 德 流 形 . 
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特别 是 , 在 勒 让 德 对 合 下 切 于 函数 图 像 的 平面 元 素 所 成 的 勒 让 德 流 形变 成 新 的 
勒 让 德 流 形 . 新 流 形 称 为 原 流 形 的 勒 让 德 变换 . 

新 流 形 在 坐标 为 (X, F) 的 空间 (平行 于 P 方向 ) 的 投影 一 般 不 是 光滑 流 形 而 有 
SHE. 这 个 投影 称 为 函数 yp 的 图 像 的 勒 让 德 变换 . 

车 函数 y 为 凸 , 则 投影 本 身 也 是 一 个 函数 F = (X) 的 图 像 . 这 时 更 FIO SE 
o 的 勒 让 德 变换 . 

另 一 个 例子 是 , 考虑 有 向 接触 元 素 在 黎 曼 流 形 的 测 地 流 作 用 下 的 运动 . 我 们 以 
这 黎 曼 流 形 的 某 个 光滑 子 流 形 ( 维 数 任意 ) 作为 “初始 波 前 ”. 切 于 此 子 流 形 的 有 向 
接触 元 素 在 所 有 接触 元 素 的 空间 中 构成 一 个 勒 让 德 流 形 . 由 前 之 定理 有 

系 切 于 一 个 波 前 的 元 素 之 族 在 测 地 流 作 用 下 经 时 间 上 二 被 变化 为 所 有 接触 元 素 
空间 的 一 个 勒 让 德 流 形 . 

应 该 要 注意 , 这 个 新 勤 让 德 流 形 可 能 不 是 切 于 某 光 滑 流 形 的 所 有 元 素 的 族 ， 因 
为 波 前 可 能 产生 奇 性 . 

这 样 六 生 的 者 让 德 厅 性 可 以 用 类 似 于 描述 拉 格 妆 日 奇 性 ( 见 附 录 12) 的 方法 去 
描述 . 一 个 (2n + 1) 维 接触 流 形 的 勒 让 德 纤 维 化 是 纤维 为 n 维 勒 让 德 流 形 的 纤维 

d pid 性 就 是 (2n +1) 维 接触 流 形 的 一 个 n 维 勒 让 德 子 流 形 到 勒 让 德 纤维 化 

的 (n + 1) 维 底 空间 上 投影 的 奇 性 . 

考虑 具有 a = zdy + dz 所 给 出 的 接触 构造 的 空间 ROH z = (zx1,… ,zxn),y = 
Qiu). 投影 (zx,y,z) > (y,z) 给 出 了 一 个 勒 让 德 纤维 化 . 

勒 让 德 纤维 化 的 等 价 就 是 纤维 化 全 空间 的 一 个 微分 同 胚 而 将 第 一 个 从 的 接触 构 
造 与 纤维 变 为 第 二 个 从 的 接触 构造 与 纤维 . 可 以 证 明 , 每 一 个 勒 让 德 从 在 从 空间 每 
点 附近 均等 价 于 上 面 作出 来 的 特殊 的 从 . 

纤维 化 全 空间 的 接触 构造 给 纤维 以 射影 空间 的 局 部 构造 . 勒 让 德 等 价 保持 这 个 
构造 , 即 定义 了 局 部 的 纤维 之 间 的 射影 变换 . 

以 下 的 定理 使 我 们 能 用 生成 函数 来 局 部 地 描述 勤 让 德 子 流 形 和 映射 ， 

定理 将 指标 集 (1,.… ,n) 任意 分 划 为 两 个 不 相交 子 集 I +J, 则 对 n 个 变量 
Zisyisi € 1,j EJ 的 任意 函数 S(xr,yj), 

aS oS oS 


= —— 一 一 元- 一) 一 9 一 0X7r 一 一 
VI xr! TJ y; Z Tz, 


定义 RUM 的 一 个 勒 让 德 子 流 形 . 反之 ,及 2n+1 的 每 个 勒 让 德 子 流 形 在 每 一 点 
附近 都 可 以 用 至 少 一 种 (RA 2^ 种 可 能 的 站 按 以 上 公式 来 定义 . 

证 明基 于 这 样 一 个 事实 , 即 在 一 个 勒 让 德 流 形 上 dz+zdy = 0, 从 而 d(z-xiy1) = 
yrdzı — z;dy;. 口 

在 以 上 定理 的 公式 中 , 可 以 把 S 代 以 附录 12 中 所 列举 的 简单 拉 格 朗 日 奇 性 . 我 
们 就 会 得 到 勒 让 德 奇 性 而 为 勒 让 德 映射 (z,y 2) — (y, z) 的 小 变形 所 保持 ( 即 在 函数 
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S 有 小 变形 时 仍 被 变 为 等 价 的 奇 性 ) 24 n < 6 时 , 每 个 勒 让 德 映射 都 可 用 一 个 映射 

去 逼近 , 而 此 映射 的 奇 性 都 局 部 地 等 价 于 Aj(1 < k <6), Dx(4 < k <6) 与 Es 之 奇 

性 . 
特别 是 我 们 可 得 出 在 维 数 小 于 7 的 空间 中 处 于 一 般 位 置 的 波 前 的 奇 性 的 表 . 
在 通常 的 三 维 空间 中 , 这 个 表 是 


A: S= r?, A2:S=+zx3, As:S=+rt+z2y, {={1}, J={2}, 


而 n=2. 

这 里 指出 的 勒 让 德 流 形 到 勒 让 德 从 的 底 空间 的 投影 ( 即 到 坐标 为 yy z 的 空 
间 的 投影 ) 是 :在 A. 时 是 一 个 简单 点 ，42 时 是 尖 点 边缘 ，4s 时 是 “燕尾 " (参见 图 
246). 

所 以 在 三 维 空间 中 , 一 般 位 置 的 波 前 上 只 会 以 尖 点 和 燕尾 为 奇 点 .在 波 前 运动 的 
个 别 的 时 刻 , 我 们 可 以 看 到 44, D7 和 Di 三 种 类 型 之 间 的 转换 (参见 附录 12, 那里 
画 出 了 波 前 运动 中 由 奇 性 所 生成 的 聚焦 面 ). 

问题 1 在 平面 椭圆 每 一 个 内 法 线 上 取 一 段 长 为 t 的 区 间 . 画 出 所 得 曲线 并 研究 其 奇 性 以 及 
当 t 变化 时 的 转换 . 

问题 2 对 三 维 空间 的 三 轴 椭 球 作 同 样 的 事 . 


L. 接触 化 


除了 接触 流 形 的 辛 化 外 , 还 有 辛 构造 上 同调 于 零 的 辛 流 形 的 接触 化 . 

辛 流 形 (M2?",w?) 的 接触 化 Et 就 是 作 M” 上 以 R 为 纤维 的 空间 . $U 
是 M 中 > 点 的 充分 小 邻 域 而 在 U 上 有 典 则 坐标 系 p,q 使 w = dp 和 dq. 考虑 直 积 
U x R, 其 坐标 为 p,q,2. S V x REER —A (或 即 同一 个 ) 邻 域 VY 上 作 的 同样 直 
TH, 坐标 为 P,Q,Z;idP^dQ =w. EU SVEM” 上 相交 , 则 我 们 把 交集 处 的 有 
两 种 表示 的 纤维 看 成 等 同 的 , 而 形式 dz + pdg = dZ + PdQ = o 定义 在 整个 交集 上 
(这 是 可 能 的 , 因为 在 U nV 上 PdQ -pdy 是 全 微分 ). 

容易 验证 , 这 样 把 小 邻 域 粘 起 来 后 就 得 到 M?^ 上 的 丛 E+ 而 a 在 EH 上 
定义 一 个 接触 构造 . 流 形 ET 称 为 辛 流 形 M?" 的 接触 化 . 若 w? 的 上 同调 类 是 整 
数 , 则 可 以 定义 以 51 为 纤维 的 接触 化 . 


M. 一 阶 偏 微分 方程 的 求 积 


令 M2"+1 为 接触 流 形 , E” 为 其 中 的 超 曲 面 .M2r+1 的 接触 构造 在 上 定义 某 
个 几何 构造 一 一 特别 是 所 谓 特征 方向 场 . 分 析 这 个 几何 构造 就 可 将 求解 一 般 的 一 
阶 非 线 性 偏 微分 方程 化 为 求 积 一 个 常 微分 方程 组 . 

我 们 设 流 形 E?" 在 各 点 均 横 截 于 接触 平面 . 这 时 E? 各 点 的 切 平面 与 接触 平 
面 之 交 的 维 数 为 2n — 1, 于 是 在 E2* 上 有 一 超 平面 场 . 此 外 M+ 的 接触 构造 在 
E?" 上 定义 一 个 位 于 这 些 (2n — 1) 维 平 面 内 的 直线 场 . 
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事实 上 , 令 o 为 在 MIH 上 局 部 给 出 接触 构造 的 1- 形 式 ; 令 w = do 而 Ran 为 
rc E” 处 的 接触 平面 . S e = 0 为 E?" 的 局 部 方程 Ue. z X dé + 0).dé 在 
R 上 的 限制 定义 了 R” 上 的 一 个 线性 形式 .2- 形 式 w 给 RU 以 辛 空间 的 构造 , 从 
而 也 给 出 R?^ 与 其 对 偶 的 同 构 . 非 零 1E deus. 相应 于 了 2” 上 的 非 零 矢量 上, 使 
dé() = w(£,-). 矢量 E 称 为 流 形 E” 在 r 的 特征 矢量 . 它 位 于 R?” 与 E 的 切 平 
面 的 交 内 , 故 dé(£) = 0. 

Ad 上 并 不 能 由 流 形 E?" 和 M 上 的 接触 构造 唯一 地 决定 , 而 是 相差 一 个 非 零 
数 因 子 . 事实 上 , 正如 R? 上 的 2- 形 式 w 一 样 , R 上 的 1- 形 式 de 也 只 定义 到 相 
差 一 个 非 零 数 因子 . 

特征 矢量 的 方向 ( 即 包 含 它 的 直线 ) 由 流 形 E 在 各 点 的 接触 构造 唯一 地 决定 . 
于 是 在 接触 流 形 M 的 超 曲 面 E 上 有 特征 方向 场 . 这 个 方向 场 的 积分 曲线 称 为 特征 . 

现在 设 在 我 们 的 超 赐 面 E?* 中 有 一 个 (n — 1) 维 子 流 形 I, 它 是 接触 场 的 积分 
(于 是 I 在 每 点 的 切 平 面包 含 在 接触 平面 内 ). 

定理 车 在 上 一 点 x M OE?" 的 特征 不 切 于 I, 则 在 z 的 一 个 领域 中 , 过 了 上 
各 点 的 B27 的 特征 构成 MOT 的 一 个 勒 让 德 子 流 形 . 

证 Se EE” 上 由 特征 矢量 形成 的 矢量 场 . 由 同 伦 公式 ( 见 节 36G), YE E? 
上 有 

Lea = diea + ieda. 

但 因 特 征 矢量 属于 接触 平面 从 南 iea = 0. 所 以 在 E” 上 有 Lea = igw. 但 1- 形 
式 dew 在 E” 的 切 平面 与 接触 平面 之 交 上 为 零 (因为 在 接触 平面 上 iw = dð 而 在 
切 平面 上 dé = 0). 故 在 E?" 的 切 平面 上 iw = co. 于 是 在 超 曲面 EE 上 


Lgo = ca 


(c 是 在 z 的 邻 域 中 光滑 的 函数 ). 

现 令 {9!} E E 的 (局 部 ) 相 流 , KE n 切 于 E”. id nlt) = g*-m. y(t) = ant). 

则 函数 y 满足 线性 微分 方程 
dy 
y 7 OO. 

车 n0) WF 1, W y(0) = o(n(0)) = 0. 这 意味 着 y(£) = o(n(£)) = 0, BI w(t) 对 
一 切 t 位 于 接触 平面 内 . 故 gI 是 接触 场 的 积分 流 形 . 故 对 小 的 t, {9:I} 构成 的 流 形 
是 勒 让 德 流 形 . a 

例 考虑 坐标 为 misc ,zn; Pi,… ,pn; 的 空间 R27?+1, 月 1- 形 式 o = du — pdz 
定义 一 接触 构造 . 函数 Dlr, p, u) 定义 一 个 微分 方程 9(2,0u/8z,u) 2 0 & RH 的 
子 流 形 E = $-1(0)( 称 为 R* 上 的 函数 之 1- 节 (jet) 空间 ). 

方程 0 = 0 的 初始 条 件 即 在 坐标 为 z1,… , zn 的 n 维 空间 的 (n — 1) 维 超 曲 面 
T EJE uH f. 
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初始 条 件 在 T EAM n — 1 个 独立 方向 上 决定 了 的 导数 . 模 截 于 工 的 方向 
Lu 之 导数 一 般 可 由 方程 决定 ; 若 隐 范 数 定理 的 条 件 满足 , 则 初始 条 件 称 为 非特 征 
的 . 

非特 征 初始 条 件 定义 了 形式 a 的 一 个 (n — 1) 维 积分 子 流 形 7( 即 映射 u = 
f(z),p = p(z),z eT HERE 上 与 7 相交 的 特征 构成 R^ 的 勒 让 德 子 流 形 , 即 
u= ula) p= 2* 之 像 函数 ulz) 是 方程 d (s. zt) = 0 在 初始 条 件 ulr = f F 
的 解 . 

注意 , 为 了 找 出 函数 u, 我 们 只 需求 解 马上 的 特征 的 一 组 2n 个 一 阶 常 微分 方 
程 , 再 作 一 系列 “代数 "运算. 
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由 诺 特定 理 , 动力 系统 的 单 参数 对 称 群 决定 首次 积分 . 若 一 系统 有 较 大 的 对 称 
BE, 则 有 几 个 首次 积分 . 这 些 首次 积分 的 等 值 流 形 在 相 空间 中 之 交 是 相 流 的 不 变 流 
JE. 对 称 群 中 把 这 个 不 变 流 形 映 到 自身 的 映射 , 组 成 一 个 子 群 作用 在 此 流 形 上 . 在 
许多 情况 下 我 们 可 以 考虑 流 形 对 此 不 变 流 形 的 商 流 形 , 以 及 这 个 子 群 在 其 上 的 作用 . 
这 个 商 流 形 称 为 化 约 相 空间 , 并 有 自然 的 辛 构造 . 原来 的 哈密 顿 动力 系统 在 化 约 相 
空间 中 又 诱导 出 一 个 哈密 顿 系统 . 

相 空间 分 划 成 几 个 首次 积分 的 等 值 流 形 的 交 , 一 般 会 出 现 奇 点 ， 相 平面 之 分 划 
为 等 能 曲线 是 一 个 例子 . 

我 们 将 在 这 个 附录 中 简要 地 讨论 化 约 相 空间 中 的 动力 系统 及 其 与 原 空 间 的 不 变 
流 形 之 关系 . 所 有 这 些 问 题 雅 可 比 和 上 庞 加 莱 都 研究 过 (例如 多 体 问 题 中 “ 结 点 的 消 
E”, 有 对 称 性 的 方程 组 之 “降价 ”, 刚体 之 “恒定 旋转 ”等 等 ). 使 用 当代 术语 的 详细 
的 叙述 可 在 以 下 各 文中 找到 : S.Smale,[2] 以 及 J.Marsden, A.Weinstein,[1]. 


A. 李 群 的 泊 松 作用 

考虑 一 个 辛 流 形 (M?^, w) 并 设 李 群 G 作为 辛 微分 同 胚 群 作用 其 上 . 于 是 ,G 的 
每 个 单 参数 子 群 都 作为 局 部 哈密 顿 相 流 作用 在 M E. 在 许多 重要 情况 下 , 这 些 流 具 
有 单 值 的 哈密 顿 函数 . 

例 设 V 为 光滑 流 形 ,G Æ V 上 微分 同 胚 的 李 群 . 因为 微分 同 胚 变 V 上 的 1- 形 
式 为 1- 形 式 . 故 群 G 也 作用 在 余 切 从 M = T*V E. 

回忆 一 下 , 在 余 切 从 上 恒 有 典 则 1- 形 式 a(“pdg”) 和 自然 的 六 构造 w = do. HE 
G 在 M 上 的 作用 是 辛 变换 , 因为 它 保持 a 从 而 也 保持 do. 
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G 的 单 参数 子 群 {g} 定义 M 上 的 相 流 . 容易 验证 它 有 单 值 的 哈密 顿 函数 . 事 
实 上 , 诺 特 定理 中 的 公式 给 出 了 这 个 哈密 顿 函数 : 


d 
g'z) , TEM. 
t=0 


H(z)= a e 
现在 设 有 李 群 G 在 连通 辛 流 形 M 上 的 辛 作用 , 使 对 G 之 李 代数 的 每 个 元 a JH 
应 一 个 具有 单 值 哈 密 顿 函数 H 的 辛 微分 同 胚 的 单 参数 群 . 这 些 哈 密 顿 函数 可 以 加 
一 个 待定 常数 , 而 且 可 选 此 常数 使 Ha XI a 的 关系 是 线性 的 . 为 此 只 需 对 G ZFR 
数 的 一 组 基底 矢量 的 哈密 顿 冰 数 任 选 以 上 常数 , 再 定义 代数 中 任意 元 素 的 哈密 顿 函 
数 是 基底 函数 的 线性 组 合 . 
这 样 , 给 定 了 李 群 G 的 辛 作用 以 及 M 上 的 一 个 单 值 哈密 顿 函 数 , 就 可 作出 由 
G 的 李 代数 到 M 上 的 哈密 顿 函数 的 李 代 数 的 线性 映射 对 应 于 李 代 数 中 两 个 元 的 
交换 子 [a,b] 的 Hi, 等 于 泊 松 括 弧 (Ha, Hi), 或 与 之 相差 一 个 常数 : 
His 一 (Ha, Hy) 十 C(a, b). 
注 “上 述 公式 中 出 现 常数 C 是 一 个 有 趣 的 现象 之 结果 : 即 (整体 ) 哈密 顿 场 的 李 代数 有 二 维 
上 同调 类 存在 . 
量 C(a,b) 是 李 代 数 上 的 双 线性 斜 对 称 函 数 . 由 雅 可 比 恒 等 式 有 
C([a, 5], c) + C([b. c], a) + C([c, a], b) = 0. 
李 代 数 上 具有 这 个 性 质 的 双 线 性 斜 对 称 函数 称 为 李 代数 的 二 维 上 循环 . 
若 另 取 哈密 顿 函数 中 的 常数 , 则 上 循环 C 将 变 成 C', 这 里 
C' (a, b) = C(a, b) + p([a, b]). 
Pp 是 李 代数 上 的 线性 函数 . 这 样 一 个 上 循环 C' 称 为 上 同调 于 C. 一 类 彼此 上 同调 的 上 循环 称 为 李 
代数 的 上 同调 类 . 
因此 , 7H 3E ob E ARKAN G 之 辛 作用 定义 了 G 之 李 代数 的 一 个 二 维 上 同调 类 . 这 个 上 同 
调 类 度量 了 和 群 的 作用 与 以 下 的 作用 偏离 的 程度 , 即 交 挽 子 的 哈密 顿 通 数 等 于 哈密 顿 函 数 之 泊 松 括 
缴 的 那 一 种 群 作用 . 
定义 ”一 个 连通 李 群 在 辛 流 形 上 的 作用 称 为 泊 松 作用 , 如 果 单 参数 子 群 的 哈密 
MARERE, 而且 选取 得 线性 依赖 于 李 代数 之 元 , 并 使 交换 子 的 哈密 顿 函 数 等 
于 哈密 顿 琐 数 的 泊 松 括 弧 : 
Hias) = (Ha, Hy). 
换言之 , 群 的 泊 松 作用 定义 了 和 群 的 李 代 数 与 哈密 顿 函 数 的 李 代 数 的 同 态 . 
例 令 V 为 光滑 流 形 , 李 群 G 作为 微分 同 肛 群 作用 在 V 上 .M =T*V 是 V 之 
余 切 从 并 有 通常 的 辛 构 造 w = do. 单 参数 子 群 的 哈密 顿 函数 的 定义 是 : 


H,(zx)—-a (s g'z) , TETV. (1) 
dt |o 


定理 此 作用 是 泊 松 的 . 
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证 由 1- 形式 o 的 定义 , 哈密 顿 函数 Hu SER p^ 是 线性 的 ( 即 在 每 个 余 切 
空间 上 是 线性 的 ) 所 以 其 泊 松 括 弧 也 是 线性 的 .这 样 函数 Hes- (Ha H) 对 p 是 
线性 的 . 但 因 它 是 常数 , 所 以 等 于 零 . 口 

同样 可 证 任 一 接触 作用 的 辛 化 是 泊 松 的 . 

Bi 令 为 三 维 欧 氏 空间 ,G 为 其 六 维 运动 群 . 下 面 六 个 单 参数 子 群 构成 李 代 
数 的 基底 : 沿 坐 标 轴 g1, qz, qs 的 速度 为 1 的 平移 , 以 及 绕 这 三 个 轴 角 速度 为 1 的 旋 
转 ， 由 (1), 相应 的 哈密 顿 函数 (用 通常 记号 ) 是 p, p2 ps;Mi, Mo, Ms, 其 中 M = 
qap — pags 等 . 定理 指出 了 , 六 个 函数 每 一 对 的 泊 松 括 弧 等 于 相应 单 参数 群 的 交换 
子 的 哈密 顿 函数 . 

群 G 在 辛 流 形 M 上 的 泊 松 作用 定义 了 M 到 G 的 李 代 数 的 对 偶 空 间 内 的 映 
^ P:M—g' 

即 是 说 , 固定 M 中 的 z 点 并 考虑 一 函数 , 它 在 李 代数 的 元 a 处 取 的 值 是 哈密 顿 
函数 Ha 在 定点 zx 之 值 : 
Pz(a) = Ha(x) 
p, 是 李 代数 上 的 线性 函数 , 即 李 代 数 之 对 偶 空间 相应 于 z 的 元 : 
P(x) = pz. 

按照 Souriau 的 说 法 ( 见 Souriau[1]), 我 们 称 映射 P A4. 注意 矩 之 值 总 是 空间 
g* 的 元 . 

例 令 V 为 一 光滑 流 形 , 李 群 G 作为 微分 同 胚 群 作 用 在 V E, M = T*V 为 余 
切 从 ,H。 是 上 面 作 的 G 在 M 上 的 作用 的 哈密 顿 函 数 . 

这 时 ^B" S P:M 一 g* 可 以 描述 如 下 : 考虑 G 的 所 有 元 作用 在 M 中 定点 
r 上 生成 的 映射 更 : G  M(9(g) = gz).M 上 的 典 则 1- 形 式 a 在 G 上 诱导 出 1- 形 
式 bo. CE G 的 恒 等 元 上 的 限制 是 李 代 数 上 的 线性 形式 . 

故 对 M 中 每 一 点 r 我 们 都 附加 上 了 李 代 数 上 的 一 个 线性 形式 . 容易 验证 , 这 
个 映射 就 是 泊 松 作用 的 和 矩 . 

特别 是 , 若 V 是 三 维 欧 氏 空间 ,G 是 绕 点 O 的 旋转 群 , 矩 之 值 即 通常 的 角 动 量 ; 
E G 是 绕 一 轴 的 旋转 , 则 和 矩 之 值 即 对 于 该 轴 的 角 动 量 ; A G 是 平移 群 , 矩 之 值 即 动 
ERE. 

定理 HERH 已 之 下 , 连通 李 群 的 泊 松 作用 变 成 G 在 其 李 代 数 之 对 偶 空 间 
g* 上 的 余 伴 随 作 用 (参看 附录 2), 即 以 下 图 式 可 换 : 
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A 设 哈密 顿 函 数 百 :M 一 了 在 M 上 和 群 G 的 泊 松 作用 下 不 变 . AEA 
H 为 哈密 顿 函 数 的 方程 组 的 首次 积分 . 

定理 之 证 ”定理 断言 , 单 参 数 群 AC 的 哈密 顿 冰 数 被 微分 同 肥 g 变 为 单 参数 群 
dhtg-! 的 哈密 顿 函 数 Haa a. 

4 9% 是 以 Hy 为 哈密 顿 函数 的 单 参数 群 ， 只 需 证 明 (gsx) 和 Haa, s (x) 对 
s 的 导数 当 s = 0 时 相等 即 可 . 第 一 个 导数 是 (Ha, Ho) 在 z 之 值 , 第 二 个 导数 是 
Hood) 因为 作用 是 泊 松 的 , 定理 得 证 . m 

系 的 证 明 在 哈密 顿 函 数 为 H 的 相 流 方向 上 , 矩 的 各 分 量 之 导数 均 为 零 , 因为 
它 等 于 函数 H 在 相应 于 G 的 单 参数 群 之 相 流 上 的 导数 . 


B. 化 约 相 空间 


设 有 群 G 在 辛 流 形 M 上 的 泊 松 作用 . 考虑 矩 的 等 值 集 , 即 某 点 pe g* EPF 
ZER. 记 此 集 为 Mp, 于 是 (图 238) 


Mp = P^ (p). 


在 许多 重要 情况 下 集 M, 是 一 个 流 形 . 例如 当 p 
是 矩 的 正则 值 ( 即 若 P 之 微分 在 集 M, 各 点 均 映 M 
的 切 空间 到 g* 的 整个 切 空间 ) 时 就 是 这 样 . 

一 般 说 来 , 作用 在 M 上 的 李 群 G 把 一 个 M, Bk 
到 别 的 Mp. 然而 余 伴随 表示 中 的 点 p 的 恒定 子 群 (E 
由 群 G 之 适合 Adip = p 的 元 g 所 成 的 子 群 ) 使 M, 
KE. 我 们 用 G, 记 此 恒定 子 群 ， 群 Gy 是 一 个 李 群 
它 作用 在 矩 的 等 值 集 M, E. 

将 Mp 对 群 Gy 的 作用 求 商 , 即 可 得 到 化 约 相 空 间 . 为 使 这 个 求 商 有 意义 , 要 作 
几 个 假设 . 例如 只 需 下 面 的 假设 就 够 了 : 

1. 是 正则 值 , 从 而 M, 是 一 流 形 . 

2. 恒定 子 群 Gy 为 紧 . 

3. G, 之 元 作用 在 M。 上 没有 固定 点 . 

注 这 些 条 件 可 以 减弱 . 例如 , ER Gp 的 紧 性 , 我 们 可 以 要 求 其 作用 为 适当 的 ( 即 在 映射 
(g,z) 一 (g(r) r) F, 紧 集 的 原 像 仍 为 紧 ). 例如 群 由 左 、 右 平移 作用 在 其 自身 上 总 是 适当 的 . 

若 条 件 (1),(2),(3) 满足 , 容易 给 G, 在 M。 上 作用 的 轨道 集 以 光滑 流 形 构造 . 具 
体 说 , 在 点 z e Mp 的 邻 域 中 对 轨道 Gus: 作 局 部 横 截 面 即 可 给 出 一 个 区 图 .此 横 截 
面 的 维 数 应 等 于 轨道 之 余 维 数 . 

所 得 轨道 流 形 称 为 具有 对 称 性 的 力学 系 之 化 约 相 空间 . 

我 们 用 Fp 记 相应 于 矩 之 值 p 的 化 约 相 空间 . 流 形 Fy EA r: Mp > Fp 的 底 
空间 , 纤维 微分 同 胚 于 Gp. 


图 238 化 约 相 空间 
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化 约 相 空 间 F, 上 有 自然 的 辛 构造 . 具体 说 , 考虑 在 f 点 切 于 Fp HRE ES n. 
点 了 ER G, 在 流 形 F, 上 的 一 轨道 . 令 z 为 其 上 一 点 . 对 于 M, 之 某 点 x 的 切 矢 
E us! 施用 投影 M, =F, 即 可 得 到 切 于 F, HRE E 5 n. 
定义 “在 同一 点 切 于 化 约 相 空间 的 矢量 EA 的 儿 数 量 积 即 相应 的 切 于 原 流 形 
的 矢量 eun! 的 斜 数量 积 
E, nlp = K, m. 


ERO 矢量 € eon 的 余数 量 积 既 不 依赖 于 点 z 的 选择 也 不 依赖 于 代表 它们 的 
E'n 的 选择 , 并 给 化 约 相 空 间 以 辛 构造 . 

系 化 约 相 空间 是 偶数 维 的 . 

定理 的 证 明 ”我 们 考虑 M 在 z 的 切 空 间 之 以 下 两 个 子 空间 : 


T(M,) : 等 值 流 形 M, 的 切 空间 ， 
T(Gz) : 群 G 的 轨道 的 切 空间 . 


引 理 这 两 个 空间 在 TM 中 互 为 斜 正 补 交 . 

证 矢量 < 在 群 轨道 的 切 平面 之 斜 正 交 补 中 当 且 仅 当 5 和 群 G 的 哈密 顿 流 的 
速度 矢量 的 斜 数量 积 为 零 (定义 ). 但 这 些 斜 数量 积 等 于 相应 的 哈密 顿 函 数 在 《〈 方向 
上 的 导数 . 所 以 矢量 < 在 G 的 胃 道 的 斜 正 交 补 中 当 且 仅 当 和 矩 在 ¢ 方向 的 导数 等 于 
2E, 亦 即 ¢ 在 T(My) P. 引 理 的 第 一 个 论断 得 证 , 第 二 个 是 显然 的 . 

代表 元 E 和 7 的 选取 可 相差 一 项 , 即 加 上 群 G, 轨道 的 切 平面 上 的 矢量 . 但 这 
个 切 平面 是 轨道 G. 与 流 形 M, 切 平面 之 交 (4 之 最 后 一 个 定理 )， 因 此 对 E 加 上 
T(Gyz) 中 的 一 个 矢量 不 改变 它 与 T(M,) 中 矢量 7 的 斜 数 量 积 (因为 由 引 理 ,T(Gpz) 
与 T(M,) 斜 正 交 ). 于 是 我 们 证 明了 与 代表 元 的 无 关 性 . 

E 用 ,gy 与 轨道 /上 的 点 z 的 无 关 性 来 自 群 G 在 M 上 的 作用 的 辛 性 质 及 M, 
的 不 变性 . FERME Fp 上 定义 了 一 个 2- 微 分 形式 : 


Q5(6,0) = E Mp. 


它 是 非 退化 的 , 因为 车 对 一 切 n, E n=, 则 相应 的 代表 元 E 斜 正 交 于 7(Mj) 
中 的 一 切 矢 量 . 故 6 必 属 于 T(M,) 在 TM 中 的 斜 正 交 补 . 由 引 理 &' e T(Gz). 从 而 
£'—0. 
形式 0, 是 闭 的 . 为 了 证 明 这 点 , 考虑 一 个 区 图 , 即 子 流 形 M, 的 横 截 于 G, 在 
一 点 的 轨道 的 一 小 块 . 
中 这 定理 的 这 种 表述 首先 是 由 Marsden 和 Weinstein 给 出 的 . 自 雅 可比 以 后 考虑 过 它 的 许多 特 


例 , 并 曾 由 庞 加 莱 及 其 后 继 者 在 力学 中 用 过 , 基 里 洛 夫 (Kapwmzroa) 和 科斯 坦 特 (Kostant) 在 群 论 
中 用 过 , 法 捷 耶 夫 (aneen) 在 广义 相对 论 中 用 过 . 
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在 这 一 区 图 中 , 0, 由 一 个 2- 形 式 表示 , 它 是 由 在 全 空间 M 上 定义 辛 构造 的 2- 
形式 w 通过 子 流 形 的 车 人 诱导 出 来 的 . 因为 w 是 闭 的 , 它 诱导 的 形式 也 是 闭 的 , 定 
理 证 毕 . 口 

Bi S M-R? Jy 2n 维 欧 氏 空间 , 坐标 为 Prge, 2- 形 式 为 Ddpk Adar. 令 
G = S! 是 圆周 , 而 G 在 M 上 的 作用 由 谐振 子 的 哈密 顿 函数 给 出 : 


1 
H-2z 3 2. (P + di). 


这 时 和 矩 映 射 就 是 H : R” 一 R, 非 零 的 矩 的 等 值 流 形 是 球面 S?^—1, 商 空间 即 复 
射影 空间 CP 

前 面 的 定理 在 此 复 射 影 空间 上 定义 一 个 辛 构造 . 容易 验证 它 与 附录 3 中 作出 的 
辛 构造 是 一 致 的 , 最 多 相差 一 个 倍数 . 

例 2 令 V 为 一 李 群 的 余 切 从 , G 为 同一 群 而 作用 则 为 左 平移 . 于 是 M, 是 
G 的 切 从 中 这 样 的 矢量 构成 的 子 流 形 : 它们 在 右 平移 到 群 的 恒 等 元 上 以 后 , 在 李 代 
数 的 对 偶 空间 中 定义 同样 的 元 素 . 

TE, 流 形 M, 微分 同 胚 于 群 本 身 而 且 是 余 切 从 的 右 不 变 截 面 所 有 p 值 都 是 
正则 值 . 

点 p 的 恒定 子 群 G, 由 群 的 下 面 这 些 元 素 组 成 : 用 这 些 元 素 对 p 和 作 左 、 右 平移 
结果 相同 . G, 的 非 恒 等 元 素 在 M。 上 的 作用 没有 不 动 点 (因为 群 到 自身 的 用 非 恒 等 
元 作 的 右 平移 没有 不 动 点 ). 

FE G, 的 作用 是 适当 的 (LEI). 因此 , BE G, 在 M, 上 的 轨道 是 辛 流 形 . 

但 是 容易 把 这 个 轨道 空间 与 点 p 在 余 伴随 空间 中 的 轨道 空间 等 同 起 来 . 实际 上 ， 
用 左 平移 将 余 切 丛 的 右 不 变 截 面 M。 映 到 群 的 恒 等 元 的 余 切 空间 中 . 我 们 得 到 一 个 


映射 
7T: M, g'. 


这 映射 的 像 是 点 p 在 余 伴 随 表示 中 的 轨道 , 纤维 则 是 群 G, 的 作用 的 轨道 . 这 
FE, 化 约 相 空 间 的 辛 构造 在 余 伴随 表示 的 轨道 中 定义 一 个 辛 构造 . 

不 难 用 直接 计算 来 验证 , 这 和 附录 3 中 讨论 的 是 同一 构造 . 

例 3 令 群 G = 51 是 圆周 而 且 没 有 不 动 点 地 作用 在 流 形 V E. 于 是 有 圆周 在 
RYA M = TY 上 的 作用 . 我 们 可 定义 矩 等 值 流 形 ME M 中 余 维 数 为 1) KE 
流 形 FEE: M 之 维 数 小 2). 

此 外 , 若 视 构 形 空间 V 上 群 的 每 个 轨道 上 之 点 相同 , 即 可 作 商 流 形 . 记 此 商 流 
形 为 W. 

定理 化 约 相 空间 Fo 辛 同 胚 于 商 构 形 流 形 W 的 切 从 ; Fy 微分 同 胚 于 Fo. 

W S r: V 一 W ARKH, we TW 是 在 W 上 一 点 w= mv 处 的 1- 形 式 .V 
上 wv 点 的 1- 形式 x*w 属于 Mo 而 映射 到 商 Fo 中 一 点 . 反之 , Fo 的 元 是 V 上 之 在 轨 
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道上 为 零 的 不 变 1- 形 式 ; 它们 定义 WW 上 的 1- 形 式 . 我 们 已 作出 了 映射 T*W 一 Fo; 
容易 看 见 这 是 一 个 辛 微分 同 肛 . 

p 关 0 的 情况 可 化 为 p = 0 的 情况 如 下 . 考虑 V 上 一 个 对 G 不 变 的 黎 曼 度量 . 
M, 5 V EA v 的 余 切 平面 之 交 是 一 个 超 平面 . 由 此 度量 定义 的 二 次 型 在 此 超 平面 
上 有 了 唯一 最 小 点 So). WERE S(v) 可 将 超 平 量 M, NTV. BRA. Mon T*V,. 我 
们 就 得 到 了 一 个 微分 同 胚 Fp 一 Fo. 


C. 在 研究 恒定 旋转 与 不 变 流 形 的 分 枝 上 的 应 用 


HAR G 在 辛 流 形 M 上 的 泊 松 作用 ; T H Æ M 上 在 G 作用 下 不 变 的 函数 . 
令 Fy 是 一 化 约 相 空间 (我 们 设 使 它 能 有 定义 的 条 件 都 满足 ). 

具有 哈密 顿 函 数 H 的 哈密 顿 场 切 于 矩 的 各 个 等 值 流 形 Mo( 因 为 矩 是 首次 积分 ). 
在 M, 上 诱导 的 场 对 Gg 不 变 而 在 化 约 相 空间 Fp 上 定义 一 个 场 . F, 上 的 这 个 矢量 
场 称 为 化 约 场 . 

定理 化 约 相 空间 上 的 化 约 场 是 哈密 顿 场 ， 化 约 场 的 哈密 顿 函数 在 化 约 相 空间 
任 一 点 上 的 值 等 于 原 哈 密 顿 函数 在 原来 相 空间 的 相应 点 上 的 值 . 

证 在 具有 辛 形式 w 的 流 形 M 上 定义 以 H ARERR EA Xy 的 
关系 式 : 对 一 切 上 均 有 

dH(é) = w(XH,é), 


由 ,上 辛 构造 的 定义 可 得 对 化 约 场 的 类 似 关系 . 口 

例 考虑 固定 在 一 恒定 点 的 非 对 称 刚 体 受 重力 mm 势力 ) 
的 作用 . 

绕 铅 直线 旋转 的 群 51 作用 在 构 形 空间 SO(3) E. 哈密 顿 函数 在 旋转 下 不 变 , 由 
此 我 们 得 到 化 约 相 空间 上 的 化 约 方 程 组 . 

这 时 的 化 约 空间 是 商 构 形 空间 的 余 切 从 ( 见 上 面 例 3). 构 形 空间 被 绕 铅 直 轴 的 
旋转 作用 的 分 解 是 泊 松 按 以 下 方法 作出 的 . 

我 们 通过 给 定 一 个 标准 正 交 标 架 (el,ez,es) 的 位 置 来 确定 刚体 的 位 置 . 基底 矢 
量 的 三 个 铅 直 分 量 给 出 了 三 维 欧 氏 空间 的 一 个 矢量 , 这 矢量 之 长 为 1( 为 什么 ?). 泊 松 
矢量 7@ 可 决定 原 标 架 但 相差 一 个 绕 铝 直线 的 旋转 (为 什么 ?). 

TE, 商 构 形 空间 可 以 由 二 维 球面 S? 表示 , 而 化 约 相 空间 即 余 切 从 T*52. 余 切 
从 的 化 约 哈密 顿 函数 可 以 表示 为 “化 约 运动 的 动能 ” ( 它 对 余 切 矢量 是 二 次 的 ) 与 “有 
效 位 能 ”( 它 是 位 能 与 绕 铅 直 直线 旋转 的 动能 之 和 ) 之 和 |. 

@ 泊 松 证 明了 , 有 重量 的 刚体 的 运动 方程 可 以 通过 7 写成 特别 简单 的 形状 , 即 “ 欧 拉 - 泊 松 方程 ” 


T - [M; w] = ug t È = bd 
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这 个 情况 下 , 转 到 化 约 相 空 间 几 乎 完全 可 以 化 为 “消去 循环 坐标 v^. 差别 在 于 通常 的 消去 程 
序 要 求 构 形 空间 或 相 空间 是 圆 上 的 直 积 , 而 在 我 们 的 情况 则 是 一 个 从 . 缩小 构 形 空间 (例如 引进 在 
极点 有 奇 性 的 坐标 ) 可 以 把 从 变 为 直 积 ; 上 面 方法 的 优点 在 于 , 它 使 我 们 清楚 了 , 在 极点 附近 (B 
了 坐标 系 的 奇 点 以 外 ) 没有 真实 的 奇 点 . 

EX M 中 投影 到 化 约 相 空间 Fo 上 的 化 约 方程 组 的 平衡 位 置 的 相 曲 线 称 为 原 
方程 组 的 相对 平衡 . . 

例 固定 在 质心 的 刚体 的 恒定 旋转 是 相对 平衡 . 同样 有 重 刚体 绕 铅 直 轴 的 常 速 
旋转 也 是 相对 平衡 . 

定理 具有 G- 不 变 哈 密 顿 函数 的 方程 组 的 相 曲线 是 相对 平衡 当 且 仅 当 它 是 G 
的 一 个 单 参数 子 群 在 原 相 空间 中 的 轨道 . 

证 很 清楚 , 是 轨道 的 相 曲 线 投影 到 一 个 点 . 若 相 曲线 z(t) 投影 到 一 点 , 它 可 以 


唯一 地 写成 z(t) = g(t)z(0) 的 形状 , 而 容易 看 到 {9(t)} 是 一 个 子 群 . 口 
系 1 在 轴 对 称 势 场 中 固定 在 场 轴 一 点 的 非 对 称 刚体 , 至 少 有 两 个 恒定 旋转 (就 
相对 于 对 称 轴 的 角 动 量 的 每 个 值 而 言 ). 口 


系 2 在 有 势力 场 中 的 对 称 刚体 若 固定 在 其 对 称 轴 上 之 一 点 (就 相对 于 对 称 轴 
的 角 动 量 的 每 个 值 而 言 ), 至 少 有 两 个 恒定 旋转 . 
这 两 个 系 都 可 从 球面 上 的 函数 至 少 有 两 个 临界 点 这 一 事实 得 出 . 
相对 平衡 的 另 一 个 应 用 是 ,可 以 用 它 来 研究 在 矩 和 能 量 值 变化 时 ， 其 不 变 流 形 
的 拓扑 性 质 有 什么 变化 . 
定理 dudbXuH 
PxH:Mg*xR 


在 给 的 正则 等 值 集 上 之 临界 点 就 是 相对 平衡 . 

证 映射 已 x 互 的 临界 点 即 H 在 矩 的 等 值 流 形 M, 上 的 相对 驻 定 值 (因为 这 
等 值 流 形 是 正则 的 , 即 对 任 一 x € Mp, 我 们 有 P,TM = Tg*). 

用 Gp 分 解 以 后 , H 在 M, 上 的 条 件 驻 定 值 定义 了 化 约 哈密 顿 函数 的 临界 点 ( 因 
为 H E Gp 下 是 不 变 的 )， 口 

详细 研究 相对 平衡 和 矩 -能 量 有 映射 的 奇 点 是 不 简单 的 , 至 今 没 有 完全 完成 , 甚至 
在 重力 场 中 非 对 称 刚 体 的 运动 这 样 一 个 经 典 问题 上 也 是 这 样 . 重心 在 某 一 个 惯量 主 
轴 上 的 情况 在 C.B.Karor 为 本 附录 一 开头 所 引 的 Smale[2] 一 文 的 俄 文 译文 所 写 的 附 
录 @ 中 讨论 过 . 在 这 个 问题 中 相 空间 的 维 数 为 6, 群 是 圆周 ; 化 约 相 空间 T*S? 是 四 
维 的 . 

化 约 相 空间 的 非 奇 异 等 能 流 形 有 以 下 四 种 形状 ( 视 矩 和 能 量 之 值 而 定 ): 53, 5? x 


Dycncxn Marem. Hayk r27.Bptm. 2(1972) 78~133. 
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S!, RP? 以 及 由 三 维 球 面 53 加 上 两 个 “ 柄 ”所 得 的 流 形 . 


S! x D2(D? = Blf((z, y) : x? +y? « 1)). 
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在 这 个 附录 里 我 们 要 列举 出 可 用 实 的 辛 变换 将 二 次 哈密 顿 函 数 化 成 的 标准 形式 
的 清单 . 这 个 清单 是 由 加 林 (IM. Daran). RERE (J.Wiliamson)[1] 一 文 编 成 
的 . 威廉 逊 的 文章 给 出 了 辛 空间 中 任意 域 上 的 二 次 型 可 以 化 成 的 标准 形式 . 


A. 记号 
我 们 将 把 哈密 顿 吨 数 写成 
1 
H = 5(Az,2), 


T= (p Paigo ;gn) 是 在 辛 基底 下 写 出 的 矢量 , 4 是 对 称 线性 算 子 . 典 则 方程 
的 形状 是 
i-lAz, I= ( 7) 
E 0 


哈密 顿 函数 的 本 征 值 即 指 线性 无 穷 小 辛 算 子 LA 的 本 征 值 . 同样 , 若 尔 当 方块 即 
指 IA 的 若 尔 当 方 块 . 

哈密 顿 函数 的 本 征 值 有 四 种 类 型 : 实 的 (a, —a), 纯 虚 的 (ib, —ib), 四 元 组 (tatib) 
和 有 零 本 征 值 . 

相应 于 同一 对 或 同一 四 元 组 的 两 个 或 四 个 本 征 值 的 若 尔 当 方 块 构造 相同 . 

若 一 本 征 值 的 实 部 为 零 , 我 们 必须 区 别 偶数 阶 和 奇数 阶 的 若 尔 当 方 块 . 具有 零 
本 征 值 的 奇数 阶 方块 有 偶数 个 , 它们 可 以 自然 地 分 成 对 . 

标准 形式 的 一 个 完整 的 清单 如 下 . 
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B. 哈密 顿 函数 
， 对 本 征 值 +a 的 一 对 k 阶 若 尔 当 方块 , 哈密 顿 冰 数 是 


k k—1 
H — —a pjg + Y pjg. 
了 一 1 j=1 


对 应 于 本 征 值 +a x bi 的 一 组 四 个 k 阶 若 尔 当 方块 , A PEDRO: 


2k k 2k-2 
H — —a pjg; +6) (p2192; — P2341) + Y , Pjdj+2- 
j=1 jui ja 


对 应 于 一 对 具有 零 本 征 值 的 & 阶 知 尔 当 方 块 , ERRE 


k—1 
H = 》 pjg (k = 1 时 五 一 0). 
j=l 


对 于 有 零 本 征 值 的 一 对 k 阶 车 尔 当 方块 , 哈密 顿 函 数 是 以 下 两 种 不 等 价 类 型 之 


k-1 k k-1 

1 、 1 
H = H(X rps 一 Y onu) -$ pg ( 当 k=1 时 H= +54). 
ja ja ji 


对 于 一 对 纯 虚 本 征 值 Hoi 的 奇数 2k 十 1 阶 若 尔 当 方块 , 哈密 顿 函数 是 以 下 两 种 
不 等 价 类 型 之 一 : 
1T k+1 
H = tz [L ppu- + qojq2k—2j42) 一 Y (2; -1Dok_2713 十 q2j—1Q2k—2j43) 


2 
j=1 j=1 


2k 
Y 1 
-9 pg (当天 = 0 时 ， H =+7(0p] +41). 
j=1 


对 于 一 对 纯 虚 本 征 值 +bi 的 偶数 2k 阶 若 尔 当 方块 , 哈密 顿 函数 是 以 下 两 种 不 


等 价 类 型 之 一 : S 
IA, 1 k—1 

H = t5 [£ (eiz + m) 一 Y LU? paj+1P2k-2j+1 + poj422k-2j41) 
j=1 了 一 | 


k k 
、 1,1 
220 9E t roa ( 当 上 = 1 时 , H = tradi +43) — Upiqo + pogi) 
j=1 ja 


这 里 取 不 同 的 + 号 的 哈密 顿 函 数 不 能 用 实 的 辛 变换 互 变 . 
威廉 逊 定理 具有 已 给 二 次 型 及 的 实 辛 矢 量 空间 可 以 分 解 为 逐 对 斜 正 交 的 实 
辛 子 空间 的 直 和 , 使 形式 电 可 以 表 为 这 些 子 空间 的 以 上 列举 形式 的 二 次 型 之 和 . 
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C. 不 可 去 车 尔 当 方块 


一 个 单独 的 “一 般 位 置 ” 的 哈密 顿 消 数 没有 重 本 征 值 而 可 化 为 一 简单 形状 (所 
有 若 尔 当 方块 均 为 一 阶 )， 但 若 考 虑 的 不 是 一 个 哈密 顿 函 数 而 是 一 族 含 参 数 的 方程 
组 , 则 对 参数 的 某 些 例外 值 , 可 能 出 现 较 复杂 的 车 尔 当 构造 . 对 此 族 稍 加 改变 可 以 除 
去 其 中 某 些 若 尔 当 构造 ; 另 一 些 则 不 能 除去 而 只 在 此 族 变 化 时 小 有 改变 . 如 果 族 中 参 
数 个 数 ! 是 有 限 的 , 则 在 1 参数 族 中 不 可 去 类 型 的 数目 也 是 有 限 的 . 下 面 提出 的 加 
林 的 定理 使 我 们 能 对 任意 固定 ! 算出 所 有 这 些 类 型 . 
我 们 以 ni(z) > nz(z) 2 2 ns(z) 记 本 征 值 z #0 的 各 若 尔 当 方块 的 维 数 , 以 
mi 2 m 之 … 2 mw 和 ma 2 via 2 2 仙 ,。 记 本 征 值 为 零 的 若 尔 当 方块 的 维 数 ， 
但 m; 为 偶 , m, 为 奇 (在 每 一 对 奇数 维 方块 中 只 考虑 一 个 ). 
加 林 定 理 在 所 有 哈密 顿 澡 数 的 空间 中 .具有 指定 维 数 的 若 尔 当 方块 的 哈密 上 顿 
吉 数 所 成 的 流 形 的 余 维 数 为 
1 $e m-—k 
c- 522 i - Ung) +=, 


z j=l 

其 中 天 是 非 零 的 不 同 本 征 值 的 个 数 , m 是 具有 零 本 征 值 的 奇数 阶 若 尔 当 方块 的 个 数 
(参见 H. Kogax, [1],[2]). 

X 在 一 般 位 置 的 线性 哈密 上 顿 方程 组 的 !- 参 数 族 中 , 只 出 现 具有 以 下 性 质 的 车 
尔 当 方块 的 方程 组 , 即 按 上 式 算 出 的 c 不 大 于 一 切 具 有 更 大 的 c 的 情况 均 可 用 族 
的 微小 改变 来 消去 . 

系 在 单 参数 或 两 参数 族 中 , 不 可 去 若 尔 当 方块 只 可 能 有 12 个 类 型 出 现 : 

l=1: (taf, (+ia)?, 0? 
(这 里 若 尔 当 方块 是 用 其 行列 式 来 表示 的 ; 例如 (ta)? 表示 一 对 二 阶 若 尔 当 方块 ,其 
本 征 值 为 a 和 —a); 
|1—2: (xa), (xia), (abi), 05, (+a) (+b), 
(ia)? (+ib)?, (+a) (+bi)?, (+a)}?0?, (+ai)?0? 

(其 余 本 征 值 都 是 简单 的 ). 

加 林 也 算出 了 任意 光滑 地 依赖 于 参数 的 线性 哈密 顿 方程 组 所 可 以 化 成 的 标准 形 


A, 变换 时 用 坐标 的 光滑 地 依赖 于 参数 的 线性 辛 变换 . 例如 对 于 最 简单 的 若 尔 当 方 
块 (+a)?, 哈密 顿 函 数 的 标准 形式 将 是 


H(A) = —a(pıqı + p2q2) + P192 + ip1d1 + Xop2g1 


(Xi, 和 2 是 参数 ). 
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研究 哈密 顿 方程 组 的 解 在 平衡 位 置 附近 的 性 态 时 , 只 考虑 线性 化 方程 时 常 是 不 
够 的 . 事实 上 由 关于 体积 守恒 的 刘 维 尔 定理 知 , 哈密 顿 方程 组 不 可 能 有 渐 近 稳定 的 
平衡 位 置 . 因此 线性 化 方程 组 的 稳定 性 总 是 中 立 型 的 : 即 哈密 顿 矢量 场 在 稳定 平衡 
位 置 的 线性 部 分 的 本 征 值 都 在 虚 轴 上 . 

对 于 一 般 形式 的 微分 方程 组 , 这 种 中 立 型 稳定 性 可 以 因 加 上 任意 小 非 线性 项 而 
被 破坏 . 对 于 哈密 顿 方程 组 情况 就 更 复杂 些 . 例如 设 了 哈密 顿 函 数 在 平衡 位 置 的 二 次 
部 分 ( 它 决 定 矢 量 场 的 线性 部 分 ) 是 ( 正 或 负 ) 定 的 , 这 时 蛤 密 顿 函数 在 平衡 位 置 有 
极 小 或 极 大 . 因此 这 个 平衡 位 置 不 但 对 线性 化 方程 组 ,而且 对 整个 非 线 性 方程 组 是 
李 雅 普 诺 夫 稳 定 的 , 但 非 渐 近 稳定 . 

另 一 方面 哈密 顿 奖 数 在 稳定 平衡 位 置 处 二 次 部 分 可 能 是 不 定 的 . 函数 H = p? + 
q? — p — q$ 就 是 一 个 简单 的 例子 . 为 了 研究 有 这 种 类 型 的 二 次 部 分 的 方程 组 的 稳定 
TE, 必须 考虑 哈密 顿 函数 的 泰勒 级 数 中 次 数 > 3 的 项 ( 即 相 速度 矢量 场 的 次 数 > 2 
的 项 ). 为 了 进行 这 种 研究 , 用 变量 的 适当 的 典 则 变换 把 哈密 顿 函 数 (从 而 也 把 哈密 
顿 矢量 场 ) 化 为 尽 可 能 简单 的 形状 是 有 用 的 . 换言之 , 在 平衡 位 置 附近 选择 一 个 典 则 
坐标 系 使 哈密 顿 函数 和 矢量 场 的 形状 尽 可 能 简单 是 有 用 的 . 

对 一 般 的 ( 非 哈密 顿 ) 矢量 场 类 似 的 问题 很 容易 解决 : 一 般 情 况 是 : 矢量 场 在 
平衡 位 置 附近 在 适当 坐标 下 是 线性 的 ( 庞 加 莱 和 西 格 尔 (Siegel) 的 有 关 定 理 可 在 
C.L.Siegel, J.Moser[1] 中 找到 ). 

了 哈密 顿 情况 就 复杂 些 . 第 一 个 困难 在 于 , 用 变量 的 典 则 变换 把 哈密 顿 场 化 为 线 
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性 标准 形式 一 般 是 不 可 能 的 . 我 们 通常 能 除去 哈密 顿 函数 的 三 次 部 分 , 但 是 不 能 完 
全 除去 四 次 项 (这 与 以 下 事实 有 关 : 在 线性 方程 组 中 振动 频率 与 振幅 无 关 , 而 在 非 线 
性 方程 组 中 一 般 是 有 关 ). 这 个 困难 可 通过 选取 将 频率 变化 考虑 在 内 的 非 线 性 标准 形 
式 来 克服 . 结果 (在 “ 非 共振 ”情况 下 ) 在 平衡 位 置 附近 我 们 可 引入 作用 量 - 角 变 量 使 
方程 组 在 除去 泰勒 级 数 的 充分 高 次 项 以 后 成 为 可 积 的 . 

这 个 方法 使 我 们 能 在 初始 条 件 接近 于 平衡 时 在 很 长 的 时 间 区 间 内 研究 方程 组 的 
ES. 然而 , 只 决定 一 个 方程 组 是 否 李 雅 普 诺 夫 稳 定 是 不 够 的 (因为 泰勒 级 数 被 舍 去 
的 余 项 会 在 无 限 的 时 间 区 间 内 破坏 稳定 性 ). 用 精确 地 化 为 类 似 标准 形 而 不 舍 去 余 项 
即 可 得 到 这 种 稳定 性 . 然而 我 们 可 以 证 明 , 这 种 精确 的 化 约 一 般 是 不 可 能 的 , 而 化 方 
程 组 为 标准 形 的 典 则 变换 的 形式 级 数 一 般 是 发 散 的 . 

这 些 级 数 的 发 散 与 以 下 事实 有 关 : 化 为 标准 形 后 相 曲 线 的 性 态 比 较 事实 上 发 生 
的 情况 更 简单 些 (它们 一 定 是 环 面 的 条 件 周期 螺旋 线 ). 相 曲线 在 平衡 位 置 附近 的 性 
态 将 在 附录 8 中 讨论 . 在 这 个 附录 里 我 们 将 给 出 直到 相当 高 次 项 的 标准 化 的 形式 结 
R. 

化 哈密 顿 方程 组 为 标准 形式 的 想法 可 以 回 湖 到 林 斯 德 特 (Lindstedt) MAIO; 
平衡 位 置 附近 的 标准 形式 曾 由 伯 克 霍 夫 (G.D.Birkhof) 详尽 地 研究 过 ( 见 G.D. 
Birkhoff[1] 一 书 ). 

退化 情况 下 的 标准 形式 可 见 布 鲁 诺 (A.A.Bprtorso) 的 工作 (A.A.Bpioso[1]). 

A. 保守 系 在 平衡 位 置 附 近 的 标准 形式 

设 一 个 n 自由 度 的 哈密 顿 方程 组 的 平衡 位 置 的 线性 近似 是 稳定 的 , 而 且 m 个 本 
征 频率 wi,.… ,wn 互 异 . 哈密 顿 函数 的 二 次 部 分 可 用 典 则 的 线性 变换 化 为 

H = (ond aD nnl e d) 
(有 些 we 可 能 为 负 ). 

定义 本 征 频率 wi,… ,wn 满足 一 个 KK 阶 共振 关系 , 如 果 存 在 不 全 为 零 的 整数 

kı 使 得 
kiwi ob kw, —0, | 后 | 十 十 al = K 

定义 哈密 顿 函 数 的 s kia AE RIEU RERE (P,Q) 的 s 次 多 项 式 
而 且 实 际 上 是 变量 n= (P? + Q7)/2 的 ([5/2] 次 ) 多 项 式 . 

例如 一 个 自由 度 的 方程 组 的 2m 次 (或 2m + 1 次 ) 标准 形式 是 

Ham = H2m+1 二 QT 十 Q27? cba" T= (P T Q?2. 
二 自由 度 方程 组 的 四 次 伯 克 替 夫 标准 形式 是 


2 2 
H4 = aTi + Q272 十 Q1171 十 Q127172 + Q2272， 


中 参看 H.Poincaré[1] 一 书 . 
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系数 al, aa 是 本 征 频 率 , 而 系数 a;; 描述 频率 对 振幅 的 依赖 性 . 
定理 1 设 本 征 频 率 wi 不 满足 阶 数 为 s 或 更 小 的 任何 共振 关系 . 这 时 在 平衡 位 
置 附近 有 一 典 则 坐标 系 使 哈密 顿 函 数 化 为 次 数 为 s 的 伯 克 堆 夫 标 准 形 式 而 最 多 相差 
s+1 阶 项 : 
H(p,a) = H.(P,Q) + R, R = O(P|- |Q). 


证 在 下 述 复 坐标 系 下 定理 很 容易 证 明 : 
z= pitiq, wi -p -ig. 


( 变 到 这 个 坐标 系 时 , 哈密 顿 函数 必须 乘 以 —21). 若 标准 形式 中 次 数 低 于 N 的 项 未 
消 完 , 作 生成 函数 为 Pat SN(P,q)(Sw 是 N 次 齐 性 多 项 式 ) 的 变换 只 影响 哈密 顿 肾 
数 的 泰勒 展开 式 中 次 数 为 N 和 更 高 的 项 . 

在 此 变换 下 , 容易 算出 , 哈密 顿 函 数 中 的 N 次 单项 式 


Ol 


zi zen .bn (03 o as t Beer BÀ. EN) 


的 系数 变 成 
saa[Ai(O — oi1) + + An(Bn ~ Qn)] 
这 里 Aj = dui sog 是 SNP, 9) 按 z,w 展开 时 zow? 的 系数 . 

在 无 共振 的 假设 下 , 方 括号 的 系数 sag 非 0, 除非 我 们 的 单项 式 可 写成 积 aw = 
27( 即 所 有 o; 等 于 b) 之 形状 . 这 样 我 们 可 以 除去 所 有 N 次 项 , 而 只 留 下 可 用 n 表 
示 的 . S N = 3,4,.… ,s 即 得 证 . o 

AERE SERERE, 注意 到 标准 形式 的 哈密 顿 消 数 是 可 积 的 是 有 帮助 的 . 考 
E RURE” n, p, 即将 P,Q 表示 为 


P, = V2 cosyn Qi = v2n sin yi. 


因为 哈密 顿 函数 可 以 仅 用 作用 量变 量 n 表示 , 方程 组 是 可 积 的 而 且 描 述 环 面 + = 常 
数 上 的 条 件 周期 运动 , 频率 为 w = A 特别 是 平衡 位 置 P = Q =- 0 对 标准 形式 是 
稳定 的 . 

B. 典 则 变换 在 驻 定点 附近 的 标准 形式 

考虑 二 维 平面 到 其 自身 的 一 个 典 则 ( 即 保持 面积 ) 映射 设 在 此 变换 下 原点 不 
zh, 而 其 线性 部 分 的 本 征 值 是 和 = etie ( 即 在 坐标 为 p,q 的 适当 辛 基底 下 旋转 角 o). 
我 们 称 这 样 一 个 变换 是 椭圆 的 . 

定义 变换 的 s 次 伯 克 霍 夫 标准 形式 是 平面 到 自身 的 一 个 典 则 变换 , 它 是 旋转 
一 个 变 角 , 此 角 是 典 则 极 坐标 系 下 的 作用 量变 量 的 次 数 不 超 过 m. = [s/2] - 1 的 多 项 
式 : 


(T, v) — (T, 4- og +AT d dt ou T), 
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其 中 
p= v2rcosQ, q= V2rsinq. 


定理 2 车 椭圆 典 则 变换 的 本 征 值 入 不 是 s 次 或 更 低 次 单位 根 , 则 它 可 用 典 则 
变量 变换 化 为 s 次 伯 克 霍 夫 标 准 形式 , 误差 项 次 数 不 低 于 s 1 
椭圆 变换 的 高 维 推广 是 本 征 值 为 M = et 的 (pi, qi) 平面 上 的 椭圆 旋转 ( 共 n 
^r) 的 直 积 . s 次 伯 克 埠 夫 标准 形式 是 
(r9) (no+ x) 
S 是 作用 量变 量 n,o, m 的 次 数 不 高 于 [s/2) 的 多 项 式 . 
定理 3 车 高 维 椭 圆 典 则 变换 的 本 征 值 X 中 没有 以 下 形状 的 共振 


AB AE ud, Iki] + + lkn] Ss, 


则 此 变换 可 以 化 为 s 次 伯 克 堆 夫 标 准 形式 (RHE p= q = 0 处 的 素 勒 展开 式 中 的 
s 次 项 有 误差 ). 

C. 具有 周期 系数 的 方程 在 平衡 位 置 附 近 的 标准 形式 

S p =q = 0 是 一 个 方程 组 的 平衡 位 置 , 其 哈密 顿 函 数 是 时 间 的 2r 周期 函 
数 . 设 线性 化 方程 可 以 用 线性 的 时 间 周 期 辛 变换 化 为 自治 的 标准 形式 而 本 征 频 率 为 
Q1, Wn: 

我 们 说 一 个 方程 组 是 K > 0 阶 共 振 的 , 若 有 整数 ko, ki, kn, kilt- + linl = 
K 存在 , 使 得 

kiwi 十 … + knwn + ko = 0. 


定理 车 一 方程 组 不 是 s 阶 或 更 低 阶 共振 的 , 则 存在 一 个 对 时 间 为 2r 周期 的 
依赖 于 时 间 的 典 则 变换 将 它 在 一 个 平衡 位 置 附近 化 为 s 次 伯 克 霍 夫 标 准 形式 , 而 且 
此 形式 与 方程 组 为 自治 情况 时 是 一 样 的 , 差别 只 在 于 s 十 1 Xe AS RES 
也 依赖 于 时 间 . 

最 后 , 设 我 们 有 自治 哈密 顿 方 程 组 的 一 个 闭 轨 . 这 时 , 在 闭 轨 附 近 我 们 可 以 用 以 
下 两 法 之 一 将 方程 组 化 为 标准 形 : 

1. 等 能 化 简 : 固定 一 个 能 量 常数 并 考虑 闭 轨 在 2n — 1 维 等 能 流 形 上 的 一 个 邻 
域 , 把 这 个 流 形 看 成 周期 依赖 于 时 间 的 n 一 1 个 自由 度 的 方程 组 的 扩充 相 空 间 . 

2. 截 曲 面 : 固定 能 量 常数 和 一 个 坐标 的 值 (使 闭 轨 与 所 得 (2n — 2) 维 流 形 相 横 
截 ). 这 时 , 在 已 知 轨道 附近 的 相 曲 线 定义 了 这 个 (2n — 2) 维 流 形 到 自身 的 一 个 映射 ， 
而 在 闭 轨 上 此 映射 有 不 动 点 . 这 个 映射 保持 此 (2n — 2) 维 流 形 上 自然 的 辛 构造 而 我 
们 可 以 用 节 B 中 的 标准 形式 去 研究 它 . 
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在 研究 自治 哈密 顿 方 程 组 的 闭 轨 时 , 会 出 现 一 个 与 周期 系数 方程 组 的 平衡 位 置 
的 一 般 理 论 不 相同 的 新 现象 . 事实 是 , 自治 系统 的 闭 轨 不 会 是 孤立 的 , 而 (作为 一 个 
规律 ) 成 为 一 个 单 参数 族 . 族 中 的 参数 就 是 能 量 常数 . 事实 上 , 设 选取 某 个 能 量 常数 
值 使 闭 轨 在 (2n — 1) 维 等 能 流 形 上 横 截 于 上 面 说 的 (2n — 2) 维 流 形 . 这 时 对 相近 的 
能 量 值 也 存在 类 似 的 闭 轨 . 由 隐 范 数 定理 , 我 们 甚至 可 以 证 明 这 一 闭 轨 光滑 地 依赖 
于 能 量 常数 . 

如 果 现 在 我 们 想 用 伯 克 霍 夫 标准 形式 来 研究 单 参数 闭 轨 族 ,就 会 遇 到 以 下 的 困 
XE. 当 描述 此 族 的 参数 变化 时 , 线性 化 问题 的 本 征 值 一 般 也 会 变化 . 所 以 对 于 某 些 参 
数值 , 不 可 避免 地 会 遇 到 共振 而 阻碍 化 到 标准 形式 . 

特别 危险 的 是 低 阶 共振 ， 因 为 它们 影响 到 泰勒 展开 式 的 以 前 几 项 . 如 果 我 们 对 
本 征 值 接近 于 满足 低 阶 共振 关系 的 闭 轨 有 兴趣 , 则 伯 克 和 霍 夫 标 准 形式 就 必须 多 少 加 
以 修改 . 具体 说 , 在 N 阶 共振 时 , 为 了 在 哈密 顿 函 数 中 消除 N 阶 项 , 表达 式 


ko — [wi(Bi — 01) + + wn(Bn — oon), le] -18| =N 


可 能 变 为 零 , 而 又 必须 用 此 表达 式 作为 分 母 对 于 非 共振 然而 接近 于 共振 的 参数 值 ， 
本 征 频 率 的 这 一 组 合 一 般 不 是 零 但 是 很 小 (所 以 这 个 组 合 就 称 为 “小 分 母 ”). 

用 小 分 母 作 除法 导致 以 下 的 困难 : 

1. 化 到 标准 形 的 变换 不 连续 地 依赖 于 参数 (对 参数 的 共振 值 它 有 极点 ); 

2. 能 用 伯 克 霍 夫 标准 形 来 准确 地 描述 方程 组 的 区 域 在 共振 值 时 缩小 到 零 . 

为 了 避免 这 些 缺 点 , 我 们 必须 放弃 消除 哈密 顿 函 数 的 某 些 项 的 企图 (具体 说 , BI 
那些 在 参数 取 共 振 值 时 成 为 共振 的 项 ). 不 仅 在 共振 时 而 且 在 参数 接近 共振 值 时 ， 也 
必须 保留 这 些 项 四 . 这 样 得 到 的 标准 形式 比 通常 的 多 少 复杂 些 , 但 在 许多 情况 下 会 给 
我 们 关于 共振 附近 的 解 的 性 态 以 有 用 的 信息 . 


D. 8j: 3 阶 共 振 


作为 简单 的 例子 我 们 看 一 个 具有 二 自由 度 的 自治 哈密 顿 方程 组 的 闭 轨 在 能 量 党 
数 的 一 个 值 附近 会 发 生 什么 , 而 此 值 使 它 的 邻近 于 闭 轨 的 轨道 之 振动 周期 是 闭 轨 周 
期 的 三 倍 由 上 面 所 说 的 , 这 个 问题 可 以 化 为 研究 具有 一 个 自由 度 的 非 自 治 哈密 顿 
单 参数 方程 组 , 它 在 平衡 位 置 附近 2r 周期 地 依赖 于 时 间 . 对 参数 的 一 切 值 均 可 取 这 
个 平衡 位 置 为 原点 (为 此 要 作 一 个 依赖 于 参数 的 变量 变换 ). 

此 外 , 在 平衡 位 置 的 线性 化 方程 组 可 以 用 一 个 2x 周期 依赖 于 时 间 的 线性 典 则 
变换 化 为 常 系数 方程 组 . 在 新 坐标 中 线性 化 方程 组 的 相 流 被 表示 为 绕 平衡 位 置 的 匀 
速 旋转 . 旋转 的 角速度 o 依赖 于 参数 . | 

在 参数 的 共振 值 处 w = 3( 即 在 2 时 间 内 我 们 绕 原点 只 走 了 1/3 KE). 角 速 
度 对 参数 的 导数 一 般 不 是 零 . 所 以 我 们 可 取 角 速度 为 参数 , 取 它 与 1/3 的 差 更 好 . 记 


中 这 里 说 的 方法 不 仅 对 研究 哈密 顿 方程 组 有 用 , 而 且 对 微分 方程 的 一 般 理论 都 是 有 用 的 . 例如 
参看 B.H.A priorspa,[12]. 
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此 差 为 e, 称 之 为 频率 偏离 或 失 谐 .参数 的 共振 值 就 是 e = 0. 我 们 关心 的 是 方程 组 
在 e 很 小 时 的 性 态 . 

如 果 舍 去 哈密 顿 方程 的 非 线 性 项 和 频率 偏离 e, 则 方程 组 的 所 有 轨道 在 旋转 三 
图 后 都 闭合 ( 即 周期 为 6r). 我 们 现在 要 研究 非 线性 项 和 频率 偏离 对 轨道 性 态 的 影 
wj. 很 清楚 , 一 般 情 况 下 并 非 所 有 轨道 均 为 闭 . 为 了 研究 其 性 态 , 注意 标准 形式 是 有 
用 的 . 

在 所 取 的 坐标 系 中 , z = p 十 ig,z = p — iq, MERMA ERA 


—2iH = —iwzz-4 y Y hagkz?zPe ikt q 
a+ß=3 k-—oo 


.… 表示 高 于 三 阶 的 项 , w= lae. 
化 为 标准 形 时 可 以 除去 二 切 三 次 项 , 除了 那些 具有 在 共振 时 会 变 为 零 的 小 分 母 


v(o— B)--k 


的 项 . 这 些 项 也 可 以 说 成 是 : 在 略 去 频率 偏离 和 非 线性 项 以 后 得 到 的 周期 运动 的 轨 
道上 为 常数 的 项 . 它们 称 为 共振 项 . 于 是 对 w = 3， 使 得 


a—ß+3k=0 


的 就 是 共振 项 . 在 三 次 项 中 , 只 有 pet 和 ze 是 共振 项 . 所 以 我 们 可 以 把 哈密 顿 
函数 化 为 


—2iH = —iwzz+ hze" — hret +- 


(h 5 h ZOESEORIW-T H 为 实 这 一 事实 ). 

注意 , 为 了 把 哈密 顿 函 数 化 成 这 个 标准 形式 , 我 们 用 了 一 个 2r 周期 地 依赖 于 时 
间 的 光滑 典 则 变换 , 它 甚 至 在 共振 时 也 光滑 地 依赖 于 参数 . 它 与 恒 等 变 换 之 差 对 于 
与 闭 轨 的 偏离 是 二 阶 小 量 (其 生成 函数 与 恒 等 变 换 的 生成 函数 只 差 三 次 项 ). 

对 哈密 顿 方程 组 的 解 的 性 态 可 以 进一步 研究 如 下 . 首先 我 们 丢掉 哈密 顿 函数 的 
高 于 三 次 的 项 并 研究 所 得 的 截断 方程 组 的 解 . 然后 我 们 必须 考查 舍 去 的 项 怎样 影响 
轨道 的 性 态 . 

在 复 的 z- 平 面 上 引入 以 角速度 3 的 匀速 旋转 的 坐标 系 ( 即 作 代 换 z = cet/3) 
可 以 简化 截断 方程 组 的 研究 . 然后 对 七 量 < 我 们 会 得 出 一 个 自治 的 哈密 顿 方程 组 , 其 
哈密 顿 函数 为 

_2i = iell +h -R Ü, 这 里 = w 一 


在 旋转 坐标 系 下 截断 方程 组 是 自治 的 这 件 事 是 很 幸运 的 . 完整 的 哈密 顿 方程 组 (包含 哈密 顿 
函数 中 高 于 三 次 的 项 ) 在 旋转 坐标 系 下 不 仅 不 是 自治 的 而 且 甚 至 对 时 间 不 是 2r 周期 (只 是 6r 周 


< 810 - 附录 7 ”哈密 顿 方程 组 在 驻 定点 和 闭 轨 附近 的 标准 形式 


期 ) 的 . 具有 哈密 顿 函数 Ho 的 自治 系 本 质 上 是 原 方程 组 在 c = 0 的 线性 方程 组 ( 舍 去 了 高 于 三 
次 的 项 ) 的 闭 轨道 上 平均 化 的 结果 . 
系数 h 可 以 (通过 坐标 系 旋 转 ) 变 成 实 的 . 这 样 , 在 实 坐 标 (x,y) F, 哈密 顿 函 
数 化 成 了 l 
Ho = jc t y^) + a(z? — 3xy?). 


系数 a 依赖 于 频率 偏离 e( 作 为 一 个 参数 ). s = 0 时 这 系数 一 般 不 是 零 . 因此 作 一 个 
光滑 地 依赖 于 一 参数 的 坐标 变换 可 以 使 此 系数 变 为 1. 所 以 我 们 必须 研究 在 (m, y) 
平面 上 哈密 顿 函 数 为 

Ho = zc 4 y?) + (x? — 3zy?) 


的 方程 组 的 相 图 对 小 参数 e 的 依赖 性 . 


图 239 通过 共振 3:1 


容易 看 到 这 种 依赖 性 如 下 (图 239). 当 e = 0 时 函数 Ho 的 零 等 值 集 是 三 条 交 
角 为 60" 的 通过 O 点 的 直线 . e 变化 时 等 值 集 中 总 有 三 条 直线 , 当 e 变化 时 , 这 三 条 
直线 总 是 成 为 一 个 正三 角形 移动 而 中 心 总 在 原点 处 ,三 角形 的 顶点 是 哈密 顿 函 数 的 
鞍点 . 当 s 通过 零 ( 即 通过 共振 ) Bp, 位 于 原点 的 临界 点 从 极 小 变 为 极 大 . 

所 以 对 于 哈密 顿 函数 为 Ho 的 方程 组 , 原点 对 参数 的 一 切 值 除 共振 外 是 稳定 的 
平衡 位 置 , 而 在 共振 时 原点 不 稳定 . 对 接近 共振 的 参数 值 , 靠近 原点 的 其 中 充满 了 闭 
的 相 曲 线 的 三 角形 是 很 小 的 与 e 同 阶 ), 所 以 原点 的 “稳定 半径 ” 随 < 一 0 而 趋 于 
零 : 初始 条 件 的 小 (e Er) 扰动 就 足以 使 相 点 走出 三 角形 而 开始 离 平衡 位 置 远 去 . 

问 到 原来 的 周期 轨道 问题 , 我 们 得 到 以 下 结论 (当然 这 不 能 算是 证 明 , 因为 我 们 
舍 去 了 高 于 三 次 的 项 , 但 是 这 些 结论 是 可 以 论证 的 ): 

l. 在 通过 共振 3:1 时 , 周期 轨道 一 般 会 失去 稳定 性 . 

2. 当 参 数值 接近 于 共振 时 , 在 此 等 能 流 形 上 的 所 考虑 的 周期 轨道 附近 有 一 个 不 
稳定 的 周期 轨道 ,在原 轨道 上 转 三 周 则 在 此 轨道 上 转 了 一 周 而 闭 合 . 对 参数 的 共振 
值 , 这 个 不 稳定 轨道 就 是 原 轨道 . 

3. 当 接 近 共 振 时 , 这 个 不 稳定 的 周期 轨道 与 原 轨道 的 距离 缩小 为 对 频率 偏离 一 
阶 的 量 (以 对 参数 与 共振 值 之 差 为 一 阶 ). 
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4. 经 过 这 个 不 稳定 周期 轨道 时 , 在 同一 个 三 维 等 能 流 形 上 , 有 两 个 二 维 不 变 曲 
面 , 其 中 之 一 被 (9 +o 时 趋向 这 个 不 稳定 的 周期 轨道 的 轨道 所 填 满 ， 另 一 个 被 
t 一 —oo 时 趋向 这 个 不 稳定 周期 轨道 的 轨道 所 填 满 . 

5. 分 界面 的 位 置 是 这 样 的: 它 与 一 个 横 截 于 原 轨道 的 流 形 相交 时 得 到 一 个 图 形 ， 
它 接近 于 一 等 边 三 角形 三 边 及 其 延 线 . 这 个 三 角形 的 三 个 顶点 即 不 稳定 周期 轨道 与 
横 截 流 形 的 交点 . 

6. 对 于 由 分 界 流 形 所 成 的 三 角形 之 内 的 初始 条 件 ， 相 点 将 在 一 个 长 的 时 间 内 
( 阶 数 不 低 于 1/e) 停留 在 原来 的 周期 轨道 近 这 (距离 与 e 同 阶 ), 对 三 角形 外 的 初始 
条 件 , 它 很 快 地 离开 到 一 个 比 = 更 大 的 距离 处 . 


E. 分 界 流 形 的 分 裂 


事实 上 , 我 们 在 上 面 4,5,6 各 点 中 讲 到 的 分 界 流 形 , 其 构造 十 分 复杂 (由 于 我 们 
在 近似 中 舍 去 了 的 高 于 三 次 的 项 的 影响 ) 为 了 了 解 这 个 情况 , 注意 一 个 在 原 闭 轨 的 
某 点 与 之 横 截 的 (同时 完全 位 于 等 能 流 形 上 的 ) 二 维 曲面 是 方便 的 @. 从 这 个 曲面 上 
一 点 发 出 的 轨道 会 与 它 再 次 相交 , 所 需 时 间接 近 于 环绕 原来 闭 轨 的 时 间 . 于 是 我 们 
得 到 了 曲面 上 与 闭 轨 交点 的 邻 域 到 其 男 一 部 分 上 的 映射 . 这 映射 有 一 个 不 动 点 ( 即 
闭 轨 与 曲面 之 交点 ), 而 且 近 似 于 绕 此 点 ( 取 为 曲面 上 的 原点 ) 旋转 120°. 

我 们 现在 考虑 上 述 映射 的 三 次 方 . 它 仍 是 曲面 原点 的 邻 域 到 曲面 一 部 分 的 映射 ， 
而 且 使 原点 不 动 . 但 是 现在 这 映射 接近 于 旋转 360°, 即 恒 等 映 射 : 它 是 由 我 们 方程 组 
的 轨迹 在 接近 原 闭 轨 的 三 个 周期 后 所 实现 的 . 

以 上 的 计算 将 给 出 “三 周期 后 的 映射 ”之 构造 的 非 平凡 的 信息 . 事实 上 , SET 
哈密 顿 函 数 四 次 和 更 高 次 的 项 也 就 改变 了 映射 的 三 次 和 更 高 次 的 项 . 然而 截断 的 哈 
密 顿 洋 数 的 三 周期 后 的 映射 近似 于 三 周期 后 的 真正 映射 (有 三 次 方 误差 ). 

但 是 我 们 知道 相应 于 截断 哈密 顿 函 数 的 三 周期 后 的 映射 的 性 质 , 因为 它 就 是 以 
Ho(z, y) 为 哈密 顿 消 数 的 相 流 在 6r 时 间 后 的 映射 (证 明基 于 如 下 事实 , 即 在 6r 时 
间 后 , 旋转 坐标 系 回 到 原来 的 位 置 ). 我 们 现在 注意 在 三 阶 小 量 ( 阶 是 相对 于 到 不 动 
点 的 距离 而 言 ) 的 摄 动 下 哪 一 些 性 质 仍然 保留 , 哪 一 些 则 和 否 . 

S ho 表示 截断 方程 组 的 三 个 周期 后 的 映射 ,4 表示 三 个 周期 后 的 真实 映射 . 

1. 映射 Ao 包括 在 一 个 流 中 : 即 以 Ho 为 哈密 顿 函 数 的 相 流 在 6r 时 间 后 的 变 
换 . 

没有 理由 认为 4 包括 在 一 个 流 中 . 

2. 映射 ho 在 旋转 120° 下 对 称 : 即 存在 一 个 非 平 凡 的 微分 同 豚 g, 9? = E, 而 且 

g 与 Ao 可 换 . 
没有 理由 认为 4 与 一 个 满足 g? = 的 非 平 凡 的 微分 同 胚 可 换 . 
3. 映射 Ao 有 三 个 不 稳定 不 动 点 在 距 原 点 e Ab, 而 且 接近 于 一 等 边 三 角形 的 顶 


中 这 里 有 如 下 的 一 般 现象 : 考虑 一 个 周期 后 的 映射 并 且 用 流 来 进行 计算 更 为 方便 . 
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点 . 在 与 共振 的 偏离 (B e) 充分 小 时 , 映射 4 也 有 三 个 不 稳定 不 动 点 靠近 一 个 等 边 
三 角形 的 顶点 . 这 可 由 隐 和 函数 定理 得 知 . 

4. 对 接近 于 (但 不 同 于 ) 共振 的 参数 值 , 映射 4o 之 不 动 点 的 分 界 流 形 构 成 的 图 
形 接近 于 一 个 等 边 三 角形 之 三 边 及 其 延 线 . 若 从 此 三 角形 一 边 上 的 某 点 开始 反复 作 
Ao, 就 会 得 到 三 角形 同一 边 上 的 一 串 点 而 且 趋 向 此 边 上 的 一 个 顶点, 记 为 Mo. 若 作 
Ag 1, 则 将 得 到 趋向 另 一 顶点 No 的 序列 . 
r* r- EI 4 的 三 个 不 稳定 不 动 点 也 各 有 分 界 流 形 , 接近 于 一 个 
三 角形 的 三 边 (图 240). 具体 说 , 平面 上 那些 经 4",m 一 +o TE 
用 后 趋向 不 动 点 M 的 点 构成 一 个 光滑 曲线 T+, 它 在 4 下 不 变 
而 且 通 过 M, 在 M 附近 则 接近 于 Ao 的 分 界 流 形 MoNo. 在 映 
射 A",n 一 —oo 下 趋向 N 的 点 构成 另 一 个 光滑 曲线 r-, 经 过 
N 而 且 在 N 附近 接近 于 MoNo. 
图 240 分 界 流 形 的 分 然而 T+ de D- 虽然 二 者 都 接近 MoMo, 却 不 一 定 重 合 . 分 
A 界 流 形 的 分 裂 现 象 说 明 截 断 方 程 组 和 整个 方程 组 性 态 之 差别 . 

分 裂 的 量 随 e 而 指数 地 减 小 ; 所 以 在 “ 摄 动 理论 ”的 各 种 计算 方法 中 很 容易 忽视 . 然而 这 个 
现象 在 基本 的 问题 中 十 分 重要 . 例如 , 由 它 的 存在 立即 可 知 其 数值 级 数 发 散 ( 因 为 如 果 收 敛 , 就 不 
会 有 分 裂 现 象 了 ). 

一 般 说 来 摄 动 理论 中 级 数 的 发 散 (但 起 始 几 项 给 出 很 好 的 近似 ) 通常 与 以 下 事实 有 关 : 我 们 
所 求 的 东西 事实 上 并 不 存在 . .如 果 我 们 想 使 一 个 现象 适合 于 一 个 方案 , 而 此 方案 又 与 该 现象 的 基 
本 特征 矛盾 , 则 我 们 的 级 数 发 散 也 就 不 足 为 奇 了 . 

伯 克 霍 夫 级 数 ( 即 不 限于 哈密 顿 函 数 的 泰勒 级 数 起 始 各 项 的 规范 化 而 无 限 地 继续 下 去 而 得 的 
级 数 ) 就 是 一 个 摄 动 理论 法 中 一 个 形式 上 有 意义 , 而 实际 发 散 的 例子 . 如 果 这 些 级 数 收 敛 , 则 具有 
周期 系数 的 单 自 由 度 的 一 般 振动 系统 在 平衡 位 置 附近 就 可 化 为 自治 的 标准 形式 , 而 不 会 有 分 界 流 
形 的 分 裂 了 (但 事实 上 是 有 的 ). 

回 到 原来 的 闭 轨 , 我 们 看 见 映 射 4 的 三 个 不 稳定 不 动 点 对 应 于 不 稳定 闭 轨 而 接 
近 于 原来 的 闭 轨 三 重 ， 当 上 一 +o 时 有 一 族 轨 道 趋 近 这 个 不 稳定 轨道 , 34 t 一 -oo 
时 则 有 男 一 族 轨道 趋 近 于 它 . 

这 两 个 曲面 也 就 是 在 命题 4, 5, 6 中 提 到 的 两 个 分 界 流 形 . 用 我 们 的 横 截 曲面 去 
截 它们 就 得 到 映射 4 的 不 变 曲 线 T+ Ar 这 两 条 曲线 的 交 构 成 一 个 复杂 的 网 络 ， 
关于 它 , 庞 加 莱 (他 最 先 发 现 分 界 流 形 的 分 离 ) 写 道 :它们 的 交 构 成 一 个 网 眼 无 限 细 
的 格子 、 织 物 和 网 . 这 两 条 曲线 都 不 一 定 自 交 , 但 一 定 以 非常 复杂 的 方式 反复 折 回 
3k, 无 穷 多 次 地 通过 每 一 个 网 眼 ”. 

“这 个 图 形 复杂 得 令 人 吃惊 , 我 甚至 不 想 去 画 它 . 没有 什么 比 它 更 适宜 于 就 三 体 
问题 以 及 一 般 的 动力 学 问题 的 复杂 本 性 给 我 们 提供 一 个 概念 , 这 里 没有 单 值 的 积分 ， 
波 林 (Bohlin) 级 数 也 是 发 散 的 ”(H.Poincaré, [1] vol.3). 

应 该 提 到 , 关于 分 界 流 形 交 织 的 情况 , 至 今 仍 有 许多 不 清楚 的 地 方 . 
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F. 高 阶 共振 


高 阶 共振 也 可 以 用 标准 形式 来 研究 . 在 这 方面 我 们 注意 到 , 高 于 四 阶 的 共振 通常 
不 导致 不 稳定 性 , 因为 在 标准 形式 中 有 四 次 项 出 现 , 而 甚至 在 共振 时 也 保证 Ho 有 极 
小 或 极 大 . 


在 阶 数 n > 4 的 共振 中 , 以 Ho 为 哈密 顿 函 数 的 方程 组 的 
相 图 的 典型 的 发 展 由 以 下 公式 给 出 
Ho = sr + 7T2a(7) + ar"? sinnp 


2r = p c q?,o(0) = 1 


而 图 形 如 图 41. 


图 相 振 动 接近 于 
当 频 率 与 共振 有 小 { 与 e 同 阶 ) 的 偏离 ,而且 在 与 原点 处 “51 时 的 平均 化 哈密 机 


的 平衡 位 置 有 小 (与 Ve 同 阶 ) 的 距离 时 , 函数 H 有 2n 个 临 ”函数 
界 点 接近 于 以 原点 为 中 心 的 正 2n 边 形 的 顶点 . 这 些 临 界 点 一 


半 是 鞍点 , 另 一 半 若 原点 是 极 小 则 是 极 大 , 原点 是 极 大 则 是 极 小 . 鞍点 和 稳定 点 互相 
交错 . 所 有 n 个 鞍点 都 在 Ho 的 一 个 等 值 流 形 上 ; 它们 的 分 界 流 形 连接 相继 的 鞍点 ， 
构成 n 个 “ 岛 ", 每 一 个 都 被 包围 一 个 稳定 点 的 封闭 相 曲 线 填 满 . 岛 的 宽度 是 e323 
阶 的 . 每 个 岛 中 的 封闭 相 曲线 称 为 “ 相 振 动 ”( 因 为 本 质 上 发 生 了 变化 的 东西 是 绕 原 
点 的 振动 的 相 ). 随 着 频率 偏离 的 减少 , 相 振 动 周期 按 e-”/4 阶 增长 . 

在 岛 所 成 的 罕 环 内 侧 , 靠近 原点 处 有 包围 着 原点 的 封闭 相 曲 线 ; 在 环 外 侧 相 曲 线 
也 是 封闭 的 , 但 沿 它 运动 的 方向 与 环 内 侧 的 方向 相反 . 我 们 注意 只 要 阶 数 大 于 4, 环 
的 半径 与 Vie 同 阶 而 与 共振 阶 数 无 关 . 再 则 岛 环 只 对 e 的 两 种 符号 之 一 存在 . 

若 从 哈密 顿 函数 为 Ho 的 方程 组 过 渡 到 完整 的 方程 组 , 分 界 流 形 也 会 如 上 面 讲 
的 三 阶 共振 那样 分 裂 . 分 裂 的 大 小 是 指数 型 的 小 量 (HD ee Fg), 但 是 分 列 
对 稳定 性 的 研究 有 基本 的 重要 性 , 特别 是 在 多 维 情况 下 . 

何 到 原来 的 封闭 轨道 , 我 们 有 以 下 的 图 像 . 当 我 们 沿 e 轴 从 一 侧 趋向 共振 时 @， 
从 我 们 的 周期 轨道 会 分 裂 出 两 个 周期 轨道 来 : 一 个 稳定 , 一 个 不 稳定 . 这 些 新 轨道 当 
沿 原 轨道 转 n 圈 后 又 会 封闭 起 来 而 位 于 离 原 轨道 的 距离 为 viel 阶 处 . 在 稳定 轨道 
附近 有 一 个 缓慢 的 相 振动 带 , 周期 与 e-"/4 同 阶 , 振幅 在 方位 角 方 向 上 是 m/m 阶 的 ， 
而 在 动 径 方向 上 是 e"/4-12 阶 的 . 原来 的 周期 轨道 在 通过 共振 时 不 发 生 失 稳 , 至 少 
在 我 们 的 近似 范围 内 是 这 样 . 

四 阶 共振 的 情况 多 少 有 些 例 外 . 这 时 在 标准 形式 的 四 次 项 中 既 有 共振 项 又 有 非 共振 项 . 截断 
方程 组 的 相 曲 线 的 形状 依赖 于 在 标准 形式 中 哪 种 项 起 决定 作用 , 是 共振 项 还 是 非 共 振 项 . 在 第 一 
种 情况 下 其 变化 和 三 阶 共振 是 一 样 的 , 只 除了 要 用 一 个 正方 体 代替 三 角形 . 在 第 二 种 情况 , 其 变化 
和 n > 4 时 是 一 样 的 . 


中 和 三 阶 共振 不 一 样 , 在 那里 在 共振 值 的 两 侧 都 各 分 裂 出 一 个 不 稳定 周期 轨道 来 . 
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总 之 , 越 是 接近 共振 (e « 1), 而 且 初 始点 离 周期 轨道 的 偏离 越 小 , 所 给 的 标准 
形式 就 给 出 越 好 的 近似 ， 即 是 说 , 当 闭 轨道 的 周期 与 邻近 它 的 轨道 的 振动 周期 越 接 
近 于 准确 的 可 通 约 , 而 且 初 始 条 件 越 靠近 闭 轨道 , 则 我 们 的 近似 能 够 准确 描述 相 曲 
线性 态 的 时 间 区 间 也 越 长 . 

从 我 们 的 论证 中 , 对 于 非 闭 相 曲 线 在 无 限时 间 区 间 上 的 性 态 得 不 出 任何 结论 ( 例 
如 关于 原 周 期 轨道 的 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 就 得 不 出 结论 ), 因为 在 化 为 标准 形 时 被 售 去 
的 高 阶 项 , 在 无 限 长 时 间 区 间 内 , 可 能 完全 改变 运动 的 特性 . 事实 上 , 在 所 考虑 的 条 
件 下 , 原来 的 周期 轨道 是 李 雅 普 诺 夫 稳 定 的 , 但 是 证 明 需 要 伯 克 霍 夫 标 准 形式 以 外 
的 本 质 上 新 的 技巧 (参看 附录 8). 


附录 8 条件 周期 运动 的 摄 动 理 论 和 柯 尔 
AKARE 


我 们 能 精确 解 出 的 “可 积 ” 问题 为 数 不 多 (其 中 有 一 维 问题 、 质 点 在 有 心 场 中 的 
运动 、 刚 体 的 欧 拉 和 拉 格 朗 日 运动 、 两 个 固定 的 吸引 中 心 问题 、 沿 椭 球 面 上 之 测 地 
线 运 动 问题 ). 然而 , 借助 于 这 些 “ 可 积 情况 ”, 以 可 积 问题 作为 一 次 近似 , 对 许多 重要 
的 力学 系 的 运动 可 以 得 出 有 意义 的 信息 . 

行星 在 万 有 引力 定律 下 绕 太 阳 的 运动 就 是 这 种 情况 的 一 个 例子 . 所 有 的 行星 质 
量 加 起 来 大 约 只 有 太阳 质量 的 0.001, 所 以 在 一 次 近似 中 可 以 略 去 行星 彼此 间 的 作用 
而 只 考虑 太阳 的 引力 . 这 样 我 们 就 得 到 了 无 相互 作用 的 行星 绕 太阳 运动 这 一 个 精确 
可 积 的 问题 ; 各 行星 都 各 自 描 出 开 普 勒 椭圆 而 与 其 他 行星 无 关 , 整个 系统 的 运动 作为 
整体 来 看 , 是 条 件 周期 的 . 如 果 我 们 考虑 行星 之 间 的 相互 作用 , 每 个 行星 的 开 普 勒 运 
动 将 稍 有 变化 . 

天 体力 学 的 摄 动 理论 中 就 需要 研究 这 种 相互 作用 . 

很 清楚 , 如 果 我 们 在 千年 数量 级 的 时 间 里 作 计 算 , 不 会 有 基本 的 困难 . 然而 , 如 
果 我 们 想 研究 更 长 的 时 间 区 间 , 特别 是 若 对 运动 方程 的 精确 解 在 无 限时 间 区 间 的 性 
质 的 定性 问题 有 兴趣 , 就 会 出 现 基 本 的 困难 . 问题 在 于 摄 动 在 一 个 比 干 年 数量 级 更 长 
的 时 间 区 间 中 的 累积 , 会 完全 改变 运动 的 特征 . 举例 来 说 , 行星 可 能 落 入 太阳 之 内 ， 
会 从 太阳 系 逃 逸 或 彼此 相 撞 . 

注意 , 运动 方程 的 解 在 无 限时 间 区 间 上 的 性 态 问 题 与 真实 的 行星 运动 问题 只 有 间接 的 关系 . 理 
由 在 于 , 在 几 十 亿 年 的 区 间 后 , 牛顿 方程 中 没有 考虑 到 的 小 的 非 保守 的 效应 变 成 重要 的 了 . 这 样 ， 
行星 的 重力 相互 作用 的 效果 , 只 有 当 有 限时 间 区 间 (此 区 间 与 非 保 守 力 效果 显现 的 时 间 相 比 还 是 
小 的 ) 内 它们 就 能 使 运动 的 图 形 大 为 改变 时 , 才 有 真正 的 重要 性 . 
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在 计算 这 样 的 有 限时 间 的 运动 时 , 计算 机 是 很 有 用 的 , 它 可 以 很 快 地 决定 行星 在 未 来 和 过 去 
几 千 年 的 运动 , 

然而 我 们 应 该 看 到 , 若 相 点 落 人 了 指数 不 稳定 性 区 域 , 即使 应 用 现代 的 计算 方法 也 无 法 预测 
摄 动 的 影响 . 

在 研究 带电 粒子 在 磁场 中 的 运动 时 , 新 近 的 和 定性 的 方法 更 有 价值 , 因为 这 些 粒子 超出 计算 机 
能 力 范围 之 外 而 且 可 以 作出 这 样 多 的 轨道 , 以 至 即 令 不 出 现 指数 不 稳定 性 也 不 可 能 计算 其 轨道. 

在 天 体力 学 中 制定 了 一 系列 计算 摄 动 的 方法 (详细 的 分 析 可 见 H.Poincaré,[1]). 
所 有 这 些 方法 共同 的 困难 在 于 出 现 发 散 级 数 , 因而 若 把 无 限时 间 区 间 上 的 运动 作为 
一 个 整体 来 对 待 , 它们 给 不 出 任何 信息 . 

摄 动 理论 中 级 数 发 散 的 原因 是 “小 分 母 *: 计算 摄 动 影响 时 必须 用 未 摄 动 运动 的 
频率 之 整 系数 线性 组 合作 分 母 . 在 严格 地 出 现 共振 (频率 可 通 约 ) 时 , 分 母 为 零 , 而 
摄 动 理 论 的 级 数 的 相应 项 变 成 无 穷 . 接近 共振 时 , 级 数 中 这 样 的 项 变 得 很 大 . 

例如 , 木星 和 土星 一 天 绕 太阳 各 走 299 与 120.5 秒 的 弧 . 因此 分 母 2w 一 5w+ 与 这 两 个 频率 
相 比 很 小 . 这 就 造成 了 这 两 个 行星 间 长 周期 (周期 约 800 F) 的 很 大 的 摄 动 : 拉 普 拉 斯 对 这 个 效果 
的 研究 是 报 动 理论 最 初 的 成 果 之 一 . 

我 们 要 注意 , 小 分 母 所 引起 的 困难 是 很 本 质 的 . 有 理 数 构成 处 处 稠密 集 ; 所 以 在 
非 摄 动 问题 相 空 间 中 导致 共振 与 使 小 分 母 为 零 的 初始 条 件 构成 稠密 集 . 因此 摄 动 理 
论 的 级 数 所 给 出 的 函数 之 奇 点 是 一 个 处 处 稠密 集 . 

这 里 提 到 的 困难 不 仅 是 天 体力 学 问题 所 特有 ， 而 且 是 所 有 接近 可 积 的 问题 ( 例 
如 非 对 称 刚 体 陀 螺 极 快 旋转 问题 ) 都 具有 的 . 庞 加 莱 本 人 把 研究 力学 系 的 条 件 周期 
运动 的 摄 动 问题 [其 哈密 顿 函 数 在 作用 量 - 角 变 量 了 和 o 中 是 


H = Ho) c eHi(], e), (e«1) 


称 为 动力 学 的 基本 问题 . Ho 是 非 摄 动 问题 的 哈密 顿 函数 , eH 是 对 角 变 量 po, 
on 为 2r 周期 的 摄 动 . 在 非 摄 动 问题 中 (e = 0), 角 o 以 常 值 频率 
_ 0H, 
On 
匀速 变动 , 而 所 有 作用 量变 量 都 是 首次 积分 . 
我 们 必须 研究 以 下 哈密 顿 方程 的 相 曲 线 : 
OH | 0H 
”pp p= ƏL’ 
其 相 空间 是 坐标 为 了 的 n 维 空间 的 一 个 区 域 和 一 个 n 维 的 角 坐 标 为 p 的 环 面 的 直 
FA. 
这 个 摄 动 问题 的 相 曲线 的 研究 的 一 个 本 质 进 展 是 柯 尔 莫 戈 洛 夫 的 文章 : 
A.H.Konmoropos,[1]， 在 这 个 附录 里 我 们 要 介绍 这 一 领域 后 来 的 进展 . 证 明 可 以 在 


Wk 


i= 
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以 下 各 文中 找到 Arnold, [1],[2],[3;; Arnold and Avez,[1]; J.Moser,[1],[2],[3]; Siegel and 
Moser, [1]; Sternberg,[1]. 

在 陈述 我 们 的 结果 之 前 , 我 们 先 简 短 地 讨论 一 下 已 经 在 第 十 章 研究 过 的 非 摄 动 
问题 的 相 曲线 的 性 态 . 

A. 非 摄 动 运动 

有 具有 哈密 顿 函数 Ho(7) 的 方程 组 有 n 个 对 合 的 首次 积分 (n 个 作用 量变 量 ), € 
们 的 等 值 集 是 2n 维 相 空间 的 n 维 环 面 . 这 环 面 对 非 摄 动 方程 组 的 相 流 不 变 : 从 环 
面 上 一 点 出 发 的 相 曲 线 恒 停留 在 此 环 面 上 . 

相 点 在 不 变 环 面 I — 常数 上 的 运动 是 条 件 周 期 的 . 其 频率 是 非 摄 动 哈 密 顿 函数 


对 作用 量变 量 的 导数 : 2H 
_ oHo 


Ol. 
所 以 , 相 曲 线 稠密 地 填 满 一 个 环 面 , 其 维 数 等 于 算术 无 关 的 频率 的 个 数 . 

我 们 注意 到 频率 依赖 于 我 们 考查 哪个 环 面 , 即 固定 哪个 首次 积分 之 值 .n 个 变量 
I 的 ”个 函数 组 一 般 是 函数 无 关 的 ; 这 时 可 以 简单 地 用 频率 为 环 面 编号 ,而 在 作用 
量变 量 7 的 空间 所 考虑 的 点 附近 以 变量 o 为 坐标 . 

频率 为 函数 无 关 的 情况 称 为 非 退 化 情况 . 非 退化 条 件 的 形状 是 
2 = des 
ðI 
于 是 在 非 退 化 情况 下 , 运动 是 条 件 周 期 的 , 在 非 摄 动 问题 的 相 空 间 中 , 不 同 的 不 变 环 
面 上 有 不 同 的 频率 . 特别 是 算术 无 关 的 频率 数目 最 大 (为 n) 的 不 变 环 面 是 相 空 间 的 
稠密 集 ; 称 为 非 共 振 环 面 . 

可 以 证 明 非 共振 环 面 是 全 测度 集 , 即 非 摄 动 的 非 退 化 方程 组 的 一 切 共振 环 面 之 
并 的 勒 只 格 测度 为 零 , 然而 不 变 共 振 环 面 是 存在 的 而 且 与 非 共振 环 面 交织 在 一 起 , 它 
们 也 成 为 稠密 集 . 此 外 , 算术 无 关 频 率 数目 分 别 为 1 到 n — 1 的 共振 环 面 之 集 也 都 
是 稠密 的 .特别 是 其 上 相 曲 线 都 是 封闭 ( 即 独立 频率 数 为 1) 的 不 变 环 面 也 是 稠密 
fe. 虽 如 此 , 在 非 摄 动 方程 组 的 相 空 间 中 , 随机 地 选取 初始 点 而 磁 上 共振 环 面 的 概率 
AF (因为 随机 选 一 实数 而 碰 上 有 理 数 的 概率 为 0). 这 样 舍 去 零 测度 集 以 后 我 们 可 
以 说 , 在 非 退 化 的 非 摄 动 方程 组 中 , 几乎 所 有 不 变 环 面 都 是 非 共振 的 , 而 且 其 上 有 n 
个 算术 无 关 频率 . 

在 非 共振 环 面 上 , 条 件 周期 运动 的 轨道 是 稠密 的 . 这 样 对 几乎 所 有 初始 条 件 , 非 
退化 的 非 摄 动 方程 组 的 相 曲 线 将 稠密 地 填 满 一 个 不 变 环 面 , 其 维 数 等 于 自由 度 的 数 
目 ( 即 相 空 间 维 数 之 半 ). 

为 更 好 地 理解 总 的 图 景 , 考虑 二 自由 度 (n = 2) 的 情况 . 这 时 相 空间 是 四 维 的 而 
等 能 集 是 三 维 的 . 国定 一 个 等 能 集 . 这 个 三 维 流 形 , 以 二 维 环 面 为 纤维 , 可 以 在 通常 
的 三 维 空间 中 表示 为 一 族 同心 的 互相 包 着 的 环 面 族 (图 242). 


k =wklI), wk 


det 
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图 242 在 一 个 三 维 等 能 集中 的 不 变 环 面 


相 曲 线 是 这 些 环 面 上 的 螺 线 , 环绕 的 两 个 频率 在 各 环 面 上 都 不 同 . 一 般 说 , 不 仅 
这 两 个 频率 , 还 有 它们 的 比 都 随 环 面 而 变 . 若 频率 比 对 于 给 环 面 (在 函数 Ho 的 给 定 
TERE) 编号 的 作用 量变 量 的 导数 不 为 零 , 我 们 就 说 此 方程 组 是 等 能 非 退 化 的 . 容 
易 算 出 , 等 能 非 退化 性 的 条 件 是 
02Ho ðHo 

ðr OI 
3Ho 
8I 

非 退 化 条 件 与 等 能 非 退 化 条 件 是 彼此 独立 的 ; 即 一 个 非 退 化 方程 组 可 能 是 等 能 退化 的 , 而 等 

能 非 退 化 方程 组 也 可 以 退化 . 在 高 维 情况 (n > 2), 等 能 非 退 化 意味 着 以 下 映射 的 非 退 化 性 ; 


I — (wi(I) : wa(I) : :wn (7)), 


det x O0. 


0 


它 映 ”个 作用 量变 量 的 函数 Ho 的 (n — 1) 维 等 值 流 形 到 (n — 1) 维 射影 空间 ， 

现在 考虑 一 个 2 自由 度 的 等 能 非 退化 方程 组 . 容易 在 三 维 等 能 集中 作出 一 个 与 
上 述 二 维 环 面 族 横 截 的 平面 区 域 (以 三 维 欧 氏 空间 为 模型 , 截 口 就 是 同心 圆 族 ). 

从 这 样 一 个 平面 区 域 中 一 点 出 发 的 相 曲 线 绕 环 面 一 周 后 又 回 到 此 平面 . 结果 又 
得 到 环 面 交 此 平面 而 成 的 同 圆周 上 的 新 点 . 这 样 出 现 一 个 平面 到 其 自身 的 映射 . 

在 此 映射 下 , 平面 与 不 变 环 面 相交 而 成 的 同心 子午 圆 都 不 变 . 每 个 圆 都 旋转 了 同 
一 角度 , 此 角 与 旋转 一 周 之 比 即 沿 环 面 的 子午 线 的 频率 与 沿 环 面 的 赤道 的 频率 之 比 . 

若 此 方程 组 是 等 能 非 退化 的 , 则 交 平 面 上 的 不 变 圆周 的 旋转 角 随 圆 而 异 . 因此 ， 
在 一 些 圆 上 这 角 与 旋转 一 周 可 通 约 , 在 另 一 些 圆 上 则 为 不 可 通 约 . 每 一 类 圆 都 是 稠 
密 的 , 但 在 几乎 所 有 ( 勒 贝 格 测度 意义 ) 圆 上 , 旋转 角 与 旋转 一 周 是 不 可 通 约 的 . 

可 通 约 性 与 不 可 通 约 性 以 下 面 的 形式 表现 为 : 圆周 上 的 这 两 类 点 在 截面 到 其 自 
身 的 映射 下 有 不 同性 态 . 若 旋转 角 与 旋转 一 周 可 通 约 , 则 在 几 次 作 映射 后 此 点 将 回 
到 原 位 置 (旋转 角 与 旋转 一 周 的 比 之 分 母 越 大 , 所 需 的 映射 次 数 也 越 多 ). 若 旋 转角 
与 旋转 一 周 不 可 通 约 , 则 在 反复 作 此 映射 时 , 此 点 的 各 次 映射 之 像 将 稠密 地 填 满 子 
^F]. 

我 们 进一步 还 可 注意 到 , 可 通 约 性 对 应 于 共振 环 面 , 不 可 通 约 性 对 应 于 非 共振 
环 面 . 还 有 , 共振 环 面 的 存在 蕴涵 着 以 下 性 质 . 考虑 我 们 的 截 平面 到 自身 的 由 相 曲 线 
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引起 的 映射 之 某 次 才 . 令 指 数 为 一 个 共振 环 面 上 的 频率 比 的 分 母 . 映射 的 上 述 次 宕 
有 整个 一 个 圆周 ( 即 所 考虑 的 共振 环 面 的 子午 圆 ) 全 是 由 不 动 点 构成 的 . 

不 动 点 的 这 种 性 态 对 任 一 类 一 般 形式 的 映射 甚至 对 典 则 映射 都 是 不 自然 的 (不 
动 点 通常 是 孤立 的 ). 在 所 给 的 情况 , 出 现 不 动 点 构成 的 整个 圆周 是 因为 我 们 考虑 的 
是 非 摄 动 的 可 积 方程 组 . 对 任意 小 的 一 般 形 式 的 摄 动 , 映射 的 这 个 性 质 (整个 圆周 上 
都 是 不 动 点 ) 一 定 会 失去 . 不 动 点 的 圆周 一 定 弥 散 而 只 有 有 限 个 留 下 来 . 

换言之 在 可 积 方程 组 的 小 摄 动 下 , 我 们 可 以 期 望 相 曲 线 的 定性 图 景 会 改变 ,至 
少 在 以 下 各 点 上 : 由 闭 相 曲 线 填 满 的 整个 不 变 环 面 会 解体 , 只 留 下 有 限 多 个 闭 曲 线 
在 非 摄 动 方程 组 的 闭 相 曲 线 附 近 , 其 余 的 相 曲 线 会 变 得 更 复杂 . 在 附录 7 中 讨论 共 
振 附近 的 相 振 动 时 , 我 们 已 经 遇 到 过 这 个 情况 . 

我 们 现在 考虑 在 哈密 顿 毅 数 的 小 摄 动 下 非 共 振 不 变 环 面 如 何 . 形式 地 运用 平均 
化 原理 ( 即 经 典 的 摄 动 理论 的 一 次 近似 , 参看 节 52) 会 得 出 非 共振 环 面 不 会 演化 的 
结论 . 

我 们 注意 到 这 样 一 件 事 : 摄 动 是 哈密 顿 的 , 这 一 点 是 本 质 的 , 因为 对 非 保守 摄 动 , 作用 量变 重 
显然 是 会 演化 的 . 在 天 体力 学 中 , 它们 的 演化 意味 着 开 普 勒 椭圆 的 长 半 轴 有 长 期 变化 , 即行 星 或 者 
会 落 人 太阳 、 或 者 会 碰撞 或 者 会 在 反比 于 摄 动 的 时 间 内 逃逸 很 大 的 距离 . 若 保 守 的 摄 动 在 一 次 近 
似 中 就 会 导致 这 种 演化 , MEE 1 000 年 数量 级 的 时 间 内 就 会 在 行星 的 命运 上 显现 出 来 . 很 幸运 ， 
非 保守 摄 动 的 量 级 大 小 要 小 得 多 . 

下 面 的 柯 尔 黄 戈 洛 夫 定理 , 对 从 非 严格 摄 动 理论 得 出 的 作用 量变 量 不 演化 的 结 
论 , 提供 了 一 个 论证 . 


B. 摄 动 方程 组 的 不 变 环 面 


定理 若非 摄 动 方程 组 是 非 退化 的 , 则 在 充分 小 的 保守 的 哈密 顿 摄 动 下 , 绝 大 多 
数 非 共振 不 变 环 面 不 会 消失 而 只 略微 变形 , 故 在 摄 动 方程 组 的 相 空 间 中 也 有 不 变 环 
面 存在 , 而 被 条 件 周期 的 围绕 它们 的 相 曲 线 所 稠密 填 满 ， 其 上 的 算术 无 关 频 率 数 等 
于 自由 度数 . 

这 些 不 变 环 面 在 以 下 意义 下 占 大 部 分 , 即 指 其 并 的 余 集 之 测度 当 摄 动 很 小 时 也 
是 很 小 的 . 

柯 尔 莫 戈 洛 夫 对 此 定理 的 证 明基 于 以 下 两 点 : 

1. 固定 非 摄 动 方程 组 的 一 个 非 共振 频率 集 , 使 它们 不 仅 算术 无 关 , 而 且 不 会 近 
似 地 满足 任意 低 阶 共振 条 件 . 

准确 地 说 , 选 定 一 组 频率 w 使 有 C 和 > 存在 而 对 一 切 整 矢量 大头 0 有 |(w,k)| > Ck. 

可 以 证 明 , 若 v 充分 大 (例如 v — n +1), 则 (在 固定 有 界 域内 ) 当 C 很 小 时 使 以 上 条 件 被 
破坏 的 那些 矢量 之 集 的 测度 也 很 小 . 

其 次 , 在 非 摄 动 方程 组 的 对 应 于 固定 频率 的 非 共 振 环 面 附 近 找 摄 动 方程 组 的 一 

个 不 变 环 面 使 其 上 有 频率 恰 为 此 固定 值 的 条 件 周期 运动 而 且 满 足以 上 的 非 共振 条 件 . 
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这 样 , 与 通常 摄 动 程序 ( 即 引 入 依赖 于 摄 动 的 频率 ) 不 同 , 我 们 必须 使 非 共振 频 
率 固定 ,而 使 初始 条 件 依赖 于 参数 以 保证 具有 以 上 频率 的 运动 存在 . 只 要 初始 条 件 
有 小 的 改变 ( 当 摄 动 很 小 时 ) 就 可 以 作 到 这 一 点 , 因为 由 非 退 化 条 件 , 频率 随 作 用 量 
变量 而 改变 . 

2. 第 二 点 是 , 求 不 变 环 面 时 , 不 像 通常 那样 用 摄 动 参数 的 瞪 级 数 展 开 , 而 可 以 用 
一 个 近似 于 牛顿 切线 法 的 迅速 收敛 方法 . 

用 牛顿 切线 法 求 代数 方程 近似 根 时 , 若 有 初始 误差 c, 则 在 ”次 近似 后 , 将 得 出 
阶 为 e2” 的 误差 . 这 种 极 快 的 收敛 将 使 每 次 近似 出 现 的 小 分 母 的 影响 无 从 为 害 , 最 
后 不 仅 能 作出 无 限 多 次 近似 , 而 且 能 证 明 整 个 程序 的 收敛 性 . 

这 样 做 所 要 的 假设 是 : 非 摄 动 哈密 顿 函数 是 解析 的 且 非 退化 , 而 摄 动 哈 密 顿 函数 
eH (IL, v) 也 解析 且 对 角 变 量 o 有 周期 2r. 小 参数 < 的 出 现 并 不 重要 , 重要 的 是 摄 动 
M o 在 y 的 实 平面 的 某 个 很 小 的 复 邻 域 中 , 而 y 也 很 小 (小 于 某 个 函数 M (p, Ho)). 

莫 泽 (J.Moser) 指出 , 如 果 把 牛顿 法 和 纳什 (J.Nash) 的 思想 结合 起 来 就 能 用 充 
分 高 阶 的 可 微 性 来 代替 解析 的 要 求 , 这 个 想法 就 是 在 每 一 步 近 似 时 用 一 次 光滑 化 算 
子 . 

所 得 概 动 方程 组 的 具有 国定 频率 的 条 件 周 期 运动 将 是 摄 动 参数 。 的 光滑 函数 . 
所 以 不 用 牛顿 法 似乎 也 可 在 s 之 短 级 数 之 中 去 找 出 它们 . 这 级 数 的 系数 称 为 林 斯 特 
德 (Lindstedt) 级 数 , 而 确实 可 以 找 出 ; 但 只 能 借助 牛顿 近似 而 间接 证 明 其 收敛 性 , 


C. 不 稳定 带 


摄 动 问题 的 相 空 间 中 有 不 变 环 面 意味 着 在 一 个 接近 可 积 的 方程 组 中 对 于 绝 大 多 
数 初 始 条 件 , 运动 仍 是 条 件 周 期 的 且 有 最 大 的 频率 集 . 

自然 地 产生 一 个 问题 , 即 其 余 相 曲线 发 生 了 什么 , 这 些 曲线 初 值 落 在 代替 非 摄 
动 问题 的 共振 不 变 环 面 的 那些 不 变 环 面 的 间隙 里 . 

频率 数 比 最 大 数 小 1 的 共振 环 面 的 分 解 , 在 一 阶 摄 动 理论 中 容易 研究 . 为 此 必 
须 在 共振 环 面 所 分 解 而 成 的 且 由 非 摄 动 方程 组 的 相 曲 线 所 稠密 地 填 满 的 (m — 1) 维 
不 变 环 面 上 对 摄 动作 平均 . 平均 后 就 得 到 一 个 自由 度 的 保守 方程 组 (参看 附录 7 中 
关于 共振 附近 的 相 振动 的 研究 ), 而 这 是 容易 研究 的 . 

在 所 考虑 的 近似 中 , 在 分 解 了 的 n 维 环 面 附近 , 既 有 稳定 的 也 有 不 稳定 的 (n — 1) 
维 环 面 , 且 有 围绕 着 稳定 环 面 的 相 振 动 . 相应 的 条 件 周 期 运动 有 一 组 完全 的 n 个 频 
HE, 其 中 nn 一 1 个 是 原来 振动 的 快 频率 , 另 一 个 是 相 振动 的 慢 (与 Ve 同 阶 ) 频率 . 

然而 决 不 可 得 出 结论 说 非 摄 动 与 摄 动 方程 组 的 差别 只 在 于 有 相 振动 的 “ 岛 ” 出 
现 . 事实 上 , 真实 的 现象 比 上 述 一 次 近似 复杂 得 多 . 摄 动 问题 的 相 曲 线 的 这 种 复杂 性 
态 的 表现 之 一 就 是 附录 7 中 讨论 过 的 分 界 流 形 的 分 裂 . 

为 在 不 变 环 面 之 外 研究 摄 动 方程 组 的 运动 , 必须 区 别 两 个 或 更 多 自由 度 的 情况 . 
对 于 两 个 自由 度 , 相 空 间 的 维 数 是 四 , 等 能 流 形 则 是 三 维 的 . 因此 不 变 二 维 环 面 把 每 
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个 等 能 集 都 分 开 . 这 样 , 若 一 个 相 曲 线 从 摄 动 方程 组 的 两 个 不 变 环 面 之 间 出 发 , 它 将 
永远 被 束缚 在 这 些 环 面 之 间 . 不 论 这 曲线 多 么 复杂 , 它 也 不 能 离开 这 个 间隙 , 相应 的 
作用 量变 量 也 就 永远 接近 于 初始 条 件 . 

车 自由 度数 大 于 2, n 维 不 变 环 面 不 能 把 (2n — 1) 维 等 能 流 形 分 隔 开 , 而 是 如 点 
在 平面 上 或 直线 在 空间 中 那样 安置 在 其 内 . 这 时 , 相应 于 不 同 共振 的 “间隙 ”彼此 连 
通 , 而 不 变 环 面 并 不 妨碍 原来 接近 共振 的 相 曲 线 远 离 它 . 所 以 没有 理由 希望 : 沿 着 这 
样 一 条 相 曲 线 作用 量变 量 永远 接近 于 初始 值 . 

换言之 , 在 二 自由 度 的 方程 组 (满足 一 般 都 能 适合 的 等 能 非 退 化 性 条 件 ) 的 充分 
小 摄 动 下 , 不 仅 是 沿 相 轨道 的 作用 量变 量 在 摄 动 理论 的 任意 近似 中 都 没有 长 期 摄 动 
( 即 在 阶 为 (1/e)* 的 时 间 区 间 中 变化 极 小 , 是 任意 数 ,= 是 摄 动 的 大 小 ), 而 且 这 些 
变量 永远 接近 初始 值 . 不 论 对 于 条 件 周期 地 填 满 二 维 环 面 (并 占据 了 绝 大 部 分 相 空 
间 ) 的 非 共 振 相 曲线 或 其 余 的 初始 条 件 都 是 这 样 . 

同时 , 也 存在 自由 度 多 于 2 且 满 足 所 有 的 非 退 化 条 件 的 方程 组 , 对 于 它 虽 然 对 
绝 大 多 数 初始 条 件 运动 是 条 件 周期 的 ,对 某 些 初始 条 件 , 作用 量变 量 可 以 缓慢 地 漂 
移 离开 初始 值 . 在 已 知 的 例子 中, 这 种 漂移 的 平均 速度 是 ev 阶 的 , 它 下 降 得 快 
THEATER. 所 以 不 足 怪 : 在 摄 动 理 论 的 任意 近似 中 这 种 漂移 不 出 现 (所 谓 
平均 速度 即 指 作用 量变 量 的 增 量 与 时 间 之 比 , 所 以 我 们 实际 上 处 理 的 是 在 eU Ve 阶 
的 时 间 内 有 与 1 同 阶 的 增 量 ). 

聚 堆 洛 谢 夫 最 近 的 工作 @@ 中 包含 了 对 一 般 的 n 个 自由 度 的 接近 可 积 的 哈密 顿 方 
程 组 的 作用 量变 量 平均 漂移 速度 的 上 界 . 

这 个 上 界 和 上 面 提 到 的 下 界 一 样 , 形 如 eU; 所 以 当时 间 与 ee e < co, HE 
较 很 小 时 , 作用 量变 量 的 增加 也 很 小 . e 是 摄 动 的 大 小 ,d 是 0 与 1 之 间 的 数 , 而 且 和 
so 一 样 是 由 非 摄 动 喻 密 顿 函数 Ho 决定 的 . 此 外 , 对 非 摄 动 哈密 顿 函数 要 加 一 个 非 
退化 条 件 Ho 在 子 空间 上 的 限制 只 有 有 限 重 临界 点 ; 只 需 非 摄 动 哈密 顿 冰 数 有 二 次 
凸 性 , 即 Ho 的 二 阶 微分 为 正定 或 负 定 , 就 可 以 了 . 

由 这 个 上 界 可 看 清 , 在 摄 动 理论 的 任意 近似 中 都 不 能 发 现 作 用 量变 量 的 长 期 变 
化 , 因为 这 种 变化 的 平均 速度 是 指数 地 小 . 我 们 又 注意 到 , 作用 量变 量 的 长 期 变化 没 
有 方向 性 , 而 或 多 或 少 地 可 用 不 变 环 面 间 的 共振 区 域 中 的 随机 漫游 来 表示 . 这 里 产 
生 的 问题 的 详细 讨论 可 在 Zaslavskii, Tchirikov,[1] 一 文中 找到 . 


D. 关于 不 变 环 面 的 定理 的 变形 


对 非 自治 的 具有 周期 系数 的 方程 以 及 对 辛 映 射 都 证 明了 与 自治 方程 组 不 变 环 面 
守恒 的 定理 相似 的 命题 . 在 自治 方程 组 和 周期 系数 方程 组 平衡 位 置 附近 的 小 振动 理 
论 和 在 相 流 的 闭 相 曲线 附近 以 及 在 辛 映射 的 不 动 点 的 附近 都 有 类 似 的 命题 成 立 . 


DH, Arnold,[4]. 
9 ll, Nekhoroshev; [1]. 
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在 不 同情 况 下 , 所 需 的 非 退 化 条 件 是 不 同 的. 所 以 我 们 现在 给 出 这 些 非 退化 条 
件 作 为 参考 .我们 将 限于 最 简单 的 非 退 化 条 件 , “一般 位 置 下 的 ”方程 组 将 能 满足 所 
有 这 些 条 件 . 在 许多 情况 下 , 非 退化 条 件 可 以 减弱 , 但 这 样 做 的 好 处 被 公式 的 复杂 性 
抵消 了 . 

1. 自治 方程 组 ”哈密 顿 陋 数 是 


H = Ho(T)+eHi(l,y), IEGCR”, (mod 2r) € T". 


非 退 化 条 件 
0? Ho 


det ETE #0 


保证 了 在 小 摄 动 下 (e « 1) AKER EA IBI UT ARIF 
等 能 非 退 化 条 件 


82Ho OHo 
8T ƏT 
3Ho 
8l 
则 保证 了 在 每 个 等 能 流 形 上 有 余 集 测度 很 小 的 一 族 不 变 环 面 存在 . 这 些 环 面 上 的 频 
率 一 般 依赖 于 摄 动 的 大 小 , 但 频率 之 比 不 随 e 而 变化 . 

E m= 2, 则 等 能 非 退 化 条 件 也 保证 了 作用 量变 量 在 如 下 意义 下 的 稳定 性 : 当 摄 
动 充分 小 时 , 它们 永远 靠近 其 初始 值 . 

2. 周期 方程 组 ”哈密 顿 函 数 是 


det +0 


H -Ho(I) t eHi(I,q,t, I€GCR^, p(mod 27) € T^; 


摄 动 不 仅 对 o 而 且 对 6 都 有 周期 2r. 很 自然 的 , 会 在 (2n + 1) 维 空间 {(1, y,t)} = 
R” x T^ 中 考虑 非 摄 动 方程 组 . 不 变 环 面 的 维 数 是 n + 1. 非 退化 条 件 
9? Ho 


orn 


保证 了 在 小 摄 动 (e « 1) 下 可 保持 绝 大 多 数 (n + 1) 维 不 变 环 面 . 

车 n= 1, 非 退 化 条 件 也 保证 了 作用 量变 量 在 以 下 意义 下 的 稳定 性 : 即 摄 动 很 小 
时 它 永远 停留 在 初始 值 附 近 . 

3. “n 维 环 ” 的 映射 (1,p) 一 (1', qn). 它 的 生成 函数 是 


det 


#0 


S(p) = 50(T) +eS(T,p), l'eGcR, peT. 


非 退 化 条 件 
O250 


det ETE 


z0 


@ 理 解 为 在 摄 动 下 这 些 环 面具 有 小 的 变形 . 
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保证 了 在 小 摄 动 下 (e < 1) 非 摄 动 映射 (1,9) — (I, v + (8So/87)) 的 不 变 环 面 绝 大 
部 分 能 保持 . 

E n = 1 就 得 到 通常 的 环 到 其 自身 的 保持 面积 的 映射 . 非 摄 动 映射 在 每 个 圆周 
上 表示 为 一 旋转 . 这 时 , 非 退 化 条 件 意味 着 在 各 个 圆周 上 旋转 角 不 同 . 

n = 1 时 的 不 变 环 面 即 普通 的 圆周 . 这 时 , 定理 保证 了 在 累 次 作 此 映射 后 ,只 要 
摄 动 充分 小 , 一 点 的 像 总 在 原来 的 点 所 在 的 圆周 附近 . 

4. 平衡 位 置 的 附近 (自治 情况 ) 假设 平衡 位 置 在 线性 近似 下 是 稳定 的 , 从 而 定 
XLT n 个 本 征 频率 wi,… us. 设 本 征 频率 之 间 没 有 下 面 形状 的 共振 关系 : 


kiwi bobus = 0， 所 为 整数 而 且 0 < [ki] < 4. 
这 时 哈密 顿 函数 可 化 为 伯 克 霍 夫 标准 形 ( 见 附录 7) 
H = Ho(T) +- : 


Ho(r) = Y ene 5 Y umen, … 表示 对 于 到 平衡 位 置 的 距离 的 四 次 以 上 的 项 . 
非 退 化 条 件 
det Jwz] #0 


保证 了 在 平衡 位 置 的 充分 小 邻 域 有 几乎 全 测度 的 不 变 环 面 集 的 存在 . 
等 能 非 退 化 条 件 


Wkl Wk 


det #0 


w, 0 


保证 了 在 每 个 等 能 集 (充分 接近 于 临界 点 ) 上 有 这 样 一 族 不 变 环 面 存在 . 

在 ”= 2 时 , 等 能 非 退 化 条 件 成 为 : Ho 的 二 次 部 分 不 能 被 线性 部 分 整除 . 这 时 
等 能 非 退 化 性 保证 了 平衡 位 置 的 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 . 

5. 平衡 位 置 的 附近 (周期 情况 ) 这 里 我 们 再 假设 线性 近似 的 稳定 性 , 从 而 定义 
T n 个 本 征 频率 wi,… ,wn. 我 们 设 在 本 征 频率 和 系数 对 时 间 的 依赖 性 的 频率 ( 设 
为 1) 之 间 无 共振 关系 : 


kiwi b knwn +ko=0, 0< S |i] <4. 
i=0 


这 时 蛤 密 顿 函数 可 以 和 自治 情况 一 样 化 为 伯 克 霍 夫 标 准 形式 , 但 余 项 对 时 间 有 
周期 27x. 
非 退 化 条 件 
det |.i| #0 


保证 了 在 (2n + 1) 维 扩充 相 空间 中 表示 平衡 位 置 的 圆 r = 0 附近 有 (n + 1) 维 不 变 
环 面 存在 . 
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n = 工时 非 退 化 条 件 变 成 : 小 振动 周期 对 其 振幅 平方 的 导数 不 为 零 . 这 时 , 非 退 
化 性 保证 了 平衡 位 置 是 李 雅 普 诺 夫 稳 定 的 . 

6. 映射 的 不 动 点 ”这 里 我 们 假设 典 则 变换 在 不 动 点 处 的 线性 化 的 所 有 2n 个 本 
征 值 之 模 均 为 1 而 且 不 满足 任何 下 面 形 式 的 低 阶 共振 关系 


MN ol kilt es <4 


(2n 个 本 征 值 是 Xi y An Àn An): 
如 果 我 们 把 不 动 点 处 的 泰勒 级 数 中 高 于 三 次 的 项 舍 去 , 则 映射 可 写 为 伯 克 震 夫 
标准 形式 
(ng) ^ (eat) at) = 


S = 》 we 十 3 Y wuren( 平 衡 位 置 附近 的 普通 坐标 是 pk = V2Ty&cos Pk, qk = 
V2Tk sin. qx). 
非 退 化 条 件 
det wa] #0 


保证 了 (在 靠近 环 面 7 = 常数 处 )n 维 不 变 环 面 的 存在 , 而 且 在 平衡 位 置 的 充分 小 邻 
域 中 构成 几乎 全 测度 集 . 

车 n = 1 则 得 一 通常 的 平面 到 自身 的 映射 , 不 变 环 面 变 成 圆周 . 非 退 化 条 件 意 
RE, 对 于 典 则 形式 , 圆周 的 旋转 角 对 此 圆 的 面积 的 导数 不 为 零 ( 指 在 不 动 点 处 的 导 
数 , 从 而 在 其 附近 的 导数 也 不 为 零 ). 

n = 1 时 的 非 退 化 条 件 保证 了 映射 的 不 动 点 的 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 . 我 们 要 注意 ， 
这 时 不 发 生 低 阶 共振 的 条 件 成 为 


341, àX £l. 


所 以 平面 到 其 自身 的 保持 面积 的 映射 , 若 其 线性 部 分 是 一 个 旋转 而 转角 不 是 909 或 
120° 的 倍数 , 则 它 是 李 雅 普 诺 夫 稳 定 的 , 但 是 还 要 伯 克 霍 夫 标准 形式 中 的 系数 oui 
不 为 零 (保证 旋转 角 对 半径 的 非 平凡 的 依赖 性 ). 

我 们 没有 触及 这 些 定理 中 所 假设 的 光滑 性 条 件 . 任 一 情况 下 所 需 的 最 少 的 光滑 
性 条 件 都 不 知道 . 例如 , 我 们 可 以 指出 , 上 面 的 关于 平面 到 其 自身 的 映射 的 不 动 点 之 
稳定 性 最 初 是 莫 泽 (J.Moser) 在 333 次 可 微 的 假设 下 证 到 的 , 后 来 才 (由 莫 泽 各 斯 
曼 (Rüssman)) 将 导数 的 个 数 减少 到 6. 


E. 关于 不 变 环 面 的 定理 之 应 用 和 推广 


对 许多 力学 问题 都 可 以 应 用 以 上 提出 的 定理 . 其 中 最 简单 的 一 个 是 摆 在 周期 变 
化 的 外 场 作用 下 或 在 悬挂 点 铅 直 振 动作 用 下 的 运动 问题 . 
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众所周知 , 在 无 参数 共振 时 , 摆 的 低 的 平衡 位 置 在 线性 近似 中 是 稳定 的 . 这 一 位 
置 对 非 线性 效应 的 稳定 性 (在 进一步 假设 了 没有 3 阶 和 4 阶 共振 后 ) 只 能 用 关于 不 
变 环 面 之 定理 来 证 明 . 

类 伏地, 我 们 可 以 用 不 变 环 面 定理 来 研究 相互 作用 的 非 线 性 振子 系 的 条 件 周期 
运动 . 

近似 于 椭 球 面 的 凸 曲 面 上 的 测 地 流 是 另 一 个 例子 . 这 个 系统 有 两 个 自由 度 , 我 
们 可 证 明 在 近 于 3 轴 椭 球面 的 曲面 上 绝 大 多 数 测 地 线 在 近 于 曲面 的 曲率 线 的 两 条 
“聚焦 线 ” 之 间 振 动 , 而 且 稠密 地 填 满 了 其 间 的 环 . 同时 , 在 曲面 变形 (没有 3 阶 与 4 
阶 共 振 ) 时 , 包含 椭 球 面 长 度 居中 的 轴 的 两 个 椭圆 变 成 两 个 闭 测 地 线 , 我 们 也 能 得 出 
关于 它们 的 稳定 性 的 定理 . 

再 举 一 个 例子 , 我 们 可 以 看 任意 凸 形 弹 子 球台 上 的 闭 轨 道 . 在 这 些 闭 轨道 中 有 
一 些 在 线性 近似 中 是 稳定 的 , 我 们 可 以 得 出 结论 , 在 一 般 情 况 下 它们 实际 上 是 稳定 
的 . 这 种 稳定 的 弹子 球 轨道 的 一 个 例子 是 椭圆 的 短 轴 ; 因此 若 一 个 弹子 球台 几乎 是 
椭圆 形 的 , 则 其 上 接近 于 椭圆 短 轴 的 闭 弹 子 球 轨道 是 稳定 的 . 

把 不 变 环 面 定理 用 到 非 对 称 有 重 刚体 的 旋转 问题 上 使 我 们 能 考虑 快速 旋转 物体 
的 不 可 积 情况 . 快速 旋转 问题 在 数学 上 等 价 于 在 弱 重力 场 中 的 中 速 运动 问题 : 起 本 
质 作 用 的 参数 是 位 能 与 动能 之 比 . 若 此 参数 很 小 , 我 们 就 可 以 用 刚体 的 殉 拉 运动 作 
为 一 次 近似 . 

把 不 变 环 面 定理 用 到 由 于 消去 循环 坐标 ( 绕 铅 直 轴 的 旋转 ) 而 得 到 的 二 自由 度 
问题 , 对 于 快速 运动 物体 可 得 以 下 结论 : 车 物体 旋转 动能 比 位 能 充分 大 , 则 其 角 动 量 
矢量 之 长 及 其 与 水 平面 的 倾角 永远 接近 于 其 初始 值 . 

由 此 可 知 物体 的 运动 永远 接近 于 欧 拉 - 普 安 索 运动 和 方位 角 进 动 的 组 合 , 然而 要 
除去 动能 和 总 动量 的 初 值 接近 于 使 物体 可 绕 中 间 的 对 称 轴 旋 转 的 情况 . 这 个 情况 只 
在 某 些 特殊 的 初始 值 时 有 可 能 , 在 中 间 轴 附近 分 界 流 形 的 分 裂 意 味 着 对 于 中 间 轴 的 
波动 比 欧 拉 - 普 安 索 运动 更 复杂 . 

不 变 环 面 定理 的 一 种 推广 可 导出 在 具有 周期 变化 参数 的 一 维 振动 系统 的 作用 量 
变量 永久 的 绝热 不 变性 的 定理 . 这 里 我 们 必须 假设 参数 变动 的 规则 是 由 一 个 缓慢 时 
间 的 光滑 周期 函数 给 出 的 , 而 问题 中 的 小 参数 是 本 征 振动 周期 与 参数 变化 周期 之 比 . 
这 时 , 车 参数 变化 周期 充分 大 , 则 相 点 的 绝热 不 变量 的 变化 在 无 限 的 时 间 区 间 内 很 
J>. 

同样 地 我 们 可 以 证 明 在 轴 对 称 磁 场 中 的 带电 粒子 问题 的 作用 量变 量 的 永久 的 绝 
热 不 变性 . 破坏 这 个 问题 的 轴 对 称 性 将 使 自由 度 的 数目 由 2 变 成 3, 而 不 变 环 面 不 
再 分 割 等 能 流 形 , 相 曲 线 则 在 共振 带 附 近 游 荡 . 

最 后 , 对 三 体 (或 多 体 ) 问题 应 用 这 个 理论 , 我 们 就 能 找到 “行星 型 ”的 条 件 周 期 
运动 . 为 了 描述 这 些 运 动 , 我 们 必须 先 对 行星 运动 问题 的 开 普 勒 近似 之 后 的 下 一 个 近 
似 说 几 句 话 . 为 简单 计 , 我 们 仅 限于 平面 问题 . 
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对 每 个 开 普 勒 椭圆 , 考虑 连接 椭圆 焦点 (太阳) 到 其 中 心 的 矢量 . 这 个 矢量 称 为 
BEBO & X, 它 既 标志 了 轨道 离心 率 之 大 小 又 标志 了 近日 点 的 方向 . 

行星 的 相互 作用 使 开 普 勒 棍 圆 (以 及 拉 普 拉 斯 矢量 ) 缓慢 地 改变 . 此 外 , 长 半 轴 
与 拉 普 拉 斯 矢量 的 变化 有 很 大 的 区 别 : 开 普 勒 椭 贺 的 长 轴 没 有 长 期 摄 动 , 即 在 一 次 近 
似 中 它 只 围绕 着 其 平均 值 有 微小 振动 (“ 拉 普 拉 斯 定理 ”). 拉 普 拉 斯 矢量 则 既 有 周期 
振动 又 有 长 期 运动 . 要 想得到 长 期 运动 , 可 将 每 个 行星 按 其 通过 轨道 各 部 分 所 需 的 时 
间 成 比例 地 “ 铺 开 ” 在 轨道 上 , 并 以 所 得 的 “ 环 ” 的 引力 代替 行星 的 引力 , 也 就 是 说 
将 摄 动 沿 快速 运动 平均 化 . 把 长 期 运动 加 上 小 振动 就 得 到 拉 普 拉 斯 矢量 的 真实 的 运 
动 ; 如 果 我 们 注意 的 是 小 的 时 间 区 间 (以 年 计 ), 则 小 振动 是 主要 的 , 但 若 考 虑 长 的 时 
间 区 间 (以 千年 计 ), 其 效应 与 长 期 运动 的 效应 比较 是 小 的 . 

计算 ( 拉 格 朗 日 早 就 做 了 ) 表明 , 在 同一 平面 上 n 个 行星 各 自 的 拉 普 拉 斯 矢量 的 
长 期 运动 是 这 样 构成 的 ( 略 去 轨道 离心 率 之 平方 , 它 与 离心 率 本 身 比较 很 小 ): TEST 
星 的 轨道 平面 上 必须 安放 n 个 定 长 矢量 , 按 各 自 的 角速度 匀速 旋转 , 拉 普 拉 斯 矢量 
即 为 其 和 V. 

其 所 以 能 这 样 描述 拉 普 拉 斯 矢量 是 因为 对 描述 拉 普 拉 斯 矢量 运动 的 哈密 顿 方程 
组 , 在 对 快速 运动 平均 化 以 后 , 在 相应 于 零 离 心率 处 有 平衡 位 置 . 拉 普 拉 斯 矢量 的 运 
动 之 上 述 的 描述 , 就 是 平衡 位 置 附近 小 振动 按 本 征 振动 的 分 解 . 拉 普 拉 斯 矢量 的 匀 
速 旋转 的 分 量 的 角速度 就 是 本 征 振动 的 频率 , 其 长 度 决 定 本 征 振 动 的 振幅 . 

我 们 注意 到 , 地 球 的 拉 普 拉 斯 矢量 的 运动 显然 是 冰期 出 现 的 因素 之 一 . 理由 是 , 当地 球 轨道 离 
心率 增加 时 , 它 接近 太阳 的 时 间 减 少 , 远离 太阳 的 时 间 增 加 (面积 速度 定律 ): 所 以 当 离心 率 增加 
时 , 气候 变 得 严酷 . 这 个 效果 的 大 小 是 : 离心 率 减 少时 , 列宁 格 勒 纬度 (60"N) 的 年 日 照 量 可 以 达 
到 现在 相当 于 基辅 (50?N) 的 年 日 照 量 , 而 当 离 心率 增加 时 , 则 与 泰 米 尔 半岛 (80"N) 相当 . 离心 
率 变化 的 特征 时 间 长 度 ( 约 一 万 年 ) 也 与 冰期 的 间隔 一 致 . 

由 不 变 环 面 定理 还 可 得 知 , 当 行星 质量 充分 小 时 ， 在 问题 的 相 空 s 间 中 ， 有 一 个 正 
测度 集 填 满 了 条 件 周期 相 曲 线 , 使 行星 的 相应 运动 接近 于 在 缓慢 变化 的 小 离心 率 椭 
圆 上 的 运动 , 而 拉 普 拉 斯 矢量 的 运动 接近 于 上 述 的 近似 所 描述 的 运动 . 此 外 , 车 行星 
质量 充分 小 , 则 这 种 类 型 的 运动 充满 了 相 空 间 的 大 部 分 区 域 , 相应 于 行星 在 不 相交 
的 小 离心 率 椭圆 上 同 公转 方向 的 运动 的 开 普 勒 近似 . 

个 行星 的 平面 问题 自由 度 为 2n( 视 太阳 不 动 ). 角 动 量 首次 积分 使 我 们 可 消去 
AB 坐标 ,然而 变量 仍然 太 多 使 不 变 环 面 不 能 分 割 等 能 流 形 ( 即 令 只 有 两 个 行 
E, 等 能 流 形 也 是 五 维 的 , 而 不 变 环 面 是 三 维 的 ). 所 以 在 这 个 问题 中 对 于 长 半 轴 在 
无 限时 间 区 间 上 是 否 对 一 切 初始 条 件 都 能 保持 ， 得 不 出 任何 结论 ,只 能 对 大 多 数 初 
始 条 件 作出 这 个 结论 . 


确切 些 说 , 将 第 上 个 行星 的 拉 普 拉 斯 矢量 ex 表 为 ek = pi ej, ex; 是 长 度 一 定 的 匀速 旋转 的 


矢量 , 其 角速度 v; 5 k 无关 , 详 见 Arnold,[3] 第 三 章 , 81 以 及 本 书 节 51C 问题 的 脚注 . 一 一 日 译 
者 注 
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进一步 理想 化 可 以 得 到 一 个 2 自由 度 问 题 . 把 两 个 行星 之 一 代 以 “小 行星 ”, 它 
在 第 二 个 行星 (“木星 ”) 的 场 中 运动 而 不 扰动 这 个 场 . 

这 样 的 小 行星 运动 问题 称 为 限制 三 体 问 题 . 平面 限制 三 体 问题 可 化 为 小 行星 的 
周期 依赖 于 时 间 的 2 自由 度 方程 组 . 若 此 外 木星 的 轨道 还 是 圆 形 的 , 则 在 和 木星 一 
同 旋转 的 坐标 系 中 , 对 小 行星 的 运动 将 得 到 一 个 2 自由 度 的 自治 哈密 顿 方程 组 一 一 
称 为 圆 形 平面 限制 三 体 问题 . 

这 个 问题 中 有 一 个 小 参数 一 一 木星 与 太阳 的 质量 比 . 参数 的 零 值 对 应 于 小 行 
ERARI RE D 25, 它 由 在 四 维 相 空间 中 的 一 个 二 维 环 面 上 的 条 件 周期 运动 来 
表示 (因为 坐标 系 是 旋转 的 ). 这 个 条 件 周期 运动 的 频率 之 一 对 一 切 初始 条 件 都 是 一 
样 的 ; 这 就 是 旋转 坐标 系 的 角速度 , 即 木星 绕 太 阳 旋 转 的 频率 . 第 二 个 频率 依赖 于 初 
始 条 件 (这 就 是 小 行星 绕 太 阳 的 频率 ), 它 在 哈密 顿 函 数 的 一 个 固定 的 三 维 等 值 流 形 
上 变化 . 因此 , 非 退化 条 件 在 我 们 的 问题 中 不 成 立 , 但 等 能 非 退 化 条 件 成 立 . 柯 尔 莫 
戈 洛 夫 定理 是 适用 的 ,而 我 们 的 结论 是 : 具有 无 理 数 的 频率 比 的 绝 大 部 分 不 变 环 面 
当 摄 动 行星 (木星 ) 的 质量 不 是 零 而 只 是 很 小 时 仍 是 保持 的 . 

此 外 , 二 维 不 变 环 面 可 以 分 割 哈密 顿 函 数 的 二 维 等 值 流 形 .因此 小 行星 的 开 普 
勒 椭圆 的 长 半 轴 与 离心 率 将 永远 在 其 初始 值 附 近 ,， 只 要 在 初始 时 刻 开 普 勒 椭圆 与 摄 
动 行 星 的 轨道 不 相交 , 而 且 摄 动 行星 (木星 ) 的 质量 充分 小 . 

此 外 , 在 恒定 坐标 系 中 , 小 行星 的 开 普 勒 椭圆 可 以 缓慢 地 旋转 , 因为 我 们 的 方程 
组 只 是 等 能 非 退 化 的 . 因此 在 不 变 环 面 的 摄 动 下 , 频率 是 不 能 保持 的 , 而 只 有 它们 的 
比 能 保持 . 摄 动 的 结果 , 小 行星 近日 点 的 方位 角 运 动 在 恒定 坐标 系 中 可 以 与 木星 的 
频率 稍 有 不 同 D, 这 时 在 恒定 坐标 系 中 近日 点 将 缓慢 地 旋转 . 


1 在 旋转 坐标 系 中 , 小 行星 近日 点 的 方位 角 的 运动 频率 , 在 非 摄 动 时 , 由 于 旋转 系 坐 标 系 的 选取 
方法 , 与 木星 旋转 的 频率 是 一 致 的 . 要 注意 , 木星 的 旋转 频率 在 摄 动 后 也 是 不 变 的 . 日 译 者 注 
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庞 加 莱 在 研究 天 体力 学 问题 的 周期 解 时 , 作出 了 一 个 很 简单 的 然而 包含 了 这 个 
问题 的 基本 困难 的 模型 . 这 模型 就 是 平面 圆 环 到 自身 的 保 面积 映射 . 这 种 形状 的 映 
射 会 在 研究 2 自由 度 动力 系统 时 出 现 . 事实 上 , 可 定义 一 个 二 维 截面 到 自身 的 映射 
如 下 : 过 截面 上 p 点 作 相 曲线 与 此 截面 再 相交 , 映 p 点 到 此 交点 (参看 附录 7). 这 
FE, 闭 相 曲线 相应 于 此 映射 或 其 短 的 不 动 点 . 反之 , 此 映射 或 其 寡 的 不 动 点 决定 一 个 
闭 相 曲线 . 

这 样 , 动力 学 问题 中 周期 解 的 存在 问题 化 为 圆 环 到 其 自身 的 保 面积 映射 的 不 动 
点 问题 . 庞 加 莱 在 研究 这 个 问题 时 得 到 了 以 下 定理 . 


A. 圆 环 到 自身 的 映射 之 不 动 点 
定理 设 有 平面 圆 环 到 自身 的 保 面 积 同 胚 映 射 . 设 图 环 的 两 个 边缘 圆周 在 映射 
下 按 不 同方 向 旋转 , 则 此 映射 至 少 有 两 个 不 动 点 . 
边缘 圆周 按 不 同方 向 旋转 意味 着 , 若 取 环 上 的 坐标 为 (x, y(mod27)) 使 边缘 圆周 
为 x =a 和 z=b, 则 映射 可 用 以 下 公式 来 定义 
(z,y) = (fz, 9),y + glz, v) 


fg 是 连续 的 且 对 y 以 22 为 周期 , 而 且 对 一 切 y 有 f(a,y) = a,f(b,y) = b, 以 及 
gla, y) < 0, g(b, y) > 0. 

庞 加 莱 在 去 世 前 不 久 宣 布 他 已 得 到 这 个 定理 的 证 明 , 但 只 是 后 来 才 由 伯 克 霍 夫 
给 出 (参看 G.D.Birkhoff,[1]). 
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关于 这 个 定理 迄今 仍 有 许多 未 解决 的 问题 ; 特别 是 希望 将 它 推广 到 高 维 情况 , 这 
对 研究 多 自由 度 问 题 的 周期 解 是 很 重要 的 . 问题 在 于 , 庞 加 莱 用 以 得 出 此 定理 的 讨 
论 可 以 应 用 到 一 系列 其 他 问题 上 . 然而 伯 克 霍 夫 给 出 的 巧妙 的 证 明 很 难 推广 因此 ， 
不 知道 庞 加 莱 的 论证 所 提示 的 结论 在 二 维 圆 环 之 外 是 否 仍 成 立 . 所 说 的 论证 如 下 . 


B. 映射 的 不 动 点 与 生成 函数 的 临界 点 的 关系 
我 们 将 借助 生成 函数 X y + SX , y) 来 定义 环 的 广 微 分 同 胚 
(z,y) ^ (X,Y). 
这 里 5 对 y 有 周期 2r. 要 它 是 微分 同 胚 需要 8X/8zx #0. 这 时 
dS = (x — X)dy + (Y — y)àX, 


所 以 微分 同 胚 的 不 动 点 即 函 数 F(z,y) = S(X(z, y), y) 的 临界 点 . 可 以 用 (z— X)dy-- 
(Y -y)dX 的 积分 来 作为 F. 由 反 向 旋转 条 件 , 它 的 梯度 在 两 个 边缘 圆周 上 同时 指向 
环 内 或 环 外 . 

但 是 在 圆 环 两 边缘 上 梯度 同时 指向 环 内 (或 环 外 ) 的 每 一 个 环 上 的 光滑 函数 必 
在 环 内 有 临界 点 ( 极 大 或 极 小 ) . 此 外 可 以 证 明 环 上 的 这 种 函数 的 临界 点 个 数 至 少 为 
2. 所 以 若 能 肯定 F 的 每 个 临界 点 都 是 映射 的 不 动 点 , 则 可 以 断定 我 们 的 微分 同 胚 
至 少 有 两 个 不 动 点 . 

不 幸 的 是 这 只 在 条 件 8X/6z 40 F, 即 是 在 可 以 用 X, y 表示 F 时 成 立 . 因此 
我 们 的 论证 对 与 恒 等 映 射 相差 不 大 的 映射 成 立 . 例如 只 需 设 生成 函数 S 的 导数 小 于 
1 即 可 9. 

将 此 论证 给 以 改进 (选用 不 同 的 生成 函数 )@ 只 需要 雅 可 比 和 矩阵 D(X,Y)/ 
D(z,y) 的 本 征 值 不 是 —1, 即 此 映射 在 任 一 点 均 不 将 切 空间 完全 翻转 即 可 . RE, 对 
一 切 与 恒 等 映 射 相 当 不 同 的 映射 , 这 些 条 件 在 某 些 点 均 不 成 立 . 在 一 般 情 况 下 证 明 
庞 加 菜 定理 要 用 完全 不 同 的 方法 . 

映射 的 不 动 点 与 生成 晴 数 的 临界 点 的 联系 似乎 是 比 二 维 圆 环 到 自身 的 映射 更 为 
深刻 的 事实 . 下 面 给 出 几 个 例子 , 其 中 上 述 联 系 给 出 一 些 有 意义 的 结论 , 它们 在 一 些 
限制 下 成 立 , 但 这 些 限 制 是 否 必要 并 不 清楚 . 


C. 环 面 的 辛 微分 同 胚 
考虑 环 面 上 保持 重心 不 变 的 辛 微分 同 胚 
(zx, y) — (z + f(z, y) y +g(x,y)) = (X, Y), 


X-z Y-y 
dX + dz dY + dy 


1 
Odd = = 
2 


DMA det | 925/6y8X |< 1 之 误 . 日 译 者 注 
又 法 译本 作 “F 的 导数 小 于 1^ 似 亦 不 正确 . —— 中 译 者 注 
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这 里 z 与 y(mod 2r) 是 环 面 上 的 角 坐 标 ,“ 福 ”意味 着 雅 可 比 行列 式 等 于 1, 保持 重 
心 的 条 件 意味 着 函数 f,g 的 平均 值 为 零 . 

定理 这 桩 的 微分 同 胚 按 重 数 计 至 少 有 四 个 不 动 点 ， 其 中 至 少 有 三 个 位 置 各 异 ， 
至 少 当 假设 雅 可比 纸 阵 的 本 征 值 处 处 关 -1 时 是 这 样 . 

证 明 的 基础 是 考虑 由 下 式 定 义 的 环 面 上 的 函数 


blz, y) = jx — z)(dY + dy) — (Y — y)(dX + dz), 


以 及 环 面 上 的 光滑 函数 至 少 有 四 个 临界 点 ( 按 重 数 计 ) 而 且 至 少 有 三 个 几何 位 置 不 
同 这 一 事实 . 

试图 对 本 征 值 不 加 限制 来 证 明 这 个 定理 遇 到 的 困难 很 像 庞 加 莱 在 证 明 关 于 圆 环 
的 定理 时 遇 到 的 困难 . 

我 们 注意 , 关于 圆 环 的 定理 可 以 由 关于 环 面 的 定理 得 出 , 如 果 可 以 丢掉 后 者 中 关于 本 征 值 的 
条 件 . 事实 上 , 可 以 把 两 个 同样 的 圆 环 放 在 一 起 然后 在 两 个 边缘 圆周 处 各 嵌入 一 个 窑 的 圆 环 把 它 
们 联结 起 来 就 得 出 一 个 环 面 . 

然后 我 们 可 以 把 圆 环 的 映射 拓展 为 环 面 上 的 辛 微 分 同 胚 使 得 , (1) 在 两 个 大 的 圆 环 上 微分 同 
胚 与 原来 的 相同 , (2) 在 每 个 罕 的 圆 环 上 没有 不 动 点 , 而 且 (3) 重心 保持 不 动 . 

作 环 面 上 的 这 个 微分 同 胚 要 用 到 边缘 圆周 沿 相反 方向 旋转 的 事实 . 在 每 一 个 联结 圆 环 上 都 按 
其 边 上 旋转 的 方向 平移 . 因为 两 个 联结 圆 环 上 平移 的 方向 相反 所 以 可 以 选择 平移 的 大 小 使 重心 不 

于 是 在 环 面 的 四 个 不 动 点 中 有 两 个 在 原来 的 圆 环 上 , 而 我 们 从 环 面 的 定理 得 出 了 关于 圆 环 的 
定理 . 

上 述 关于 环 面 的 定理 可 以 推广 到 其 他 辛 流 形 上 , 不 论 是 二 维 还 是 高 维 的 . 为 了 
提出 这 个 推广 我 们 必须 首先 重新 陈述 保持 重心 不 变 的 条 件 . 

S g : M 一 M 是 辛 微分 同 胚 , 我 们 说 g 同 伦 0 于 恒 等 映 射 , 如 果 可 用 辛 微分 
[BER g 所 成 的 t 的 曲线 将 它 与 恒 等 同 胚 连续 起 来 , 而 且 在 每 个 时 刻 t 速度 场 9. 38 
有 单 值 的 哈密 顿 函数 . 可 以 证 明 ， PUE PEFEA ISEAN IEA RIA EAE 
分 同 胚 群 之 含 恒 等 元 的 连 遂 分 支 的 交换 子 群 . 

在 流 形 是 二 维 环 面 的 情况 下 , 同 伦 于 恒 等 映射 的 辛 微分 同 胚 正 是 保持 重心 不 变 
的 辛 微分 同 胚 . 

这 样 我 们 就 得 到 了 庞 加 莱 定 理 的 如 下 的 推广 . 

定理 ”一 个 紧 辛 流 形 上 的 同 伦 于 恒 等 映 射 的 辛 微分 同 胚 的 不 动 点 数 , 至 少 与 此 
流 形 上 的 光滑 函数 的 临界 点 数 一 样 多 〈 至 少 当 此 微分 同 胚 与 恒 等 映 射 相差 不 太 远 时 
是 这 样 )@. 

@ 证 明 见 Arnold,[16] 和 Weinstein,[2]. 


3 原文 是 同调 . — 中 译 者 注 
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要 注意 同 伦 于 恒 等 映射 的 条 件 是 不 可 少 的 , 因为 我 们 从 环 面 上 的 平移 的 例子 中 
已 看 到 这 一 点 , 在 那里 根本 没有 不 动 点 . 

至 于 最 后 一 个 限制 ( 即 与 恒 等 映射 相差 不 太 远 ), 还 不 清楚 它 是 否 必 不 可 少 的 . 
当 流 形 是 二 维 环 面 时 , 只 要 微分 同 胚 的 雅 可 比 和 矩阵 (在 R” 的 任意 整体 辛 坐标 系 中 ) 
的 本 征 值 都 不 等 于 -1 就 够 了 . 

这 种 限制 在 高 维 问题 中 可 能 是 必要 的 , 很 可 能 庞 加 莱 定 理 是 由 于 一 种 本 质 上 是 二 维 的 效果 而 
来 2, 如 同 下 述 的 A.LSnirel"man(A.M.IlImrpezeMan) 和 N.I.Nikishin(H.A.Hnkumnmu) 定理 一 
样 :二 维 球面 到 自身 的 保 面 积 微分 同 胚 至 少 有 两 个 几何 上 不 同 的 不 动 点 . 

这 定理 的 证 明基 于 以 下 的 事实 : 二 元 光滑 函数 梯度 场 在 孤立 临界 点 上 的 指标 不 能 大 于 1( 虽 然 
它 可 以 等 于 1,0, 21, 一 2, 一 3,…), 以 及 二 维 球面 到 自身 的 保定 向 微分 同 胚 所 有 不 动 点 处 的 指标 之 
和 为 2. 另 一 方面 , 多 元 光滑 函数 的 梯度 在 临界 点 的 指标 可 以 是 任意 整数 . 


D. 拉 格 朗 日 流 形 的 交 


如 果 在 圆 环 的 每 个 半径 上 只 考虑 径 向 移动 的 点 , 则 可 以 给 庞 加 莱 的 论证 稍 许 不 
同 的 形式 . 在 每 个 半径 上 都 有 这 样 的 点 , 因为 环 的 边缘 圆周 依 相反 方向 转动 . 设 可 以 
作 一 径 向 移动 点 的 光滑 曲线 而 将 圆 环 的 内 外 边缘 分 开 . 这 个 曲线 在 所 述 映 射 下 的 像 
必 与 其 本 身 相 交 (因为 此 曲线 把 圆 环 分 成 的 两 个 区 域 被 映 为 等 面积 的 区 域 ). 

车 此 曲线 与 其 像 和 每 个 半径 只 交 一 次 , 则 曲线 与 其 像 的 交点 显然 就 是 映射 的 不 
动 点 . 

这 种 论证 的 某 些 部 分 可 以 用 于 高 维 情 况 , 而 给 出 动力 学 中 周期 解 问题 有 益 的 结 
果 . 高 维 情 况 下 圆 环 将 由 以 下 的 相 空 间 来 代替 : 欧 开 空间 的 一 个 区 域 与 同 维 数 环 面 的 
ER ( 圆 环 也 是 区 间 和 圆周 的 直 积 ). 相 空 间 上 的 辛 构造 按 通 常 的 方式 来 定义 , BIDS 
Q = Eder ^ dyk 之 形式 ,zk 是 作用 量变 量 ,w 是 角 变 量 . 

不 难说 明 我 们 的 相 空间 的 哪些 辛 微分 同 胚 同 伦 于 恒 等 映 射 ， 具体 说 , 一 个 辛 微 
Ar IRIS 4 如 果 可 以 从 恒 等 映 射 连续 变形 而 得 , 而 且 


j zdy = j zdy 
了 Ay 


对 任意 闭 曲线 7( 不 一 定 同调 于 零 ) 成 立 , 则 4 辐 伦 于 恒 等 映 射 . 此 映射 同 伦 于 恒 等 
映射 使 它 不 可 能 系统 地 沿 z 方向 移动 〈(“ 角 变量 的 演化 "), 但 可 以 沿 环 面 移动 . 
我 们 考虑 n 维 环 面 x = c = 常数 之 一 并 对 它 施 以 同 伦 于 恒 等 映 射 的 辛 微分 同 
Wr. 结果 是 原来 的 环 面 与 其 像 至 少 交 在 2n 个 点 ( 计 重 数 ) E, cb E nei 个 几 
何 位 置 各 异 , 至 少 在 假设 像 环 面 的 方程 可 写 为 z = f(y) 而 /为 光滑 时 是 这 样 . 
X n = 1 时 这 个 结论 意味 着 构成 圆 环 的 两 个 同心 圆 与 其 像 各 交 于 至 少 两 点 . 这 
也 可 从 保持 面积 得 出 , 因此 , 像 具有 方程 > = f(y) 是 不 必要 的 . 


久 过 去 没有 强调 这 一 点 . 
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高 维 时 这 个 假设 是 否 必要 还 不 知道 . 若 作 了 这 个 假设 , 证 明 可 以 进行 如 下 . 

我 们 注意 原来 的 环 面 是 相 空间 的 拉 格 朗 日 子 流 形 . CA RD SARUM, 所 以 像 
环 面 也 是 拉 格 朗 日 子 流 形 . 故 其 上 的 1- 形 式 (zx — c)dy 为 闭 . 此 外 , 环 面 上 的 这 个 形 
式 是 某 个 光滑 单 值 旺 数 F 的 全 微分 , 因为 此 微分 同 胚 何 伦 于 恒 等 映 射 , 所 以 对 任意 


闭 曲 线 y 我 们 有 
fec ono fow- foa 
= feis- fois 
zefw-ef amo 


我 们 注意 , 环 面 及 其 像 的 交点 是 函数 F 的 临界 点 (因为 在 交点 上 dF = (z — 
c)dy = 0). 

由 像 环 面 单 值 射影 的 条 件 ( 即 像 环 面 有 方程 x = f(y)) 可 得 ,F 的 临界 点 反 过 来 
也 是 这 两 个 环 面 的 交点 . 事实 上 , 在 这 些 条 件 下 y 可 取 为 环 面 上 的 局 部 坐标 , 所 以 
dF 在 一 切切 于 像 环 面 的 矢量 上 为 零 就 蕴涵 了 zx = < . 

光滑 函数 在 n 维 环 面 上 至 少 有 2" 个 临界 点 ( 计 及 重 数 ) HEREDA n+1® 
位 置 不 同 (例如 参看 Milnor,[1]). 

所 以 这 两 个 环 面 至 少 交 于 2^ 个 点 ( 按 重 数 计 ) 而 且 至 少 有 n +1 个 位 置 不 同 . 

完全 同样 的 证 法 可 表明 : 任 一 拉 格 朗 日 环 面 与 其 像 至 少 交 在 2^ 个 点 (其 中 至 少 
A n+ 个 位 置 不 同 ). 但 需 设 原 环 面 和 像 环 面 可 单 值 投影 到 y 空间 , 即 可 分 别 写成 
x = fly) 和 z= gly). 

此 外 , 这 个 命题 可 借助 于 典 则 变换 (x,y) — (x 一 f(y), y) 化 为 前 一 命题 . 


E. 对 决定 不 动 点 和 周期 解 的 应 用 
我 们 现在 考虑 来 自动 力学 可 积 问题 的 以 下 特殊 形状 的 同 伦 于 恒 等 映 射 的 辛 变换 : 
_ 05 
T 
这 里 x e R" 是 作用 量变 量 , y(mod 27) e T" EATE. 
我 们 设 环 面 > = zo 上 的 所 有 频率 都 可 通 约 : 


Ao(z, y) = (x,y + w(z)), w 


wi(xo) = Tm, ki, YY 为 整数 ; w(zo) X 0, 
而 且 满 足 非 退 化 条 件 


Ow 


t | 一 一 
de x 


z 0. 


To 
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定理 每 一 个 同 伦 于 恒 等 映 射 且 充 分 接近 Ao 的 辛 微分 同 胚 在 环 面 z = ro 附近 
有 至 少 2 个 N 周期 点 E( 即 ANE = 0, 这 里 要 按 重 数 计 . 

证 ”可 化 为 研究 4n 维 辛 空间 (R? x T^ xR” xT”), Q= dz Ady- dX ^dY 中 
两 个 拉 格 朗 日 子 流 形 的 交 , 其 中 之 一 是 对 角 线 子 流 形 (X = x,Y =y), 另 一 个 是 AN 
之 像 . 

然而 , 容易 在 环 面 上 直接 作出 适当 的 函数 . 事实 上 , 映射 AN 的 形状 是 
Oa 


(z, y) (x,y + a(z)), af(zo) —0, det E 


#0. 

HHERPAXEPE, 映射 AN 在 环 面 x = ro 附近 有 一 环 面 只 作 径 向 移动 ((z,y) 一 
(X,y)), 方程 为 z = f(y); 其 像 也 由 同样 形状 的 方程 > = g(y) 给 出 . 用 此 记号 后 
有 : X(f) y) = (v). Y(U) v) =y. 

因为 A 同 伦 于 恒 等 映射 , 故 AN 有 单 值 整体 生成 函数 Xy+ S(X,y), S 对 y 以 
27 为 周期 . 

函数 Fly) = S(X(f(y),y), y) 在 环 面 上 至 少 有 27 个 临界 点 ye 所 有 的 点 & = 
(f(yr),yx) 都 是 AN 的 不 动 点 . 事实 上 


dF = (x — X)dy + (Y — y)dX = (x — X)dy = (f(y) — g(v))dy. 


故 由 dF |y, — 078. f(yk) = glu) Bl ANE = &. n 

现在 我 们 转 到 保守 系 的 闭 轨 . 用 附录 8 的 术语 , 我 们 可 将 结果 表述 如 下 . 

A 当 一 个 由 等 能 非 退 化 方程 组 的 闭 轨 填 满 的 n 维 环 面 分 解 时 , 至 少 形成 摄 动 
问题 的 2"-! AB E, ( 计 重 数 ) , XP E UR n 个 位 置 不 同 ; 至 少 当 摄 动 充分 小 时 是 
这 样 . 

证 明 可 借助 于 一 个 2n — 2 维 截面 归结 为 前 述 定理 . 我 们 需 先 选 角 变 量 ye 使 非 
摄 动 问题 在 环 面 上 的 闭 轨 的 方程 是 jo = … = 加 = 0, 再 由 y = 0 定义 一 个 截面 . 

在 2 自由 度 时 , 用 二 维 截面 与 不 变 环 面 交 成 圆 环 再 用 庞 加 莱 定 理 即 得 以 下 结果 : 

在 2 自由 度 方程 组 的 两 个 二 维 不 变 环 面 的 间隙 里 , 若 两 环 面 上 条 件 周 期 运动 之 
频率 比 不 同 , 则 必 至 少 有 两 个 闭 相 轨 道 在 其 中 . 

这 样 , 在 一 切 2 自由 度 问 题 中 我 们 得 出 许多 周期 解 , 只 要 能 找到 不 变 环 面 (例如 
在 圆 限制 三 体 问题 中 、 在 闭 测 地 线 问题 中 等 等 ), 甚至 有 这 样 的 猜测 ;一 般 形状 ”的 
具有 紧 相 空间 的 哈密 顿 方程 组 的 闵 相 曲 线 成 一 稠密 集 90). 然而 , 即 令 此 事 为 真 , 绝 大 
多 数 这 种 曲线 之 为 闭 并 不 重要 , 因为 其 周期 极 大 . 

作为 应 用 庞 加 莱 方 法 到 自由 度 高 于 2 的 方程 组 之 例 , 伯 克 霍 夫 有 一 个 定理 , 即 
接近 已 知 的 线性 稳定 的 一 般 形 式 周期 解 处 有 无 穷 多 周期 解 存在 (或 一 空间 到 自身 的 


DC.Pugh 和 C.Robinson 宣称 他 们 已 证 明了 C? 拓扑 下 的 稠密 性. 一 英 译 者 注 
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线性 稳定 非 退 化 辛 映射 的 不 动 点 附近 有 无 穷 多 周期 点 存在 ) 证 明 时 , 先 用 标准 形式 
去 逼近 此 映射 , 再 用 映射 的 不 动 点 和 生成 函数 的 临界 点 的 联系 . 

知道 了 周期 解 使 我 们 能 证 明 除 经 典 的 首次 积分 外 动力 学 的 许多 问题 中 不 存在 首 
次 积分 . 例如 设 在 已 知 积分 的 某 等 值 流 形 上 找到 了 不 稳定 的 周期 轨道 . 它 的 分 界 流 
形 一 般 地 构成 复杂 的 网 络 , 我 们 在 附录 7 中 已 经 考虑 过 了 .如 果 发 现 了 分 界 流 形 的 
分 裂 , 而 且 如 果 我 们 能 证 明 分 界 流 形 除了 包含 在 我 们 所 考虑 的 等 值 流 形 之 外 , 不 再 
包含 于 任何 比 等 值 流 形 更 低 维 的 流 形 中 , 我 们 就 可 以 肯定 方程 组 没有 新 的 首次 积分 

相 曲 线 的 复杂 性 态 , 阻碍 了 首次 积分 的 存在 , 时 常 一 眼看 到 它 的 图 像 就 可 看 出 ， 
而 不 必 借助 于 周期 解 , 这 图 像 是 用 计算 机 算出 的 , 由 相 曲线 与 截 曲 面 的 交 形成 ?. 

F. 生成 函数 的 不 变性 

我 们 已 经 指出 , 生成 函数 对 辛 流 形 上 和 典 则 坐标 系 的 选取 没有 不 变性 , 这 是 很 麻 
烦 的 . 另 一 方面 , 我 们 又 反复 地 应 用 了 映射 的 不 动 点 和 生成 函数 的 临界 点 的 关系 . 

ARE, 虽然 生成 函数 一 般 地 与 映射 并 非 不 变 地 联系 着 的 , 但 在 不 动 点 附近 却 


有 不 变 的 关系 . 更 准确 些 说 , 设 有 一 个 辛 微分 同 胚 使 某 点 不 动 . 在 这 点 的 邻 域 中 , 定 
义 一 个 “生成 函数 ” 


1 
s-i fz 
这 里 用 了 辛 坐 标 系 (n, y). 用 另外 的 辛 坐标 系 (y), 我 们 可 以 同样 地 作出 一 个 生 
成 函数 D. 


定理 ”车 辛 微分 同 甩 在 不 动 点 处 的 线性 化 没有 本 征 值 —1, U AC de o! 在 不 
动 点 的 邻 域 中 是 等 价 的 , 即 是 说 存在 一 个 微分 同 胚 9( 一 般 不 是 辛 微分 同 胚 ) 使 得 


Xk — Tk Yk — yk 
dX,--dzy, dd 了 十 dk 


$(z) = 9'(g(z)) 十 常数. 


证 明 可 见 A. Weinstein, [1]. 

应 该 注意 , 两 个 具有 生成 函数 的 微分 同 胚 , 即 令 在 不 动 点 的 邻 域 中 等 价 , 在 辛 微 
分 同 胚 类 中 也 不 一 定 等 价 . 

有 些 命题 , 在 本 书 第 一 版 中 还 只 是 对 于 环 面 和 二 维 流 形 的 假设 , 现在 已 得 到 了 
证 明 . 可 参看 Conley C.C., Zehnder E. The Birkhoff-Lewis fixed point theorem and a 
conjecture of V.I. Arnold, Invent, Math.1983, Vol.73, 33 ~ 49; Landenbach F., Sicorav 
J.C., Persistance d'intersection avec la section nulle au cours d'une isotopic hamil- 
tonienne dans un fibré cotangent, Invent. Math.1985, Vol.82, 349-358. X. Ul, Apgoxen 


@ 这 函数 沿 任意 弧 的 增 量 等 于 定义 辛 构造 的 形式 在 一 个 带 上 的 积分 , 这 个 带 是 用 直线 区 间 将 弧 
上 各 点 与 其 像 联结 起 来 而 成 的 . 因此 , 函数 ® 与 此 映射 的 联系 相对 于 线性 典 则 坐标 变换 是 不 变 的 . 


DH, Arnold and Avez,[1]§20 和 O. Lanford. 日 译 者 注 
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B.H.IIep6o e Marn cuunazekra eckiá Torozoruu, Y MH, T.41, Ne.6,3 ~ 18. Hofer, 
Floer, Gromov, Eliashberg, Viterbo, Weinstein, Giventhal 等 人 关于 这 个 问题 的 发 展 
已 可 能 写成 整整 一 本 书 . 


附录 10 依赖 于 参数 的 本 征 频 率 的 重 数 
以 及 椭 球 


在 这 本 教程 中 我 们 已 经 几 次 遇 到 欧 氏 空间 中 的 椭 球 族 . 例如 在 研究 小 振动 本 征 
频率 对 参数 的 依赖 性 时 , 我 们 遇 到 了 等 势 面 , 它们 是 欧 氏 空间 中 的 椭 球 面 , 依赖 于 该 
力学 系 的 刚性 (空间 的 度量 由 动能 来 定义 ). 男 一 个 例子 是 惯量 椭 球 (参数 是 刚体 的 
形状 和 质量 分 布 ). 

这 里 我 们 遇 到 了 一 个 一 般 问题 , 即 如何 描 述 使 本 征 值 谱 退 化 的 参数 值 , 亦 即使 相 
应 椭 球 变 为 旋转 椭 球 的 参数 值 . 我 们 注意 , 欧 氏 空间 中 的 二 次 型 的 本 征 值 (或 椭 球 主 
轴 的 长 度 ) 当 系统 的 参数 (二 次 型 的 系数 ) 连续 变化 时 也 是 连续 变化 的 . 自然 地 可 以 
设想 在 依赖 于 参数 的 系统 中 , 在 参数 变化 的 某 时 刻 , 某 个 本 征 值 将 与 男 一 个 重合 , 所 
以 系统 在 这 些 参 数值 上 将 有 重 谱 . 

例如 我 们 想 通 过 把 一 个 可 调节 的 质量 沿 一 个 刚性 附着 于 刚体 的 弧 移 动 (从 而 有 
一 个 可 任意 变化 的 参数 p) 来 使 刚体 的 惯量 椭 球 变 为 旋转 椭 球 ， 三 个 主轴 a, b,c 将 
是 此 参数 的 连续 也 数 . 初 看 起 来 , 似乎 对 此 参数 的 适当 的 值 (p) 可 使 两 个 主轴 相等 : 
alp) = b(p). 然而 结果 并 不 如 此 , 一 般 说 来 , 至 少 要 有 两 个 可 调节 的 质量 才能 使 惯量 
PIERE IS We RR. 

一 般 说 来 只 有 在 有 两 个 以 上 参数 的 典型 的 二 次 型 族 中 才能 有 重 谱 , 而 在 一 般 形 
式 的 单 参数 族 中 对 一 切 参数 值 都 只 有 单 谱 . 在 典型 的 单 参数 族 中 当 参 数 变化 时 , 本 
征 值 可 以 很 接近 , 但 近 到 一 定 程度 后 似乎 彼此 又 互相 排斥 . 本 征 值 又 重新 分 离 , 使 那 
些 想 通过 改变 参数 而 得 到 重 谱 的 人 大 失 所 望 . 

在 这 个 附录 里 我 们 要 考虑 本 征 值 的 这 个 似乎 奇特 的 性 态 的 原因 , 同时 简短 地 讨 
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论 具 有 各 种 对 称 群 的 系统 的 类 似 问题 . 


A. 旋转 椭 球 流 形 


考虑 n 维 欧 氏 空 间 R^ 的 一 切 可 能 的 二 次 型 之 集 . 此 集 有 一 个 自然 的 n(n- 1)/2 
维 矢 量 空间 构造 . 例如 平面 上 的 二 次 型 构成 一 个 三 维 空间 (Az? + 2Bzy + Cy? 以 三 
个 数 A, B,C 为 坐标 ). 

正定 型 成 为 一 切 二 次 型 空间 的 开 集 (例如 在 平面 情况 就 是 在 由 退化 形式 构成 的 
锥 面 B? = AC 的 一 叶 内 部 ). 

每 个 以 原点 为 心 的 椭 球 都 定义 一 个 正定 二 次 型 , 使 此 椭 球 就 是 它 取 值 1 的 等 值 
集 ; 反之 给 定 一 正定 二 次 型 , 其 取 值 1 的 等 值 集 即 是 一 个 椭 球 . 所 以 我 们 可 将 正定 二 
次 型 集 与 中 心 在 原点 的 椭 球 集 等 同 起 来 . 这 样 我 们 就 给 中 心 为 O ER” ERREI 
一 个 n(n 十 1)/2 维 光 滑 流 形 构 造 ( 它 可 以 用 一 个 区 图 即 二 次 型 空间 的 一 个 区 域 来 覆 
3k). 

现在 考虑 旋转 椭 球 集 . 我 们 说 它 在 所 考虑 的 空间 中 余 维 数 为 2, 即 由 两 个 独立 方 

程 给 出 而 不 是 乍 看 之 下 可 由 一 个 方程 给 出 . 准确 些 说 , 我 们 有 

定理 1 旋转 视 球 集 是 有 限 个 光滑 子 流 形 之 并 , 它 在 一 切 袖 球 所 成 的 流 形 中 的 
余 维 数 不 小 于 2. 

子 流 形 的 余 维 数 即 包围 它 的 空间 与 该 子 流 形 的 维 数 之 差 . 

证 先 考 虑 n 维 空间 中 具有 两 个 相等 轴 的 椭 球 , 其 他 的 轴 则 各 异 . 要 决定 这 个 
椭 球 既 要 知道 这 些 相 异 轴 的 方向 , 即 有 
(n+ 1)(n — 2) 

2 


个 不 同 的 参数 , 还 要 知道 这 些 轴 的 大 小 , 于 是 又 有 — 1 个 参数 . 参数 总 数 是 


n?—n —2--2n—2 
2 
比 椭 球 空间 维 数 n(n + 1)/2 少 2. 参数 个 数 的 计算 也 指出 恰 有 两 轴 相 等 的 椭 球 集 是 
一 个 流 形 . d 
等 轴 数 更 多 的 椭 球 很 清楚 构成 一 个 维 数 更 小 的 集 . 严格 的 证 明 可 由 以 下 引 理 给 
出 : 


(n—l)+(n-2)+..+2= 


引 理 具有 wo 个 二 重 轴 , zs 个 三 重 轴 , za 个 四 重 轴 等 等 的 椭 球 集 是 一 切 椭 球 所 
成 的 流 形 的 光滑 子 流 形 , 其 余 维 数 为 


1 
2v2  Bvs +974 ++ = $ S - Dt 


它 的 证 明 可 以 归结 为 与 以 上 类 似 的 参数 个 数 的 计算 , 而 在 上 面 的 特例 (va = 
1,v3 二 v4 =: 二 0) 中 已 分 析 过 了 . 读者 可 以 容易 地 完成 这 个 计算 , 首先 注意 由 n 维 
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矢量 空间 的 一 切 & 维 子 空间 的 所 成 的 子 流 形 ( 即 格拉 斯 曼 流 形 ) 维 数 是 k(n — k)(R 
为 n 维 空间 中 的 一 般 位 置 的 维 平面 可 以 看 成 是 由 一 个 k 维 空间 到 一 个 (n — k) 维 
空间 的 映射 的 像 , 此 映射 由 一 个 kx (n k) 矩阵 给 出 ). o 

例 考虑 n = 2 的 情况 即 平面 上 的 椭圆 . 一 个 椭圆 由 三 个 参数 决定 (例如 两 轴 
之 长 与 一 轴 之 方向 ). 所 以 平面 上 的 椭圆 成 一 个 三 维 流 形 , 由 公式 看 也 是 这 样 . 

然而 一 个 圆 只 由 一 个 参数 (半径 ) 决定 . 因此 椭圆 空间 中 由 所 有 的 圆 构成 的 流 形 
是 三 维 空间 中 的 一 直线 , 而 不 是 乍 看 起 来 的 曲面 . 

这 个 “怪事 ”从 下 面 的 计算 中 也 许 看 得 更 清楚 . 具有 相同 本 征 值 的 二 次 型 hz 十 2Bzy 十 CW 
构成 坐标 为 A, B,C 的 三 维 空间 的 子 流 形 而 由 一 个 方程 Xi 一 和 2 = 0 给 出 , 和 1,2(4, B,C) 是 本 征 
值 . 然而 此 式 左 方 是 两 个 平方 之 和 , 可 由 特征 方程 的 判别 式 看 出 : 


A = (A-- CY — 4(AC — B?) = (A OY 4 AB, 


所 以 A = 0 一 个 方程 决定 二 次 型 空间 中 的 一 条 直线 (A = C, B = 0) 而 不 是 一 个 曲面 . 

旋转 椭 球 流 形 之 余 维 数 为 2 这 一 事实 有 一 个 简单 的 推论 : 即 它 不 能 分 割 一 切 椭 
球 之 空间 (具有 重 谱 的 二 次 型 流 形 并 不 分 割 二 次 型 空间 ), 正如 直线 不 能 分 割 三 维 空 
间 一 样 . 因此 我 们 不 仅 可 以 断定 “一 般 位 置 ” 的 椭 球 三 轴 长 不 同 , 而 且 任意 两 个 不 等 
轴 搞 球 都 可 用 椭 球 空间 中 的 全 由 不 等 轴 杭 球 所 成 的 光滑 曲线 连接 起 来 . 此 外 , 若 将 
两 个 一 般 位 置 的 椭 球 用 椭 球 空间 中 的 光滑 曲线 连接 起 来 , 而 此 曲线 上 有 一 点 为 旋转 
GER, 则 将 此 曲线 作 任意 小 移动 都 可 使 它 离 开 旋转 椭 球 集 , 而 在 新 曲线 上 所 有 点 都 
是 没有 两 轴 相 等 的 椭 球 . 

当 系 统 刚度 增加 时 本 征 频率 也 增加 这 一 定理 有 一 个 简单 的 证 明 , 且 可 以 作为 以 
上 所 说 的 推论 . 一 个 二 次 型 的 非 重 本 征 值 对 参数 的 导数 由 二 次 型 在 相应 本 征 方向 上 
的 导数 决定 . 若 刚 度 增加 , 位 能 在 各 个 方向 包括 本 征 方 向 都 增加 . 于 是 本 征 频率 也 增 
加 . 这 样 , 在 下 面 的 情况 下 , 即 若 可 能 从 原 系统 避免 重 谱 而 变 为 刚度 更 大 的 系统 , 这 
时 我 们 已 证 明了 频率 增加 的 定理 . 有 重 谱 出 现时 定理 可 以 通过 求 极限 来 证 明 , 这 要 
基于 以 下 的 事实 , 即 从 原 系统 到 刚度 更 大 的 系统 的 路 径 可 以 在 区 域 的 内 域 由 任意 小 
的 摄 动 从 重 谱 移 开 . 

总 之 我 们 可 以 说 , 典型 的 单 参数 椭 球 族 ( 欧 氏 空间 的 二 次 型 族 ) 中 不 包含 旋转 椭 
球 (有 重 谱 的 二 次 型 ). 把 这 应 用 到 惯量 椭 球 我 们 就 得 出 了 前 面 的 必须 加 上 两 个 可 调 
节 质 量 的 结论 . 

现在 我 们 转 到 2 参数 族 . 由 我 们 的 计算 可 知 , 在 一 个 典型 的 2 参数 族 中 ,只 在 参 
数 平面 上 的 孤立 点 处 可 遇 到 旋转 椭 球 . 

例如 考虑 三 维 欧 氏 空间 中 的 凸 曲面 . 曲面 的 第 二 基本 形式 在 各 点 的 切 空间 上 定义 一 个 椭圆 . 
故 有 一 个 2 参数 椭圆 族 (在 曲面 一 点 附近 选 一 局 部 坐标 可 将 此 族 移 到 一 个 平面 上 去 ). 我 们 得 出 
一 个 结论 : 在 曲面 上 除 某 些 孤立 点 外 椭圆 轴 长 不 同 . 因此 在 一 般 形式 的 曲面 会 出 现 两 个 正 交 方向 
( 即 椭圆 的 主轴 ) 场 而 这 两 个 场 都 具有 孤立 奇 点 . 在 微分 几何 中 这 两 个 方向 称 为 主 曲率 方向 , 奇 点 
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称 为 脐 点 . 例如 在 椭 球 面 上 有 四 个 脐 点 ; 它们 位 于 包含 最 长 、 最短 主轴 的 椭圆 上 , 其 中 两 个 可 在 椭 
球面 的 测 地 线 的 图 上 清楚 地 看 见 (图 207). 

完全 同样 , 在 典型 的 3 参数 族 中 , 旋转 椭 球 只 在 三 维 参 数 空间 的 某 些 曲线 上 遇 
到 .例如 车 在 三 维 欧 氏 空 间 之 每 点 上 有 一 椭 球 ( 即 一 个 2 指标 对 称 张 量 ), 则 主轴 场 的 
奇 点 一 般 地 是 在 某 些 曲线 上 (那里 三 个 方向 场 中 有 两 个 有 间断 ). 这 些 曲 线 , 如 前 例 
中 的 脐 点 那样 可 分 成 好 几 种 类 型 . 它们 的 分 类 (对 于 典型 的 椭 球 场 ) 可 以 从 附录 12 
中 讲 的 拉 格 朗 日 投影 的 奇 性 的 分 类 得 出 . 

在 典型 的 四 参数 族 中 , 旋转 椭 球 可 在 参数 空间 的 二 维 曲面 上 出 现 . 这 些 曲面 除 
了 在 参数 空间 的 孤立 点 上 横 截 相交 外 没有 奇 点 ; 参数 的 这 些 值 对 应 于 有 (不 同 的 ) 两 
对 相等 主轴 的 椭 球 . 

三 重 轴 在 5 个 参数 时 第 一 次 出 现在 参数 空间 的 孤立 点 上 . 对 应 于 二 重 轴 椭 球 的 
参数 值 , 形成 五 维 参 数 空间 中 的 三 维 流 形 , 而 有 两 类 奇 性 : 沿 某 曲线 横 截 相交 的 两 枝 
和 某 些 (不 在 此 曲线 上 的 ) 孤立 点 上 的 锥 奇 性 ; 即 参数 空间 中 对 应 于 三 等 轴 椭 球 的 点 . 

这 些 锥 奇 性 有 以 下 构造 : 令 三 维 旋转 椭 球 流 形 与 中 心 在 奇 点 的 小 半径 四 维 球面 相 截 , 我 们 得 
到 两 叶 射影 平面 . 所 得 出 的 射影 平面 在 四 维 球面 上 的 人 戏 人 微分 同 胚 于 二 维 球面 上 的 五 个 二 次 球面 
调和 所 给 出 的 媒人 ( 即 球面 z1-- z2 十 x3 = 1 上 的 函数 空间 中 标准 的 正 交 函 数 zizj 的 五 个 线性 
组 合 , 而 且 正 交 于 1, 给 出 5? 到 54 的 一 个 偶 映 射 , 从 而 给 出 RP? 到 54 的 嵌入 P). 

余下 的 是 要 描述 一 个 典型 的 2 参数 族 中 的 二 次 型 的 本 征 值 当 参数 趋向 使 两 个 本 
征 值 重合 的 奇 点 时 的 性 态 . 稍微 作 些 计 算 邑 知 我 们 考虑 的 这 一 对 本 征 值 的 图 像 , 在 
参数 平面 的 奇 点 附近 , 形 如 一 个 二 叶 锥 面 , 其 顶点 对 应 于 奇 点 , 每 一 叶 对 应 于 一 个 本 
征 值 (图 243). 


图 243 单 参数 和 二 参数 的 一 般 形式 的 振动 系统 族 的 本 征 频率 


我 们 的 二 维族 的 典型 的 单 参数 子 族 , 在 参数 平面 上 形 如 一 个 不 经 过 任意 奇 点 的 
曲线 . 每 一 个 包含 奇 点 的 单 参数 族 经 过 一 个 小 摄 动 就 会 离开 这 个 奇 点 ; 所 得 的 单 参 
数 族 是 参数 空间 中 从 奇 点 附近 通过 的 曲线 . 参数 平面 上 接近 于 奇 点 的 曲线 上 的 本 征 
值 的 图 像 是 由 锥 面 上 投影 到 这 个 曲线 上 的 点 组 成 .因此 在 奇 点 附近 , 这 图 像 接近 于 


DA y, = Vz — x2)/2,y2 = VSzizo,ya = Vir2r3ys = Vvariys = æ% — (z? + 
z3)/2, (£21, £2, £3) 一 个 (91,92; Y3, Y4, V5) 给 出 偶 映射 82 一 S^. 一 一 日 译 者 注 


< 840 - 附录 10 ”依赖 于 参数 的 本 征 频率 的 重 数 以 及 椭 球 


一 双 曲 线 , 很 像 一 对 相交 的 直线 ( 当 单 参数 族 通 过 奇 点 时 就 得 到 一 对 相交 的 直线 ). 

对 2 参数 的 二 次 型 族 的 本 征 值 的 讨论 可 以 解释 当 一 个 参数 变化 时 本 征 频率 的 奇 
特 的 性 态 : 一 般 地 (除了 完全 奇异 的 情况 外 ), 当 一 个 参数 变化 时 , 本 征 频率 可 以 彼此 
接近 但 不 会 重合 ; 然后 它们 又 必定 按 不 同方 向 分 开 . 


B. 在 研究 连续 介质 的 振动 中 的 应 用 


在 研究 描述 连续 介质 的 振动 的 力学 系 的 本 征 频 率 对 参数 的 依赖 性 时 这 些 力 学 系 
是 无 限 多 自由 度 的 , 以 上 的 一 般 论 证 都 有 应 用 . 这 些 应 用 的 基础 在 于 以 下 事实 , 即 具 
有 已 知 重 数 的 轴 的 椭 球 之 流 形 的 余 维 数 由 重 数 决定 而 不 依赖 于 空间 的 维 数 . 

例如 , 在 一 切 椭 球 之 流 形 中 , 旋转 椭 球 集 的 余 维 数 在 任意 维 空间 中 都 是 2; 因此 
自然 假设 在 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 中 的 椭 球 之 无 限 维 “ 流 形 ” 中 , 旋转 椭 球 之 集 余 维 
数 为 2( 因 此 没有 重 轴 的 椭 球 之 空间 是 连通 的 ). 

这 一 类 讨论 当然 需要 严格 的 论证 . 但 是 我 们 不 打算 从 事 于 此 , 只 是 要 看 一 看 , 如 
果 把 它 用 到 连续 介质 的 振动 问题 上 , 上 面 的 讨论 会 有 什么 结论 . 

充满 一 个 紧 区 域 的 连续 介质 的 动能 可 用 点 z 对 平衡 位 置 的 偏离 v 表示 为 


1 .2 


为 确定 起 见 , 取 此 连续 介质 为 膜 (这 时 区 域 D 是 二 维 的 , 偏离 u 是 一 维 的 ). 动能 在 
构 形 空间 ( 即 函 数 u 的 空间 ) 中 定义 一 个 欧 氏 空间 构造 . 位 能 由 狄 利克 雷 积分 给 出 : 


U = ; | (va 


(从 数学 观点 看 来 这 些 都 已 含 于 膜 的 定义 中 ). 

膜 的 本 征 频率 的 平方 就 是 二 次 型 U 在 构 形 空 间 (其 中 的 度量 由 动能 定义 ) 上 的 
本 征 值 . 我 们 假设 一 个 典型 的 膜 对 应 于 一 个 典型 的 二 次 型 (这 假设 意味 着 相应 于 各 
个 膜 的 二 次 型 流 形 与 具有 重 本 征 值 的 二 次 型 流 形 是 模 截 的 )?. 如 果 我 们 相信 这 个 关 
于 一 般 位 置 的 性 质 , 就 可 得 出 以 下 结论 . 

L 对 一 般 位 置 的 膜 , 所 有 本 征 频 率 都 不 同 . 我 们 可 以 沿 一 个 完全 由 具有 简单 谱 
的 膜 所 构成 的 连续 路 径 从 一 个 一 般 位 置 的 膜 走 到 另 一 个 . 此 外 连接 任意 两 个 膜 的 典 
型 路 径 上 甚至 一 个 具有 重 谱 的 膜 也 没有 (端点 可 能 除外 ). 

2. 改变 膜 的 两 个 参数 可 以 使 两 个 本 征 频率 重合 ; 要 得 到 三 重 频率 必须 有 五 个 独 
立 参数 供 处 理 ; 四 重 频率 则 要 十 个 参数 , 等 等 

3. 车 从 一 个 具有 简单 谱 的 膜 加 以 连续 变形 而 沿 着 任 一 个 一 般 位 置 的 路 径 走 到 
另 一 个 具有 简单 谱 的 膜 , 则 其 结果 , 所 得 的 第 二 个 膜 的 第 k 大 的 本 征 频率 总 是 从 原 
来 的 膜 的 第 k 大 的 本 征 频率 变 来 而 与 变形 的 路 径 无 关 ; 然而 本 征 函数 的 拓展 一 般 地 
依赖 于 变形 路 径 ( 即 当 改变 路 径 时 , 所 得 本 征 函 数 的 符号 可 能 改变 )， 
”DD 参 看 Arold,11, 12]; 又 见 D 下 的 日 译 者 注 . —— 日 译 者 注 
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特别 是 , 若 从 一 个 具有 简单 谱 的 膜 开 始 , 加 以 变形 , 而 且 在 膜 的 空间 中 沿 一 闭路 
绕 过 具有 重 谱 的 膜 的 集 (其 余 维 数 为 2), 回 到 原来 的 膜 , 则 第 k 大 本 征 频 率 回 到 原 
来 的 值 , 而 第 k 个 本 征 函 数 可 能 变 号 ( 英 译 者 注 : K.Uhlenbeck, [1] 证 明 过 类 似 的 结 
论 0). 

C. 对 称 性 对 谱 的 重 数 的 影响 


重 谱 对 一 般 形状 的 系统 虽 是 例外 , 但 车 系统 是 对 称 的 而 且 对 称 性 在 小 扰动 下 保 
fr, 则 不 可 能 在 小 扰动 下 除去 重 谱 . 

例如 , 考虑 等 边 三 角形 顶点 上 的 三 个 等 质量 质点 ,各 用 同样 的 弹簧 彼 此 联结 且 
联结 到 中 心 , 而 且 可 在 三 角形 的 平面 上 运动 . 这 个 系统 有 三 阶 旋转 对 称 . 所 以 有 一 个 
线性 算 子 g 作用 到 构 形 空间 ( 维 数 为 6) 上 , 其 三 次 宕 为 1 而 且 保 持 构 形 空间 的 欧 氏 
构造 , 在 构 形 空间 中 给 出 位 能 的 椭 球 也 不 变 . 

因此 , 这 个 椭 球 必 为 旋转 椭 球 , 若 令 9 表示 构 形 空间 上 的 所 述 算 子 , € Dusk dE 
轴 上 的 矢量 , 则 (因为 g 把 椭 球 体 变 为 自身 )gt 仍 为 主轴 . 

对 gt 有 两 种 可 能 性 : 或 者 gt = E, 或 者 与 gt 线性 无 关 而 在 构 形 空间 中 交角 
120°. 在 第 二 个 情况 下 ,上 5 ge 所 张 的 平面 上 的 矢量 全 是 主轴 . 所 以 , 相应 于 这 些 轴 
的 本 征 值 至 少 是 二 重 的 . 

我 们 的 讨论 表明 , 具有 三 阶 旋转 对 称 的 系统 的 振动 可 以 是 两 个 类 型 的 : 或 者 在 
旋转 120° 后 不 变 (gE = £) , 或 者 在 此 旋转 下 变 为 频率 相同 的 独立 的 本 征 振动 (gE 与 
€ 独立 ). 在 第 二 个 情况 下 其 实 有 三 个 同 频率 的 本 征 振动 形式 (£, gE 和 gE), 但 其 中 
独立 的 只 有 两 个 : 

€ 4 g£ +9é=0, 
因为 平面 上 三 个 等 长 而 交角 为 120° 的 三 矢量 之 和 必 为 零 . 

这 个 系统 的 本 征 频率 数 一 般 为 6. 为 了 找 出 其 中 有 几 个 是 第 一 型 (对 称 ) 的 和 第 
二 型 ( 非 对 称 ) 的 , 我 们 可 论证 如 下 . 考虑 每 个 质点 均 与 其 他 质点 独立 地 振动 这 个 极 
限 情况 . 这 时 选 构 形 空间 的 标准 正 交 基 即 六 个 本 征 振动 , 每 个 质点 有 两 个 , 即 一 个 质 
点 运动 , 其 余 两 个 不 动 . 用 6; 和 六 表示 相应 于 第 i 点 的 本 征 矢 量 , 本 征 频 率 分 别 为 
a 和 b, zi, y; 为 在 标准 正 交 基 6; n; 中 的 坐标 . 这 时 位 能 可 写 为 


1 1 
U = 3 (n 十 by?) + zd 十 $2) 十 了 (oz3 十 by? . 
对 称 算 子 9 使 坐标 轴 换 位 


gé1=é2, gé2= £3, gês =£, 


gm =m, 9273, gm =n. 
现在 有 限 维 情况 下 举 一 个 例 . 二 次 型 (3 — cos 0)z? 一 2(sin0)zy + (3 + cos0)y? = 1 的 本 征 值 2 
对 应 于 本 征 矢量 e(9) = (cos 2, sin 2), %4 0 从 0 变 到 2r 时 , 它 从 (L0) 变 为 ~(1,0), 见 K.Uhlenbeck 
的 上 文 . 一 一 日 译 者 注 
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现在 我 们 可 以 把 这 个 六 维 空间 表 为 两 条 直线 和 两 个 二 维 平面 的 正 交 直 和 , 而 在 
对 称 算 子 g 下 不 变 . 即 是 说 不 变 直 线 由 矢量 


E&E tété Eom dem 4 3 


的 方向 决定 , 不 变 平面 则 是 它们 在 各 由 矢量 & M m 所 张 的 空间 中 的 正 交 补 . 第 一 条 
直线 相应 于 频率 a 的 对 称 本 征 振动 的 方向 , 第 二 个 则 是 相应 于 b 的 对 称 本 征 振动 的 
方向 . 完全 同样 , 第 一 个 平面 中 的 每 个 矢量 是 相应 于 频率 a 的 本 征 振动 的 方向 , 但 旋 
转 120? 后 成 为 独立 的 同 频率 的 振动 ; 对 第 二 个 平面 的 每 个 矢量 , 振动 频率 为 b, 也 不 
是 对 称 的 . 

这 样 在 这 三 个 独立 点 的 退化 情况 下 ,有 两 个 对 称 型 的 独立 本 征 振动 和 四 个 非 对 
称 的 , 而 后 者 又 分 为 两 对 . 每 一 对 中 的 振动 频率 都 相同 而 可 以 由 这 三 个 点 的 平面 旋 
$ 1209 MAX. 

我 们 要 指出 以 上 结论 当 这 三 个 点 按 任何 规律 相互 作用 时 都 成 立 , 只 要 作用 是 对 
称 的 , 即 只 要 系统 的 位 能 当 平 面 旋转 1209 时 不 变 , 则 总 是 这 样 . 

事实 上 , 构 形 空间 中 在 g 下 面 不 变 的 矢量 , 构成 一 个 二 维 平面 . 这 个 平面 的 四 维 
正 交 补 中 的 每 一 个 矢量 , 在 用 9 作用 后 , 就 旋转 120°. 位 能 也 就 按 9 的 这 两 个 二 维 
和 四 维 的 不 变 子 空间 分 解 为 形式 的 直 和 . 六 个 本 征 方 向 是 这 样 选取 的 . 六 个 矢量 中 
恰 有 两 个 相应 于 对 称 振动 , 其 他 四 个 则 在 它们 的 四 维 正 交 补 中 , 互相 由 旋转 120? 而 
EF. 取 这 六 个 矢量 中 的 任 一 个 . 对 它 用 算 子 g 作用 , 就 与 原本 征 振动 的 方向 组 成 一 
对 . 然后 在 这 一 对 矢量 所 成 的 平面 的 四 维 正 交 补 中 任 取 一 个 矢量 , 用 9 作用 于 其 上 ， 
得 到 一 对 矢量 . 这 样 我 们 就 得 到 了 具有 所 需 性 质 的 六 个 本 征 振动 的 系统 . 

这 样 , 在 具有 3 阶 旋 转 对 称 的 平面 上 的 三 个 点 的 一 般 形式 的 系统 中 , 有 四 个 不 
同 的 本 征 频率 , 两 个 是 简单 的 , 两 个 是 二 重 的 . 每 个 简单 频率 对 应 于 一 个 对 称 本 征 振 
动 ， 每 个 二 重 的 则 对 应 于 三 个 本 征 振 动 而 可 由 旋转 120° 互相 得 出 , 且 其 和 为 零 (所 
以 其 中 只 有 两 个 是 独立 的 ). 

问题 将 具有 等 边 三 角形 对 称 性 (不 但 可 旋转 120? 而 且 可 对 三 角形 之 高 作 反 射 ) 的 系统 的 
本 征 振动 分 类 . 

问题 将 对 称 群 是 立方 体 的 24 个 旋转 的 系统 的 本 征 振动 分 类 . 

4 ”振动 有 五 个 类 型 . 在 旋转 下 , 从 一 个 振动 可 以 得 到 一 组 8、6、4、2 或 1 个 独立 振动 (最 
后 的 情况 下 振动 是 完全 对 称 的 ). 

注 为 了 对 具有 任意 对 称 群 的 系统 之 振动 分 类 , 发 展 了 一 个 特殊 的 工具 (所 谓 群 表示 理论 ). 
例如 可 参看 Jlio6apcruih L.51, Teopus rpym n ee mprMmeHenue B 中 3HKe，M.: BuaMaTrus, 
1958. 其 中 有 必须 的 表 . 


D. 对 称 系统 的 频率 在 保持 对 称 性 的 参数 变化 下 的 性 态 
现在 设 我 们 的 对 称 系统 一 般 地 依赖 于 几 个 参数 , 其 变化 不 影响 对 称 性 . 这 时 不 
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同 重 数 的 本 征 频率 也 将 依赖 于 参数 ,而 产生 了 它们 何 时 重合 的 问题 . 我 们 将 只 提出 
具有 三 阶 旋转 对 称 这 一 最 简单 情况 的 结果 (对 任意 n > 3 阶 的 旋转 对 称 , 答案 是 相 
同 的 ). 细节 可 在 以 下 诸 文 中 找到 :Arnold[11];Karpushkin[1]. 

任何 具有 3 阶 旋转 对 称 的 系统 的 本 征 振动 可 分 两 类 : 对 称 振动 以 及 在 旋转 120° 
后 变 出 来 的 独立 的 振动 . 对 于 一 般 的 具有 3 阶 旋转 对 称 的 系统 (特别 是 , 如 果 没 有 其 
他 对 称 性 ), 所 有 第 一 类 本 征 频 率 都 是 简单 的 , 第 二 类 则 是 二 重 的 . 进一步 的 结果 是 ， 
如 果 一 个 系统 一 般 地 依赖 于 一 个 参数 , 而 且 对 此 参数 的 一 切 值 都 是 对 称 的 , 则 当 和 参数 
变化 时 , 对 称 振动 的 本 征 频率 不 会 重合 , 非 对 称 振动 的 二 重 本 征 频率 也 不 会 分 裂 . 此 
外 , 非 对 称 振动 的 二 重 本 征 频 率 在 参数 变化 时 也 不 会 重合 . 然而 , 对 称 振动 和 非 对 称 
振动 的 本 征 频 率 在 参数 变化 时 都 独立 地 变动 , 所 以 对 于 某 些 离散 的 参数 值 , 对 称 振动 
的 本 征 频率 和 非 对称 振 动 的 (二 重 ) 本 征 频率 可 以 重合 (然后 又 互相 越过 ). 

为 了 使 两 个 对 称 振动 的 本 征 频 率 重合 , 我 们 必须 使 至 少 两 个 参数 变化 ; 而 为 了 
使 两 个 非 对 称 振动 的 本 征 频 率 重合 , 必须 至 少 变动 三 个 参数 . 

一 般 说 来 , 在 一 族 典型 的 具有 三 阶 旋转 对 称 性 的 系统 中 , 为 了 使 i 个 简单 本 征 频 
率 (B i 个 对 称 振动 ) 以 及 j 个 二 重 频率 ( 即 ; 个 非 对 称 振动 ) 重合 , 族 中 的 参数 个 
数 至 少 应 是 mM 

(i — D 十 2) jh 

我 们 把 这 应 用 到 对 称 膜 的 振动 上 去 . 这 里 我 们 将 设 膜 是 一 般 形状 的 , 允许 旋转 
120^, 而 且 对 应 于 构 形 空间 的 椭 球 空间 中 的 一 般 形状 的 椭 球 , 也 允许 由 膜 的 旋转 所 诱 
导 的 构 形 空间 中 的 变换 . 

这 个 假设 的 准确 的 陈述 是 : 对 所 有 的 膜 除 一 个 余 维 数 为 无 穷 的 集 外 , 由 对 称 膜 空间 到 对 称 椭 
球 空间 的 映射 , 横 截 于 每 一 个 具有 几 个 重合 主轴 的 椭 球 的 流 形 . 

如 果 我 们 同意 这 个 假设 , 则 关于 对 称 膜 的 振动 就 会 得 到 以 下 的 结论 : 

1. 对 于 一 般 形状 的 允许 120° 旋转 的 膜 , 渐 近 地 有 1/3 本 征 频率 是 简单 的 ( 计 重 
数 ), 相应 的 本 征 振 动 允 许 旋 转 1209. 其 余 的 本 征 频率 是 二 重 的 ; 每 一 个 二 重 本 征 频 
率 相应 有 三 个 本 征 函 数 , 其 和 为 零 , 而且 在 旋转 120° 时 互相 转变 . 

2. 在 这 种 对 称 膜 的 一 般 的 单 参 数 族 中 , 对 于 孤立 的 参数 值 , 有 一 个 简单 频率 与 
一 个 二 重 频率 重合 , 但 不 会 有 简单 频率 (或 二 重 频率 ) 的 互相 重合 . 

3. 要 使 本 征 频率 的 更 复杂 的 重合 (不 能 用 保持 对 称 性 的 小 扰动 来 消除 ) 可 能 实 
现 , 膜 族 的 参数 的 最 小 个 数 是 
y [e 一 Do +2) d vij, 
ij 
vij 是 i 个 简单 频率 和 j IL EWREESSUE. 


特别 是 , 对 于 保持 圆 形 膜 3 阶 旋转 对 称 的 典型 小 变形 , 有 1/3 本 征 值 (相应 于 本 
征 函 数 之 方位 角 部 分 为 cos3kq 和 sin3kg 的 ) 立即 分 离 . 作 进 一 步 的 单 参数 变形 , 简 
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单 本 征 频率 和 二 重 本 征 频 率 可 以 互相 越过 , 但 是 两 个 简单 频率 (或 两 个 二 重 频率 ) 不 
会 互相 重合 . 


E. 讨论 


一 般 位 置 和 对 称 性 这 两 个 概念 的 重要 性 特别 是 在 于 在 那些 找 不 到 精确 解 的 问题 
H, 它们 使 我 们 能 得 到 一 些 信息 . 特别 是 , 几乎 没有 一 个 膜 我 们 知道 其 本 征 振 动 的 形 
AR. 然而 用 一 般 的 论证 , 例如 关于 本 征 值 的 重 数 , 我 们 多 少 可 以 说 上 一 点 . 

研究 连续 介质 的 高 频 振动 在 许多 领域 (如 光学 、 声 学 等 ) 中 是 很 重要 的 , 而 且 已 
发 展 了 一 些 近似 决定 本 振 频 率 的 形状 的 特殊 的 方法 . 其 中 之 一 ( 称 为 准 经 典 近似 ) 是 
局 部 地 寻求 近似 于 短波 长 的 简单 谐 波 的 振动 , 它 的 振幅 与 波 前 方向 逐 点 稍 有 不 同 . 

经 过 分 析 (这 里 不 作 了 ) 以 后 表明 , 在 有 些 情况 下 可 以 作出 具有 所 述 性 质 的 本 征 
函数 方程 的 近似 解 . 近似 解 的 意义 是 它们 几乎 满足 本 征 函 数 方程 0 (而 不 是 它们 接近 
于 真 的 本 征 函 数 )， 

特别 是 , 如 果 膜 的 形状 是 三 个 角 磨 得 很 光 很 钝 的 正三 角形 , 我 们 可 以 作出 一 个 
上 述 的 近似 解 , 而 且 只 在 三 角形 的 一 个 高 附近 与 零 有 相当 的 出 人 (物理 学 家 称 它 为 
在 三 角形 高 上 运动 的 光线 之 波 近似 ; 这 个 光线 就 是 与 膜 形状 相同 的 弹子 球台 上 的 稳 
定 @ 轨 道 ; 参看 关于 短波 渐 近 见 下 一 个 附录 ). 

由 对 称 性 和 一 般 位 置 的 论证 可 知 , 典型 的 具有 三 阶 旋转 对 称 的 膜 没 有 上 述 类 型 
的 真实 的 本 征 振动 . 设 膜 有 一 个 本 征 振动 集中 在 一 个 高 附近 (但 不 是 在 膜 的 中 心 附 
近 ). 则 旋转 1209 和 2409 我 们 将 得 到 三 个 本 征 频率 相同 的 本 征 振动 . 这 三 个 振动 是 
独立 的 (由 它们 的 和 非 零 可 得 )， 因 此 本 征 频率 的 重 数 是 3, 这 对 于 具有 三 阶 旋转 对 
称 的 典型 的 系统 是 不 会 发 生 的 . 

从 这 个 论证 很 清楚 , 建立 本 征 函 数 的 严格 的 高 频 渐 近 的 企图 是 没有 什么 希望 的 
3k; 我 们 能 够 希望 做 到 的 是 得 到 几乎 本 征 振动 的 近似 公式 . 这 样 一 个 几乎 本 征 振动 
与 真正 的 本 征 振动 可 以 相差 很 大 , 但 是 若 我 们 给 出 了 相应 于 它 的 初始 条 件 , 则 它 在 很 
长 一 个 时 间 里 很 像 一 个 驻 波 (本 征 振动 ). 

几乎 本 征 振 动 的 一 个 例子 就 是 用 很 弱 的 弹 纂 连接 起 来 的 两 个 完全 一 样 的 摆 中 之 
一 的 运动 . 若 在 初始 时 刻 , 使 第 一 个 摆 运 动 而 让 第 二 个 摆 固 定 , 则 在 一 个 相当 长 的 时 
HE, 看 起 来 只 有 一 个 摆 在 振动 , 而 此 振动 是 几乎 本 征 的 . 对 真正 的 本 征 振动 , 两 个 
摆 以 相同 的 振幅 振动 . 

把 膜 的 几何 形状 与 其 本 征 振动 的 性 质 联系 起 来 的 问题 近年 来 由 许多 作者 作 了 广泛 的 研究 ( 包 
括 H. Weyl, S. Minakshisundaram and A. leijel, A. Selberg, J. Milnor, M. Kac, I. Singer, 

@ 弹 子 球 轨道 线性 稳定 的 条 件 形状 如 下 : 
(rı r2 — D(r1 - 0(r2- 0 > 0, 
! 是 轨道 区 间 的 长 , r1,72 是 轨道 两 端的 台 壁 的 曲率 半径 . 


D 见 Arnold: D 中 所 引 第 一 文 , 86. 一 一 日 译 者 注 
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H. McKean, M. Berger, Y. Colin de Verdiere, J. Chazarain, J. J. Duistermaat, V. F. Lazutkin, 
A. I. Schnirelman 和 S. A. Molchanov). 

关于 最 简单 的 问题 :“ 你 能 听 出 鼓 的 形状 吗 ?” 答案 是 否定 的 0): 存在 着 具有 相同 的 谱 的 不 等 
距 的 黎 曼 流 形 . 另 一 方面 , 流 形 的 有 些 性 质 可 以 从 拉 普 拉 斯 算 子 的 本 征 值 和 本 征 函 数 反 推出 来 ( 例 
如 全 部 闭 测 地 线 的 长 度 都 可 以 反 推出 来 ). 


DA, M, Kac,[1]. —— 日 译 者 注 
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从 物理 光学 的 观点 看 来 , 几何 光学 中 对 光 的 传播 的 描述 , 无 论 用 光线 ( 即 哈密 顿 
典 则 方程 ), 还 是 用 波 前 ( 即 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ) 都 只 是 近似 . 按 物理 光学 的 观念 , 光 
是 电磁 波 而 几何 光学 只 是 一 次 近似 , 而 且 只 在 波长 与 所 考虑 的 物体 的 大 小 比较 很 小 
时 , 才 是 对 现象 的 好 的 近似 . 

这 些 物 理 观念 的 数学 翻版 就 是 相应 微分 方程 解 的 渐 近 公式 — 它们 对 高 频 振 
动 ( 即 短波 ) 给 出 更 好 的 近似 . 这 些 渐 近 公式 既 可 用 光线 ( 即 某 个 哈密 顿 动力 系统 的 
运动 ) 又 可 用 波 前 ( 即 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 的 解 ) 来 写 出 . 

类 似 的 短波 渐 近 对 许多 描写 各 种 波动 过 程 的 数学 物理 方程 都 存在 . 在 物理 和 数 
学 的 不 同 领域 中 这 种 近似 有 不 同 的 名 称 . 例如 在 量子 力学 中 , 短波 渐 近 称 为 准 经 典 
近似 ; 它们 可 用 WKBJ(G.Wentzel, H.A.Kramers, L.Brillouin, H.Jeffreys) 方法 来 决 
E, 虽然 刘 维尔 、 格 林 、 斯 托 克 斯 、 瑞 利 等 人 早 得 多 就 应 用 过 它 . 

短波 渐 近 的 作法 是 基于 这 样 的 想法 ， 即 局 部 地 看 来 , 在 每 处 都 可 看 到 一 系列 几 
3EIESZJE RUE, 虽然 其 振幅 和 波 前 方向 在 各 点 上 缓慢 地 变化 . 把 这 种 形状 的 函数 形 
式 地 代入 描述 波动 过 程 的 偏 微分 方程 , 则 (在 短波 长 的 一 次 近似 下 ) 归结 为 波 前 的 哈 
密 顿 - 雅 可 比方 程 . 求 更 高 阶 近 似 使 我 们 也 能 决定 振幅 对 点 的 依赖 性 . 

当然 , 整个 这 个 程序 需要 数学 论证 . 相应 定理 的 准确 的 陈述 和 证 明 绝 非 易 事 . 特 
别 是 由 于 “聚焦 面 " (也 就 是 焦点 或 共生 点 或 转 点 等 等 ) 引起 了 巨大 的 困难 . 

聚焦 面 就 是 光线 族 的 包 络 ; 让 光线 从 一 个 光滑 的 弯曲 表面 反射 到 墙 上 , 就 可 以 
看 得 见 它 . 若 在 描述 波 时 产生 的 光线 相交 而 形成 聚焦 面 , 则 在 聚焦 面 附近 必须 对 渐 
近 公 式 稍 加 修改 . 具体 说 , 每 条 光线 上 的 振动 的 相 , 在 光线 每 通过 至 焦 面 一 次 时 , 都 
会 发 生 一 个 标准 的 跳跃 (1/4 波长 ). 
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利用 相 空 间 的 拉 格 朗 日 子 流 形 及 其 到 构 形 空间 上 的 投影 就 能 很 方便 地 得 出 所 有 
这 些 现象 的 准确 的 描述 . 这 里 聚焦 面 解释 为 表示 这 一 族 光线 的 拉 格 朗 日 子 流 形 由 相 
空间 到 构 形 空间 投影 的 奇 性 . 这 样 , 将 在 附录 12 中 介绍 的 拉 格 朗 日 投影 的 奇 性 的 标 
准 形式 就 给 出 了 “一 般 位 置 ”的 光线 族 所 成 的 聚焦 面 的 奇 性 的 分 类 . 

在 这 个 附录 里 我 们 将 介绍 (但 不 给 出 证 明 ) EFIA PRESTERE 
近 的 最 简单 的 公式 .更 详尽 的 叙述 可 以 在 以 下 文章 里 找到 : J.Heading，[1]( 特 别 是 
V.P.Maslov 为 其 俄 译本 所 写 的 附录 2); Maslov,[1]; Arnold,[7]; Hórmander,[1]. 


A. 薛 定 谓 方程 的 准 经 典 近 似 解 


粒子 在 欧 氏 空间 中 一 个 位 能 为 U 的 场 中 的 薛 定语 方程 是 关于 复 值 消 数 (a, t) 
的 一 个 方程 " 


h? a 
ih = 349 +Uly, qER”, tER. 


这 里 h 是 一 个 实 常数 , 它 也 是 所 考虑 的 问题 中 的 小 参数 ,A 是 拉 普 拉 斯 算 子 . 
我 们 设 初 始 条 件 具 有 短波 形式 


Vli-o = e(a)et*(9, 


pld) 是 光滑 函数 而 且 只 在 某 个 有 界 区 域内 不 为 零 . TERNER ESD REIR IE XX 
个 初始 条 件 的 解 的 渐 近 (A 0 时 ) 公式 . 

首先 我 们 考虑 在 位 能 为 U 的 场 中 的 经 典 粒子 的 运动 , 即 考虑 2n 维 相 空 间 中 的 
EE ðH oH 1 

& = dp p= EE Hz 3» +U(9). 

这 些 方程 的 解决 定 一 个 相 流 (关于 位 能 我 们 将 假设 满足 一 些 条 件 ; 这 些 条 件 能 使 粒 
子 不 致 在 有 限时 间 内 跑 到 无 穷 远 处 去 ). 

相应 于 短波 初始 条 件 , 我 们 作 相 空 间 的 一 个 拉 格 朗 日 子 流 形 ( 即 一 个 维 数 与 构 
形 空间 维 数 相同 而 且 定 义 辛 构造 的 2- 形 式 dp ^ dg 在 其 上 恒 为 零 的 流 形 ). 具体 说 ， 
我 们 定义 相应 于 初始 条 件 的 “动量 ”为 相 函 数 的 梯度 , 即 


Os 
p(q) = Bg 


引 理 ”对 任意 光滑 汤 数 s, ZK pl) 在 相 空间 R” = ((p,q)) 中 的 图 像 是 一 个 
拉 格 朗 日 流 形 . 反之 , 车 一 拉 格 关 日 流 形 可 微分 同 胚 地 映 到 g- 空 间 上 ( 即 它 是 一 个 g 
的 防 数 的 图 像 ), 则 它 必 由 一 个 生成 函数 s 按 上 式 给 出 . 

我 们 用 M 记 从 初始 条 件 (具有 函数 s) 作出 的 拉 格 朗 日 流 形 . 在 时 间 t 后 , 相 流 
g! 把 M 变 为 另 一 个 流 形 gM. 因为 相 流 保持 辛 构造 , 所 以 新 流 形 仍 是 拉 格 朗 日 流 
形 . 
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对 于 小 的 t, 新 拉 格 朗 日 流 形 和 老 的 一 样 可 以 微分 同 胚 地 投射 到 构 形 空间 上 . 然 
m t 变 大 以 后 就 不 一 定 对 了 (图 244). 

换言之 , 新 拉 格 朗 日 流 形 的 几 个 点 都 可 以 投影 到 构 形 空间 的 同一 点 Q. 我 们 假 
设 只 有 有 限 多 个 这 种 点 而 且 它 们 是 非 退 化 的 ( 即 在 拉 格 朗 日 流 形 的 投影 到 Q 的 各 点 
E, 投影 到 构 形 空间 的 映射 的 导数 非 退 化 ). 


非 退 化 条 件 对 几乎 所 有 的 点 Q 都 成 立 . 使 它 不 成 立 的 例外 点 
Q 成 为 构 形 空间 中 的 零 测度 集 . 一 般 情 况 下 , 这 个 集 是 比 构 形 空间 
维 数 少 1 的 曲面 . 这 个 曲面 在 我 们 的 问题 中 起 着 聚焦 面 的 作用 , 其 
本 身 可 以 有 很 复杂 的 奇 性 . 

新 拉 格 朗 日 流 形 上 投影 到 Q 的 点 是 由 相 流 从 原 拉 格 
朗 日 流 形 (由 初始 条 件 作出 ) 的 好 几 个 点 变 来 的 . 换 名 话 
图 244 相 流 对 拉 格 朗 日 流 形 ”说 , 在 时 刻 t, 初始 条 件 在 原 拉 格 朗 日 流 形 上 的 经 典 粒子 
的 变换 有 好 几 条 轨道 都 到 达 Q. 

用 (ni, g) 记 相 空间 的 这 些 初 始点 ,S; 是 沿 着 从 (pj,g;) 出 发 的 相 流 轨道 上 的 作 
HE. 更 准确 些 说 , S 


t d? 
SQ.) - sq) | La, L=% -U(). siia) = (00,200. 
则 当 A — 0 时 , BERRIS DEINE A H ROC 。 和 给 出 的 振荡 初始 条 件 的 解 有 渐 近 形 
式 


-1/2 i ín 
WDE elo) exp 159.0 - u} +O, 


DQ 
Dqj 
uj 是 一 个 整数 ( 莫 尔 斯 指数 ), 将 在 下 面 定 义 . 

为 了 解释 这 个 公式 , 我 们 先 考虑 时 间 t 区间 很 小 的 和 情况. 这 时 上 面 的 和 化 为 一 
项 , 因为 原 拉 格 朗 日 流 形 由 相 流 在 小 时 间 后 变换 而 得 的 拉 格 朗 日 流 形 仍 微分 同 肛 地 
映 到 构 形 空间 上 . 换言之 , 相应 于 苹 定 词 方程 的 初始 条 件 的 粒子 族 中 , 只 有 一 个 在 小 
时 间 上 后 到 达 Q. 

对 小 的 t, 莫 尔 斯 指数 为 零 (从 下 面 的 定义 中 可 以 看 到 ). XER YQ, t) 和 初 
始 条 件 一 样 有 快速 振荡 形式 . 这 样 定义 在 时 间 t 的 波 前 的 函数 5 就 是 哈密 顿 - 雅 可 
比方 程 的 解 在 时 间 t 的 值 , 此 解 的 初始 条 件 是 由 定义 初始 时 刻 的 波 前 的 函数 s 给 出 
的 . 波 在 时 间 t YE @ 处 的 振幅 可 由 初始 时 刻 位 于 到 达 8 的 轨道 的 起 点 处 的 振幅 乘 
上 一 个 因子 来 决定 . 这 个 因子 是 这 样 选择 的 : 使 得 在 粒子 相应 于 初始 条 件 的 运动 下 ， 
函数 % 之 模 的 平方 在 相 空 间 的 一 个 被 粒子 充满 的 区 域 上 的 积分 不 随时 间 而 变 (这 里 
我 们 假设 在 初始 时 刻 在 构 形 空间 中 选 定 了 一 个 区 域 , 然后 在 原 拉 格 朗 日 流 形 上 选 定 
相 点 使 其 投影 到 构 形 空间 上 正 落 在 这 个 区 域内 ; 找 出 这 些 相 点 在 相 流 作用 下 在 时 间 
t 后 的 像 ; 最 后 这 些 像 在 构 形 空间 中 的 投影 就 成 为 “在 时 间 t 被 粒子 充满 ”的 区 域 ). 
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B. 莫 尔 斯 指数 和 马 斯 洛 夫 指数 


数 jj 定义 为 由 (p;,q;) 出 发 的 相 曲线 在 区 间 (0, t] 内 对 流 形 M 的 焦点 个 数 . 

对 流 形 M 的 焦点 定义 如 下 . 选 一 点 @ 使 得 在 由 M 经 过 时 间 t 投影 所 得 的 拉 
格 朗 日 流 形 , 在 此 点 满足 非 退 化 条 件 . 然后 若 我 们 考虑 由 (pg) 出 发 的 整个 相 曲 线 ， 
则 在 由 o 到 t 之 间 的 某 一 时 刻 0, 拉 格 朗 日 流 形 g^ M. 上 的 点 (p(0),q(6)) 处 非 退化 
条 件 可 能 不 满足 . 这 种 点 就 称 为 沿 此 相 曲 线 对 于 M. 的 焦点 . 

我 们 要 注意 , 对 M 的 焦点 和 莫 尔 斯 指数 的 定义 并 不 依赖 于 薛 定 谓 方程 , 而 只 与 构 形 空间 的 余 
切 从 中 的 相 流 的 几何 性 质 有 关 (或 者 说 与 变 分 问题 有 关 . 这 都 是 一 回 事 ). 

特别 是 我 们 可 以 取 余 切 丛 的 过 点 (po, qo) 的 纤维 (q = qo) 为 拉 格 朗 日 流 形 M. 这 时 , 在 过 
(po,qo) 的 相 曲 线 对 M 的 焦点 称 为 原来 点 的 共 朱 点 (更 准确 些 应 说 , 焦点 在 构 形 空间 中 的 投影 是 
点 qo 沿 着 构 形 空间 中 从 go 出 发 的 动量 为 po BOSESEHEERBUAEUE RO). 在 更 特殊 的 沿 黎 曼 流 形 的 测 
地 线 运动 的 情况 , 对 于 余 切 丛 纤维 的 焦点 称 为 测 地 线 上 的 初始 点 沿 此 测 地 线 的 共 斩 点 .例如 球面 
上 的 南极 就 是 北极 沿 任意 子午 线 的 共 斩 点 . 

一 段 测 地 线 的 莫 尔 斯 指数 , STIRRAR, 在 变 分 学 中 起 重要 的 作用 . 具体 说 把 作用 
量 的 二 阶 微分 看 作 我 们 讨论 的 测 地 线 的 变 分 空间 (端点 固定 ) 上 的 二 次 型 . 这 个 二 次 型 的 负 惯性 
指数 就 等 于 莫 尔 斯 指数 (例如 参看 J.Milnor,[1]). 

这 样 , 测 地 线 在 到 第 一 个 共 固 点 前 是 作用 量 的 最 小 值 , 这 就 说 明了 力学 中 许多 变 分 原理 称 为 
"最 小 作用 原理 ” 是 合理 的 ， 


1). 

莫 尔 斯 指数 是 所 谓 马 斯 洛 夫 指数 的 特例 , 它 的 定义 和 构 形 空间 的 余 切 从 之 拉 格 
朗 日 子 流 形 的 任意 曲线 的 相 流 无 关 . 

考虑 n 维 拉 格 朗 日 流 形 到 n 维 构 形 空 间 上 的 投影 . 这 是 同 维 数 流 形 间 的 光滑 映 
射 . 它 可 能 有 奇 点 即 导 数 映 射 降 阶 之 点 , 在 奇 点 附近 投影 不 是 微分 同 胚 . 

结果 是 , 一般 地 说 , 奇 点 集 是 n —1 维 的 , 它 是 由 简单 奇 点 ( 秩 只 减少 1) 组 成 的 
(n — 1) 维 光滑 流 形 和 有 限 多 个 维 数 分 别 为 n 一 3 或 更 小 的 光滑 流 形 之 并 . 这 里 “一 
般 地 ”是 指 对 拉 格 朗 日 流 形 作 任意 小 扰动 但 保持 其 为 拉 格 朗 日 流 形 就 会 上 这些 性 质 . 

我 们 应 该 指出 . 奇 点 集 分 解 成 的 各 个 维 数 不 同 的 小 块 中 没有 n 一 2 维 的 . 在 构成 n — 1 维 流 
形 的 最 简单 的 奇 点 之 后 , 就 是 秩 下 降 2 的 点 ; 它们 构成 n 一 3 维 流 形 . 但 奇 点 集 到 构 形 空间 上 的 
投影 ( 即 聚 焦 面 ) 一 般 说 来 包括 从 0 维 到 n — 1 维 的 小 块 而 没有 遗漏 . 

此 外 , 最 简单 奇 点 的 n 一 1 维 流 形 在 拉 格 朗 日 流 形 中 有 两 侧 ; 即 是 说 , 我 们 可 以 
对 其 各 点 的 法 线 规定 一 个 指向 如 下 . 

考虑 拉 格 朗 日 流 形 上 的 某 简单 奇 点 . 在 此 点 在 构 形 空间 的 投影 附近 取 一 个 坐标 
系 q1,… ,gn. 令 poo ,pn 为 余 切 从 的 纤维 中 的 相应 坐标 . 在 此 奇 点 的 一 个 邻 域 中 ， 
可 以 把 拉 格 朗 日 流 形 看 成 变量 (p1, q2,… , gn) 的 矢量 函数 (q1,p2,… ,pn) 的 图 像 ( 当 
然 也 可 以 是 另 一 个 形状 类 似 的 矢量 函数 的 图 像 , 不 过 特殊 的 坐标 不 是 第 一 个 而 是 另 
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外 一 个 ). 


于 是 , 此 点 附近 的 奇 点 由 条 件 am =- 0 E X. 对 于 一 般 位 置 的 拉 格 朗 日 流 形 , 当 


从 奇 点 流 形 在 所 述 的 简单 厅 点 附近 的 一 侧 穿 到 另 一 侧 时 ,5 人 会 变 号 . 我 们 称 此 导数 
为 正 的 一 侧 为 正 侧 . 

要 注意 , 必须 证 明 在 不 同 点 附近 正方 向 之 定义 互相 一 致 . 此 外 , 也 必须 证 明 一 点 附近 正方 向 是 
适当 定义 的 , 即 与 坐标 系 无 关 . 这 些 都 可 以 用 直接 计算 来 做 到 ( 见 前 引 作 者 之 文 ). 

拉 格 朗 日 流 形 上 有 向 曲线 的 马 斯 洛 夫 指 数 定义 为 它 由 奇 点 流 形 的 负 侧 穿 到 正 侧 
的 次 数 减 去 相反 方向 穿 过 的 次 数 . 这 里 我 们 要 设 曲 线 的 端点 不 是 奇 点 , 而且 只 与 简 
单 奇 点 流 形 以 非 零 交角 相交 . 对 这 类 曲线 定义 了 指数 后 , 我 们 就 能 对 连接 两 个 非 奇 
点 的 任意 曲线 定义 指数 . 为 此 只 需 用 一 个 只 以 非 零 角 与 简单 奇 点 流 形 相交 的 曲线 去 
逼近 此 曲线 . 可 以 证 明 , 指数 不 依赖 于 逼近 曲线 的 选取 , 

问题 求 由 参数 0 < t < 22) 定向 的 圆 p = cos tq = sin t 在 相 平 面 之 拉 格 郎 日 流 形 
p +e = 1 中 的 指数 . 

答 十 2. 


最 后 , R” 中 的 相 曲线 的 莫 尔 斯 指数 可 定义 为 一 个 适当 的 (2n - 2) 维 相 空间 中 的 
一 个 (n 十 1) 维 拉 格 朗 日 流 形 上 曲线 的 马 斯 洛 夫 指数 , 我 们 可 取 (po, p; qo, a) ((5, 2) € 
R?) 为 此 空间 的 坐标 . d qo = t,po = —H(p,q) 而 (p,q) 在 R?” 的 一 个 n 维 拉 格 
朗 日 流 形 (由 原 流 形 经 相 流 作 用 在 时 间 上 后 得 出 ) E, 则 当 t 变化 时 , 民 2"+? 中 的 相应 
点 构成 一 个 (n + 1) 维 拉 格 朗 日 流 形 . 一 个 相 点 在 相 流 作 用 下 运动 的 图 像 可 以 视 为 
这 个 (n4- 1) 维 拉 格 朗 日 流 形 上 的 曲线 . 可 以 验证 此 图 像 的 马 斯 洛 夫 指数 就 是 原来 的 
相 曲 线 的 莫 尔 斯 指数 . 


C. 闭 曲 线 的 指数 


线性 相 空 间 的 拉 格 郎 日 子 流 形 上 的 闭 曲 线 的 指数 也 可 以 用 复 构造 来 计算 . 在 线 
性 相 空 间 R” = ((p,q)) 上 除了 辛 构造 dp ^ dq 外 , 我 们 再 引入 一 个 欧 氏 构造 (其 数 
量 积 平方 为 pP +g) 和 一 个 复 构造 , 其 中 乘 以 i 的 运算 定义 为 R” 上 的 同 构 I 如 下 : 


I:R?” >R”, I(p,g)=(-qp); z-p-iq T" = {2}. 


这 三 个 构造 之 间 有 关系 式 
[z, y] = (I2, y), 
方 括 弧 记 斜 数量 积 . 
相 空 间 中 保持 这 些 构造 的 任意 两 个 (从 而 也 保持 所 有 三 个 ) 的 线性 变换 称 为 西 
变换 . 这 种 变换 变 拉 格 朗 日 平面 为 拉 格 朗 日 平面 . 
每 个 拉 格 郎 日 平面 均 可 用 西 变换 从 另 一 个 (例如 方程 为 g = 0 的 实 平面 R”) 得 
出 . 此 外 变 实 平面 为 同一 拉 格 朗 日 平面 的 两 个 西 变换 A, B 相差 一 个 同时 为 正 交 变换 
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的 西 变换 : 
B-AC, CR =R". 


反之 , 先 作 一 个 正 交 变换 不 会 改变 此 平面 在 酉 变换 下 的 像 . 

现在 我 们 注意 正 交 变 换 的 行列 式 等 于 x1. 所 以 变 实 平面 为 一 已 知 的 拉 格 朗 日 
平面 的 西 变换 之 行列 式 的 平方 只 依赖 于 此 拉 格 朗 日 平面 而 与 西 变换 的 取 法 无 关 . 

在 作 了 这 些 初步 说 明之 后 , 我 们 再 回 到 拉 格 朗 日 流 形 及 其 上 的 有 向 闭 曲 线 . di 
线 上 的 每 一 点 都 有 一 个 平面 切 于 辛 矢量 空间 的 拉 格 朗 日 流 形 . 变 实 平面 为 此 切 平面 
的 酉 变换 之 行列 式 平方 是 一 个 模 为 1 的 复数 . 当 点 沿 闭 曲 线 运 动 时 , 这 个 复数 也 变 
化 . 绕 行 曲线 一 周 后 , 行列 式 的 平方 也 绕 复 平面 的 原点 绕 某 整数 周 , 这 里 规定 从 1 到 
i 是 正 向 . 这 整数 就 是 闭 曲 线 的 指数 . 

闭 曲线 的 指数 出 现在 定常 问题 (本 征 振动 ) 的 渐 近 公式 中 . 设 相应 于 位 能 U 的 
相 流 有 一 个 不 变 拉 格 朗 日 流 形 于 等 能 面 H = E E. 这 时 方程 


zAV = X(U() - E) 


有 一 系列 本 征 值 Aw — oo 且 有 渐 近 式 Ax = un + O(uy ), 只 要 对 拉 格 朗 日 流 形 上 
的 闭 周 界 y 我 们 有 同 余 式 


2UN 
T 


j pdq = ind'y(mod 4). 


Y 


在 一 维 情况 下 , 拉 格 朗 日 流 形 是 圆周 , 指数 为 2 上 述 公 式 就 化 为 所 谓 “ 量 子 化 


条 件 ” 
ux fria - t N+) 


5 

相应 于 这 些 本 征 值 的 本 征 函 数 也 与 拉 格 朗 日 流 形 有 联系 , 但 这 联系 不 这 么 简单 . 事实 上 我 们 
写 不 出 本 征 函 数 的 渐 近 公式 而 只 能 写 出 近似 地 满足 本 征 函 数 方程 的 函数 . 这 些 函 数 在 拉 格 朗 日 流 
形 对 构 形 空间 的 投影 之 外 很 小 . 渐 近 公式 在 投影 所 成 的 事 焦 面 附 近 有 奇 性 . 

然而 真正 的 本 征 函数 的 性 态 可 能 完全 不 同 , 至 少 当 本 征 值 是 重 的 或 接近 于 重 的 时 是 这 样 ( 参 
见 附录 10). 

马 斯 洛 夫 指 数 可 以 看 作 是 斯 图 姆 振动 理论 的 高 维 推广 . 请 参看 Arnold,V.I.,[22]. 
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拉 格 朗 日 奇 性 就 是 拉 格 朗 日 流 形 到 构 形 空间 的 投影 之 奇 性 ， 在 研究 哈密 顿 - 雅 
可 比方 程 的 整体 解 、 研 究 聚 焦 面 、 焦 点 或 共 印 点、 分 析 固 体 介质 中 间断 性 或 激 波 的 
传播 , 以 及 在 研究 短波 渐 近 (附录 11) 时 都 会 遇 到 这 种 奇 性 . 

为 了 描述 拉 格 朗 日 奇 性 , 我 们 必须 先 谈 一 谈 一 般 的 光滑 映射 的 奇 性 .我们 从 最 
简单 的 例子 开始 . 


A. 曲面 到 平面 上 的 映射 的 奇 性 


在 球面 到 平面 的 正 投 影 中 , 赤道 上 点 都 是 奇 点 (因为 
导数 之 秩 减少 1 而 成 为 1)， 结 果 在 投影 平面 上 形成 一 
个 曲线 ( 称 为 视 轮廓 ) 将 具有 不 同 个 数 的 原 像 点 的 区 域 分 
JF: 平面 上 视 轮廓 内 的 点 有 两 个 原 像 其 外 之 点 则 没有 
原 像 . 
“ 视 轮廓 ” 较 复杂 的 情况 可 能 有 更 复杂 的 奇 性 . 例如 
考虑 三 维 空间 (坐标 为 x,y,z) 中 由 方程 
z T=Yyz— 2 
图 245 惠 特 尼 皱 折 
给 出 的 曲面 (图 245) 以 及 它 的 平行 于 z 轴 到 (m, y) 平面 的 投影 . 
投影 的 奇 点 形成 曲面 上 的 光滑 曲线 (方程 为 322 = y). 然而 它 在 (x, y) 平面 上 
的 像 并 不 是 光滑 曲线 . 此 像 是 半 立 方 抛物 线 , 以 (0,0) 为 尖 点 , 方程 为 


272? = 4y’. 
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这 曲线 将 平面 分 为 两 部 分 : 较 小 的 ( 尖 点 内 ) 部 分 和 较 大 的 ( 尖 点 外 ) 部 分 . 在 
较 小 部 分 内 每 一 点 上 方 有 曲面 上 的 三 个 点 , 在 较 大 部 分 每 一 点 的 上 方 只 有 一 点 . 

我 们 现在 考虑 曲面 的 小 变形 . 可 以 证 明 与 此 曲面 相近 的 任意 曲面 , 投影 的 视 轮 
廓 都 有 类 似 的 奇 性 ( 半 立 方 尖 点 ) 位 于 接近 于 原 曲 面 的 视 轮廓 的 尖 点 处 . 换言之 ,这 
个 奇 性 不 可 能 由 曲面 的 小 扰动 消除 , 

更 进一步 , 也 可 以 不 对 曲面 作 变形 , 而 任意 变动 曲面 到 平面 的 映射 本 身 (而 不 再 
问 它 是 否 投 影 ), 但 要 求 它 仍 是 光滑 的 , 而 且 变 形 很 小 . 可 以 证 明 : 对 于 这 样 的 变形 尖 
点 也 不 会 消失 而 只 会 稍微 变形 . 

这 里 提出 的 例子 已 经 穷尽 了 曲面 到 平面 的 映射 所 有 典型 的 奇 性 . 可 以 证 明 所 有 
更 复杂 的 奇 性 都 可 用 小 扰动 消除 . 所 以 , 对 任意 光滑 映射 稍 加 变形 , 我 们 总 可 以 做 到 
在 曲面 任 一 点 的 邻 域 中 , 映射 或 者 没有 奇 性 , 或 者 在 构造 上 类 似 于 球面 赤道 附近 到 
平面 的 正 投 影 , 或 者 在 构造 上 类 似 于 上 述 曲面 的 在 视 轮廓 上 有 立方 尖 点 的 投影 映射 . 

“构造 上 类 似 于 ”是 指 , 在 原 像 曲面 和 像 平面 上 , 可 以 选 局 部 坐标 (在 我 们 的 点 及 
其 像 附近 ), 使 在 这 些 坐标 下 映射 可 以 写成 特别 的 方式 . 具体 说 , 曲面 到 平面 的 映射 在 
上 述 三 种 点 附近 可 以 化 成 的 标准 形式 是 yi = zi, yo = za ( 非 奇 点 ), y = vb oo = v2 
(如 球面 赤道 处 那样 的 折 符 ), yi = ziza — 21, yo = za ( 视 轮 廓 上 有 光 点 的 “ 皱 折 ”). 
这 里 (z1,z2) 是 原 像 的 局 部 坐标 , (y1,y2) 是 像 的 局 部 坐标 . 

这 个 定理 的 证 明 (属于 惠 特 尼 (H.Whitney)) 及 其 高 维 推广 可 以 在 光滑 映射 奇 点 
理论 的 书 中 找到 , 例如 Arnold[8]; Arnold, Varchenko,Gusein-zade[1]; Thom and Levi- 
ne[1]; Golubitsky and Guillemin[1]. 


B. 拉 格 朗 日 流 形 投影 的 奇 点 


我 们 现在 考虑 一 个 n 维 构 形 空间 , 相应 的 2n 维 相 空间 和 一 个 n 维 拉 格 朗 日 子 
流 形 ( 即 一 个 ” 维 子 流 形 而 在 其 上 定义 相 空 间 的 辛 构造 的 2- 形 式 恒 为 零 ). 

将 拉 格 朗 日 子 流 形 投影 到 构 形 空间 上 , 我 们 即 得 一 个 n 维 流 形 之 间 的 光滑 映射 
在 绝 大 多 数 点 上 , 它 是 局 部 微分 同 胚 , 但 在 拉 格 朗 日 流 形 的 某 些 点 上 , 其 微分 的 秩 下 
降 . 这 些 点 称 为 奇 点 . 在 奇 点 集 到 构 形 空间 的 投影 下 , 形成 一 个 “ 视 轮廓 ” 称 为 拉 格 
朗 日 情况 下 的 聚焦 面 . 

聚焦 面 可 能 有 复杂 的 奇 性 ; 然而 和 在 通常 的 光滑 映射 的 奇 点 理论 中 一 样 ,可 以 
用 小 扰动 来 除去 太 复杂 的 奇 性 (这 里 所 谓 小 扰动 是 指 拉 格 朗 日 流 形 在 相 空 间 中 的 小 
变形 而 仍 保持 其 为 拉 格 朗 日 流 形 ). 

这 以 后 只 留 下 最 简单 的 不 可 去 奇 性 , 我 们 可 以 写 出 它们 的 标准 形式 而 且 可 以 一 
劳 永 逸 地 研究 它们 . 当 考虑 一 般 位 置 的 问题 而 不 具有 任意 特殊 的 对 称 性 时 ， 自 然 可 
以 设想 将 只 出 现 这 些 最 简单 的 不 可 去 奇 性 . 

例如 , 考虑 由 一 个 点 源 发 出 而 被 一 个 光滑 的 弯曲 曲面 在 墙 上 反射 (这 里 四 维 相 
空间 是 由 以 一 切 方 向 与 墙 表面 相交 的 直线 构成 的 , 拉 格 朗 日 子 流 形 则 由 从 光源 发 出 
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的 光线 与 墙 表 面相 交 而 成 ) 形成 的 聚焦 面 . 移动 光源 , 我 们 可 以 看 到 , 聚焦 面 一 般 只 
有 简单 的 奇 点 ( 半 立 方 尖 点 ), 而 更 复杂 的 奇 点 只 有 当 光 源 在 特殊 的 例外 的 位 置 时 才 
出 现 . 

我 们 下 面 将 在 n < 5 时 给 出 2n. 维 相 空间 的 n 维 拉 格 朗 日 子 流 形 到 n 维 构 形 
空间 上 的 投影 的 奇 点 之 标准 形式 . 这 些 标 准 形 有 有 限 多 个 而 且 (以 相当 神秘 的 方式 ) 
与 简单 李 群 、 函 数 的 简单 退化 临界 点 、 正 多 面体 和 许多 其 他 东西 的 分 类 有 关 .m > 6 
时 某 些 奇 点 的 标准 形 必然 含有 参数 . 更 详细 的 细节 可 以 参看 以 下 诸 文 : 

Arnold[10] Æ V. I. Arnold, Critical points of smooth functions and their normal 
forms. YMH 30:5(1975). 


C. 维 数 n < 5 的 拉 格 朗 日 流 形 的 投影 之 典型 奇 点 的 标准 形式 表 


我 们 将 用 以 下 的 记号 : (q1,… , gn) 是 构 形 空间 的 坐标 ; (pi, --- ,pn) 是 相应 的 动 
TÉ. 于 是 p,q 合 起 来 成 为 相 空 间 的 辛 坐标 系 . 
我 们 将 用 一 生成 函数 F, 由 


给 出 一 个 拉 格 朗 日 子 流 形 , 这 里 的 指标 i 遍 取 {1,… ,n} 某 个 子 集 中 的 值 ,i 取 其 余 
集中 之 值 .i = 1,7 > 1 的 奇 性 在 表 中 用 A, 表示 ,i = 1,2,; > 2 的 用 Dr, Ex 表示 . 

用 这 样 的 记号 , 同一 个 式 子 F(pi, qj) 可 以 认为 是 表示 了 不 同 维 数 空间 中 的 拉 格 
朗 日 流 形 ; 我 们 可 以 添上 任意 多 个 变 元 qj 而 F 实际 上 不 依赖 于 它 . 

典型 奇 性 的 标准 形式 表 如 下 : 当 n= 1 时， 


A:F=p, A: F= xpi; 
n = 2 时 , 除 上 述 两 个 以 外 还 有 
As : F = cpi gop?; 
n = 3 时 , 除 前 三 个 以 外 还 有 


44 :已 一 +p% + qar? + q2P1, 
Da : F = +p?p2 t p$ + dap; 


n= 4 时, 除了 以 上 五 个 以 外 还 有 


As:F= +p? + qapi + qap} 十 qp, 
D5: F = +p?pz +p + qup? + 9ap2; 
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n-5Bf, 除了 以 上 七 个 以 外 还 有 


As : F = tpi + gsp] +- + dapi 
De : F = +p?p2 + p3 + dsp3 + 94p3 + 43P2; 
Es : F = +p} + på + gsp1p3 + qapıp2 十 ga72. 
D. 标准 形式 的 讨论 
Ai 型 的 点 是 非 奇 异 的 . 
Aa 型 的 奇 性 是 折 释 奇 点 . 若 取 (pi qz,… ,qn) 为 拉 格 朗 日 流 形 上 的 坐标 , 则 投 
影 映射 可 写 为 
(p1, go , an) 一 (+3p1, q2,** , qn). 
As 型 的 奇 性 是 在 视 轮廓 上 有 半 立 方 尖 点 的 皱 折 . 为 了 看 清 这 一 点 , 只 需 把 相应 
的 由 二 维 拉 格 朗 日 流 形 到 平面 的 映射 写 出 来 就 行 了 : 


(pl q2) 一 (+4p} + 2gopi, q2). 


图 246 三 维 空间 中 聚焦 面 的 典型 奇 点 


44 型 的 奇 性 在 三 维 情况 第 一 次 出 现 , 相应 的 聚焦 面 由 三 维 空间 的 一 个 曲面 (图 
246) 表示 , 它 有 一 个 称 为 “燕尾 ”的 奇 点 (我 们 已 在 节 46 见 过 它 ). 

三 维 空间 中 有 D4 型 奇 点 的 聚焦 面 可 用 一 个 具有 三 个 尖 点 型 棱 (As 型 且 切 于 一 
点 ) 的 曲面 来 表示 ; 这 些 尖 点 型 的 棱 中 有 两 个 可 能 是 虚 的 , 所 以 D4 型 聚焦 面 有 两 种 
式样 . 


E. 拉 格 朗 日 等 价 性 

我 们 现在 必须 说 明 以 上 提出 的 例子 在 什么 意义 下 是 拉 格 朗 日 流 形 之 投影 的 典型 
奇 性 的 标准 形式 . 首先 我 们 要 定义 哪些 奇 性 应 看 作 “ 构 造 相同 ”. 

拉 格 朗 日 流 形 到 构 形 空间 上 的 投影 映射 简称 为 拉 格 朗 日 映射 . 设 有 两 个 同 为 n 
维 的 流 形 的 拉 格 朗 日 映射 (相应 的 拉 格 朗 日 流 形 一 般 说 来 位 于 不 同 的 相 空 间 中 , 它 
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们 是 不 同 构 形 空间 的 余 切 从 ). 如 果 有 这 两 个 相 空 间 的 辛 微分 同 胚 把 第 一 个 余 切 丛 的 
纤维 变 为 后 一 个 的 纤维 并 把 第 一 个 拉 格 朗 日 流 形变 为 第 二 个 , 就 说 这 两 个 拉 格 朗 日 
映射 是 拉 格 朗 日 等 价 的 . 这 个 辛 微分 同 胚 称 为 拉 格 衣 日 等 价 映射 

我 们 要 注意 , 两 个 拉 格 朗 日 等 价 的 拉 格 朗 日 映射 可 以 用 原 像 空间 和 像 空间 的 微 
分 同 胚 互 变 (或 者 如 在 分 析 学 中 的 说 法 , 用 原 像 空间 和 像 空间 的 坐标 变换 互 变 ), 事 
实 上 把 上 述 辛 微分 同 胚 限制 在 拉 格 朗 日 流 形 上 就 给 出 原 像 之 间 的 微分 同 胚 , 又 因为 
纤维 映 为 纤维 , 所 以 又 得 到 像 空间 的 微分 同 胚 . 

特别 是 , 两 个 拉 格 朗 日 映射 的 聚焦 面 是 微分 同 胚 的 , 因此 按 拉 格 朗 日 等 价 性 作 
的 分 类 就 给 出 聚焦 面 的 一 个 分 类 . 然而 按 拉 格 朗 日 等 价 性 的 分 类 比 聚 焦 面 的 分 类 细 ， 
因为 聚焦 面 的 微分 同 胚 一 般 地 并 不 一 定 给 出 映射 的 拉 格 朗 日 等 价 性 . 此 外 按 拉 格 朗 
日 等 价 性 的 分 类 比 原 像 和 像 就 微分 同 胚 的 分 类 也 细 , 因为 并 不 是 每 一 对 微分 同 胚 都 
是 由 相 空间 的 辛 微分 同 胚 实现 的 . 

在 某 个 选 定 的 点 的 邻 域 中 的 拉 格 朗 晶 映射 称 为 在 该 点 拉 格 朗 日 等 价 于 另 一 个 拉 
格 朗 日 陕 射 (也 有 一 个 选 定点 ), 如 果 有 第 一 个 映射 在 第 一 点 的 某 个 邻 域 到 第 二 点 的 
某 个 邻 域 上 的 第 二 个 映射 的 拉 格 朗 日 等 价 性 , 而 且 变 第 一 点 为 第 二 点 . 

现在 我 们 就 能 提出 维 数 < 5 时 的 拉 格 朗 日 映射 奇 点 的 分 类 定理 . 

每 一 个 n 维 拉 格 朗 日 流 形 (n < 5) 都 可 以 用 拉 格 朗 日 流 形 类 中 的 任意 小 扰动 变 
成 这 样 的 , 使 得 到 构 形 空间 上 的 投影 在 每 一 点 都 拉 格 朗 日 等 价 于 以 上 列 出 的 拉 格 朗 
日 映射 之 一 . 

特别 是 , 一 个 二 维 拉 格 朗 日 流 形 可 以 在 拉 格 朗 日 流 形 类 中 用 任意 小 扰动 变 到 “一 
般 位 置 ", 而 使 得 到 (二 维 ) 构 形 空间 的 投影 映射 除 折 秋 ( 它 可 用 拉 格 朗 日 等 价 映射 化 
为 标准 形式 A3) 或 皱 折 (可 用 拉 格 朗 日 等 价 映射 化 为 标准 形式 As) 外 没有 奇 点 . 

我 们 注意 , 这 个 关于 二 维 拉 格 朗 日 映射 的 结论 不 是 由 一 般 的 ( 非 拉 格 朗 日 ) 映射 之 分 类 定理 得 
来 的 . 首先 , 拉 格 朗 日 映射 只 是 一 切 光滑 映射 中 很 特殊 的 一 类 , 所 以 它们 可 以 有 ( 当 n > 2 时 确实 
有 ) 典型 的 奇 点 而 对 一 般 形 式 的 映射 则 非典 型 的 奇 点 , 其 次 , 可 以 用 原 像 和 像 的 微分 同 胚 化 为 标准 
形式 并 不 意味 着 可 以 用 拉 格 朗 日 等 价 性 化 为 标准 形式 ， 

这 样 , 一 个 在 一 般 位 置 的 二 维 拉 格 朗 日 流 形 的 聚焦 面 只 可 能 有 半 立 方 尖 点 (和 
ERRAZA) 的 奇 点 . 所 有 更 复杂 的 奇 点 都 会 在 拉 格 朗 日 流 形 的 小 扰动 下 消失 , 而 所 
得 出 的 聚焦 面 的 尖 点 和 自 交点 用 小 扰动 就 再 不 能 消除 而 只 能 稍 加 变形 . 

奇 点 的 标准 形式 A, Da, --- 也 能 类 似 地 用 来 研究 高 维 拉 格 朗 日 流 形 的 聚焦 面 和 
研究 含 参数 的 低 维 拉 格 朗 日 流 形 的 聚焦 面 当 参 数 变动 时 的 发 展 . 

本 池 的 公式 在 勒 让 德 奇 点 的 理论 即 波 前 的 奇 点 、 勒 让 德 变换 、 包 络 以 及 凸 包 等 等 的 理论 中 都 
可 找到 其 他 应 用 。 拉 格 朗 日 和 勒 让 德 奇 点 的 理论 不 仅 可 以 直接 应 用 于 几何 光学 和 振荡 积分 的 渐 
近 理论 , 而 且 可 以 应 用 于 变 分 法 、 非 线性 偏 微 分 方程 的 间断 解 、 优 化 问题 、 追 逐 问题 等 等 。 多 姆 
(R.Thom) 对 奇 点 理论 、 分 枝 理论 及 其 应 用 给 出 了 一 个 总 的 名 称 :“ 突 变 理 论 ”. 
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函数 除了 有 经 典 的 泊 松 括 弧 外 , 还 有 更 一 般 的 (退化 的 ) 括 弧 . 一 个 典型 的 例子 
是 角 动 量 矢量 的 分 量 Mi; 的 函数 F 与 G 的 泊 松 括 弧 :{ 了 6G} =E du 8M; (Mi Mi}. 
这 种 退化 的 括 弧 可 以 看 作 是 在 一 族 辛 流 形 上 的 函数 的 一 族 通 常 的 括 弧 . 然而 这 些 族 
一 般 说 来 是 有 奇 性 的 ( 即 非 叶 层 构造 ); 其 中 含有 不 同 维 数 的 辛 流 形 ( 即 为 叶 ), 而 用 
包含 空间 已 给 的 退化 泊 松 括 弧 的 光滑 性 条 件 联结 起 来 (在 上 面 给 出 的 例 中 , 叶 就 是 同 
心 球面 和 中 心 ). 

在 这 个 附录 中 , 我 们 将 要 给 出 有 限 维 流 形 上 的 泊 松 构造 的 最 简单 的 基本 性 质 . 然 
而 应 该 记 住 , 在 应 用 中 (特别 是 在 连续 介质 的 数学 物理 问题 的 应 用 中 ), 时 常会 遇 到 
无 限 维 流 形 上 的 泊 松 构造 , 其 叶 ( 辛 空间 ) 或 为 有 限 维 , 或 有 有 限 余 维 . 


A. 泊 松 流 形 


流 形 上 的 泊 松 构造 , 即 其 上 的 光滑 函数 空间 的 李 代数 构造 〈 即 它们 的 斜 对 称 且 
满足 雅 可 比 条 件 的 “ 泊 松 括 弧 "), 使 得 算 子 adafa, }( 即 与 一 固定 函数 作 泊 松 括 
绝 而 成 的 缩 并 运算 ) 是 沿 某 个 矢量 场 v 求 导 的 运算 . 

这 时 , 矢量 场 称 为 以 a 为 哈密 顿 函数 的 哈密 顿 和 所 量 场 . 映射 a vs 是 函数 的 李 
代数 到 矢量 场 的 李 代数 的 同 态 . 具有 泊 松 构造 的 流 形 就 称 为 泊 松 流 形 . 

泊 松 流 形 上 的 两 个 点 若 能 用 哈密 顿 场 的 相 曲 线段 作 折线 联结 起 来 , 就 称 为 等 价 
的 . 等 价 的 点 的 类 称 为 泊 松 流 形 的 叶 . 

泊 松 流 形 上 的 每 一 点 上 之 所 有 可 能 的 哈密 顿 场 矢量 构成 一 个 矢量 空间 ,即时 的 
切 空 间 . 所 以 叶 是 光滑 流 形 , 但 它们 一 般 是 非 闭 的 而 且 有 不 同 维 数 . 

李 代 数 (有 限 维 的 ) 之 对 偶 空 间 是 泊 松 流 形 的 经 典 的 例子 (FE 1890 年 明显 地 
指出 了 它 , 但 是 实质 上 雅 可 比 已 考虑 过 了 ). 代数 本 身 的 元 可 以 看 作 是 此 空间 上 的 线 
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性 函数 . 泊 松 构造 可 以 看 成 是 李 代 数 构造 由 光滑 函数 空间 的 这 个 有 限 维 子 空间 ( 即 
对 偶 于 原来 的 李 代数 的 空间 ) 向 光滑 函数 的 全 空间 的 拓展 . 这 种 拓展 是 存在 的 且 为 
唯一 : 车 wi,… ,wn 是 原来 的 李 代数 的 基底 , 则 


Oa Ob 
TOETER 8; Bs e il 李 : 


在 此 例 中 , 叶 就 是 李 群 在 其 李 代 数 的 对 偶 中 的 余 伴随 表示 的 轨道 . 

泊 松 流 形 的 每 个 叶 都 有 自然 的 辛 构造 ( 即 在 叶 上 的 闲 的 非 退 化 的 2- 形 式 ). 其 定 
义 如 下 : 在 叶 的 一 点 上 考虑 两 个 哈密 顿 场 矢量 . 所 求 的 2- 形 式 在 这 一 对 矢量 上 之 值 ， 
即 定义 为 它们 的 哈密 顿 函 数 在 该 点 的 泊 松 括 弧 之 值 (此 值 并 不 作 依赖 于 哈密 顿 函数 
的 选取 , 而 仅 依赖 于 此 矢量 ). 此 形式 在 叶 上 的 闭 性 可 以 由 雅 可 比 恒等式 得 出 , 而 其 
非 退 化 性 则 可 由 下 面 的 事实 得 出 一 一 若 任意 函数 沿 某 矢量 之 导数 均 为 零 , 则 此 矢量 
必 为 零 矢量 ). 哈密 顿 场 的 相 流 恒 保 持 叶 上 的 辛 形式 不 变 . 

FE, 泊 松 流 形 的 叶 均 为 偶数 维 的 , 它 可 以 看 成 辛 流 形 (一 般 说 来 其 维 数 不 同 ) 
之 并 , 其 辛 构造 则 由 包含 空间 的 泊 松 括 弧 之 光滑 性 协调 起 来 . 

例如 在 群 SO(3) 的 余 伴 随 表示 的 轨道 ( 心 在 原点 的 球面 ) 上 , 可 以 选 出 协调 的 
达 布 局 部 坐标 : 在 非 原点 处 的 邻 域 中 , 在 适当 的 局 部 坐标 下 , 泊 松 构造 的 形状 可 以 是 
(z,y) = L(z,y) = (yz) = 0. 角 动量 空间 的 泊 松 构造 的 这 个 标准 形式 在 多 体 问题 
的 消除 结 点 过 程 中 用 起 来 很 方便 (请 参看 Arnold V. L [3] 的 IIL.5.5 1). 

雅 可 比 就 已 认识 到 , 任意 哈密 顿 系统 的 首次 积分 的 (经 典 的 ) 泊 松 括 弧 可 以 看 作 
一 个 泊 松 构造 (上 文 第 VI 章 , 81 第 3 段 就 讨论 了 这 个 构造 ). 

在 对 偶 于 李 代 数 的 空间 上 , 作出 泊 松 构造 , 又 得 到 一 个 李 代 数 . 所 以 这 种 作法 可 
以 重复 下 去 , 得 到 整个 一 系列 新 的 (无限 维 ) 泊 松 构造 . 更 为 一 般 地 , 设 在 流 形 上 已 给 
出 某 个 泊 松 构造 . 这 时 , 这 个 流 形 上 的 函数 空间 就 有 了 一 个 李 代 数 的 构造 . 这 意味 着 
这 一 函数 空间 的 对 偶 空 间 有 泊 松 构造 (作为 这 一 函数 李 代数 之 对 偶 空间 ) 函数 空间 
的 对 偶 空间 的 元 素 可 以 解释 为 原 流 形 上 的 分 布 . 这 样 , 泊 松 流 形 上 (例如 在 辛 相 空 间 
上 ) 的 分 布 空间 就 有 了 自然 的 泊 松 构造 有 了 这 一 构造 , 就 可 以 对 弗 拉 索 夫 类 型 的 方 
程 应 用 哈密 顿 形式 化 , 这 种 方程 描述 了 粒子 在 它们 自己 产生 的 场 的 作用 下 其 布 分 的 
演化 . 


B. 泊 松 映射 


设 已 给 两 个 泊 松 流 形 . 由 其 一 到 另 一 个 的 映射 如 果 与 泊 松 构造 相 容 ( 即 对 第 二 
个 流 形 上 的 一 对 函数 之 在 第 一 个 流 形 上 之 拉 回 的 泊 松 括 弧 等 于 泊 松 括 弧 之 拉 回 ), 就 
称 此 映射 为 泊 松 映射 . 

例如 泊 松 流 形 的 每 一 个 辛 叶 的 租 入 映射 就 是 一 个 泊 松 映射 . 

泊 松 流 形 的 直 积 有 自然 的 泊 松 构造 , 而 由 直 积 到 每 个 直 积 因子 的 射影 都 是 泊 松 
映射 (函数 由 不 同 因子 到 直 积 上 的 拉 回 之 泊 松 括 弧 为 零 ). 
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李 证 明了 , 所 有 泊 松 流 形 局 部 地 ( 即 在 辛 叶 之 维 数 为 局 部 常 值 的 点 附近 , 例如 在 
秩 为 局 部 最 大 的 一 般 点 的 邻 域 中 ) 均 可 分 解 为 一 个 辛 叶 与 其 上 所 有 的 泊 松 括 弧 均 为 
0 的 补 空间 之 直 积 . 

在 这 样 的 邻 域 中 可 以 引入 坐标 pi qi cj, 使 得 p 与 g 具有 通常 的 辛 泊 松 括 弧 , 而 
每 个 函数 cj 与 任意 函数 的 泊 松 括 弧 均 为 0. 在 物理 学 中 , 坐标 pi 与 qi 称 为 克 菜 布 
什 变量 0), 而 ci 称 为 卡 西 米尔 函数 . ( 克 莱 布什 引信 人 他 的 变量 是 为 了 对 理想 流体 的 流 
体 动 力学 作 哈密 顿 描述 ,而 卡 西 米尔 则 是 为 了 考虑 一 已 给 的 李 代数 之 对 假 空间 上 的 
函数 的 李 代数 的 中 心 子 群 ). 

在 泊 松 流 形 的 非 一 般 位 置 的 点 上 , 辛 叶 之 维 数 要 小 于 一 般 位 置 点 的 辛 叶 的 维 数 . 
在 泊 松 流 形 的 这 种 点 附近 必 可 表 为 两 个 因子 之 直 积 2), 其 一 是 此 点 在 其 辛 叶 上 的 邻 
Ji, 另 一 个 是 在 一 个 具有 余 维 数 的 泊 松 的 一 个 指定 点 的 邻 域 . 换言之 在 泊 松 流 形 的 最 
小 横 截 流 形 上 必 有 一 局 部 泊 松 构造 ( 除 相关 一 个 微分 同 胚 外 是 唯一 的 ) 一 一 即 所 谓 
横 截 泊 松 构造 ( 见 Weinstein A. The local structure of Poisson manifolds. J. of Diff. 
Geom. 1983, V.18, 523—.557)O. 在 横 截 构造 中 , 所 有 的 泊 松 构造 在 该 点 (坐标 原点 ) 
HAF. 这 个 构造 可 由 坐标 的 泊 松 括 弧 给 出 . 这 种 括 弧 的 泰勒 级 数 开始 各 项 是 


{zay} = 》 moss 


这 里 cb, 是 有 限 维 李 代 数 ( 即 线性 横 截 构造 ) 的 构造 常数 . 

自然 产生 一 个 问题 : 可 否 通过 适当 坐标 系 以 消去 泰勒 级 数 的 高 阶 项 ? 

横 截 构造 的 形状 问题 早 由 作者 在 上 引文 VI.1.3 中 讨论 过 了 . 

如 果 线 性 化 代数 是 半 单 的 , 而 泊 松 构造 是 解析 的 , 则 可 用 解析 的 坐标 变换 消去 
泰勒 级 数 的 高 阶 项 ( 见 Conn J. Linearization of analytic Poisson structure. Annals of 
Math. 1984, V.119, 577~601). 当 李 群 为 紧 时 , 类 似 的 结果 在 光滑 情况 下 也 成 立 . 

A. Weinstein 先前 在 对 形式 级 数 证 明 类 似 结果 时 , 提出 了 一 个 猜想 , 即 为 了 消除 
级 数 的 非 线 性 项 , 半 单 是 必要 的 . 然而 在 研究 平面 上 (一 般 的 则 是 在 余 秩 为 2 的 构造 
E) 的 泊 松 构造 之 奇 点 时 , 则 得 到 了 不 同 的 结论 . 


C. 平面 上 的 泊 松 构造 


从 微分 几何 的 观点 看 来 , 泊 松 构造 是 由 流 形 上 的 光滑 的 双 矢 量 场 给 出 的 . 事实 
E, 在 每 一 点 , 泊 松 括 弧 对 于 一 对 余 切 矢 量 都 给 以 一 个 数 . 所 以 它 是 切 空间 上 的 外 二 
次 形式 的 截 口 , 即 双 矢 量 场 . 


外 注意 ， Givental 指出 , 本 文 定理 3.1 不 正确 ( 英 译 者 注 , 进一步 的 讨论 可 见 Weinstein A. Lie 


algebras and Poisson structure. Astérisque. 1985, 257~271). 


D X, X Ag 4-33 — in RU FAEERE E VAI Fe CA T E VAL BS PLA p. 
英 译 者 注 
中 译 者 注 


2) 原 文 作 直 和 . 英 译本 也 是 直 积 , 
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雅 可 比 恒等式 表示 这 个 双 矢 量 场 的 某 种 “封闭 性 ”. 在 二 维 流 形 上 这 个 封闭 性 条 
件 总 是 自动 满足 的 , 所 以 平面 上 的 任意 光滑 双 矢 量 场 都 会 给 出 泊 松 构造 . 这 个 情况 
使 我 们 在 对 平面 上 的 泊 松 构造 分 类 时 , 可 以 应 用 通常 的 关于 一 般 位 置 的 考虑 (例如 
横 截 性 等 等 ). 在 坐标 x,y 中 双 矢 量 场 可 以 表 为 1 (ôs ^9,), 其 中 f£. 为 光滑 函数 . 38 
应 的 泊 松 构造 则 由 条 件 
{x,y} = f(x.) (1) 
决定 . 
平面 上 的 泊 松 构造 也 可 用 2- 微 分 形式 dz ^ dy/ f 来 定义 . 这 个 微分 形式 和 双 矢 
量 场 一 样 是 不 变 地 与 泊 松 构造 相 联系 的 , 但 与 后 者 不 同 , 它 在 曲线 f = 0 上 有 极 奇 
性 . 这 时 的 叶 是 : 曲线 f = 0 上 的 点 以 及 此 曲线 在 平面 上 的 余 集 0. 曲线 /= 0 上 之 
点 称 为 泊 松 构造 的 奇 点 . 在 非 奇 点 的 邻 域 中 , 平面 上 的 泊 松 构造 可 以 化 为 标准 形式 
(zyb-1 
平面 上 的 泊 松 构造 在 奇 点 附近 奇 性 的 分 层 之 开始 部 分 如 下 : 
Ao 一 4 一 4 一 4 一 4 — A$ — As — AȘ e| Ag e 
N SOON SOON 
DX? — pe — D£^ — pe — D8? e... 
N SOON 
Es — EŞ + 一 Eg 
图 中 每 一 个 字母 都 表示 一 个 泊 松 构造 , 它 在 适当 的 坐标 系 (以 所 考虑 的 奇 点 为 原点 ) 
下 可 以 写成 {x,y} = f, 函数 f 则 由 下 表 给 出 : 
Aw | Aa | Da | 


z? 十 2k z? + 4 ETT 3 p + 5 
1 十 az y mem y 


定理 二 维 流 形 上 的 泊 松 构造 或 者 在 每 点 附近 均 可 化 为 上 表 中 所 列 的 标准 形式 
之 一 , 或 者 属于 泊 松 构造 空间 的 一 个 余 维 数 为 8 的 集合 . 

因此 , 一 般 位 置 的 泊 松 构造 在 每 一 点 附近 或 者 可 化 为 标准 形式 (m, y) = 1( 非 奇 
点 ), 或 {x,y} = y(Ao 点 ). 在 一 位 置 的 单 参数 族 中 还 对 构造 的 参数 的 个 别 值 会 遇 到 
Ai(z,y) =b: (22 +42), b 4 0; 在 二 参数 族 中 会 遇 到 A, 等 等 . 

iki 在 二 维 情况 下 , 所 有 的 泊 松 构造 构成 一 个 线性 空间 , 所 以 可 以 谈 得 上 一 般 位 置 的 构造 
或 族 , 即 指 属 于 构造 (或 族 ) 的 空间 的 一 个 处 处 稠密 开 集 中 之 构造 (或 族 ). 在 三 维 或 更 高 维 空间 中 
的 泊 松 构造 的 分 类 问题 , 从 一 般 位 置 的 观点 来 看 , 不 能 唯一 地 提出 , 因为 所 有 这 些 构造 并 不 构成 一 
个 单一 的 流 形 (可 以 找到 “不 同 维 数 ”的 分 支 , 如 李 代 数 的 分 类 一 样 ). 

1 英 译本 在 余 集 二 字 后 加 上 了 “之 联通 分 支 " 字样 . 一 一 中 译 者 注 
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$2 Ao 型 构造 {x,y} = y 是 直线 的 仿 射 变换 群 之 李 代数 的 对 偶 空间 上 的 标准 的 泊 松 构造 . 
这 个 构造 是 在 1965 年 研究 群 上 的 左 不 变 度 量 之 欧 拉 方 程 时 遇 到 的 (在 这 个 情况 下 即 半 平面 上 的 
罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 )， 当时 就 已 看 到 这 构造 是 稳定 的 , 而 且 局 部 等 价 于 任意 的 形 为 (my) ys 
的 构造 , 这 里 ... 表示 高 阶 项 . 这 个 (显然 的 ) 事实 与 A. Weinstein 的 前 面谈 到 的 一 个 猜想 矛盾 ， 
按 此 猜想 , 用 形式 坐标 变换 即 可 除去 任意 高 阶 项 , 这 种 可 能 性 乃 是 半 单 李 代 数 的 对 偶 空间 上 的 线 
性 泊 松 构造 所 特有 的 . 

注 3 上 表 中 的 参数 a,b 是 模 ( 即 连续 依赖 于 此 构造 的 不 变量 ). 更 准确 些 说 , 等 价 于 某 一 构 
造 的 诸 构 造 , 当 参 数 变动 时 只 会 遇 到 有 限 多 次 . 于 是 即使 在 平面 上 的 一 般 位 置 的 单 参数 族 中 , 也 会 
遇 到 具有 连续 统 势 那么 多 互相 不 局 部 等 价 的 泊 松 构造 . 

上 表 中 的 分 式 也 可 以 换 成 多 项 式 , 但 这 样 做 不 其 方便 . 分 子 中 模 的 个 数 比 曲线 
f =0 的 不 可 约 分 支 数 少 1. 这 个 情况 并 非 偶然 . 平面 上 的 泊 松 构造 的 一 种 不 变量 是 
按 形式 dz ^dy/f 作出 的 留 式 (residue)( 先 在 每 个 分 支 上 计算 留 式 , 再 在 原点 计算 其 
留 数 ). 各 个 分 支 的 留 式 之 和 为 0. 所 以 模 的 数目 要 比分 支 的 数目 少 1. 


D. 体积 形式 之 割 


平面 上 的 泊 松 构造 的 分 类 可 以 看 成 是 f(dz ^dy) ^ 型 的 微分 形式 的 分 类 . 更 一 
般 地 说 , 考虑 形 为 


f(dz)? = f(zi,--- ,za)(dz1 ^--- A dEn)? (2) 


的 形式 也 是 有 意义 的 , 这 里 a 是 一 般 取 复 值 的 定数 . 这 种 形式 的 分 类 及 其 变形 , dE 
一 维 情况 不 久 前 由 B. II. Kocros 得 出 , 他 解释 了 a 的 共振 值 ( 即 某 些 负 有 理 值 的 作 
FH) (Bynarn. anann n ero npun. 1984. T.18, Bam.4. 81~82). 

例如 , 共振 情况 ”= 1 a = -1 相应 于 直线 上 的 矢量 场 之 奇 点 及 其 分 校 的 分 类 ， 
即 微分 方程 $ = v(x) 的 奇 点 及 其 解 的 有 限 参 数 族 之 分 枝 . 一 般 位 置 的 单 参数 族 可 以 
对 于 光滑 (全 纯 ) 地 依赖 于 参数 的 变量 x 作 光 滑 (全 纯 ) 的 变量 变换 与 参数 变换 化 为 
i =x? +e +t eler? (对 于 k 个 参数 的 情况 , 相应 的 微分 方程 是 之 = zk+l pert 
十 … 十 Ek 十 c(g)a2 e*t), 

C. JIaaao 对 任意 的 n 与 a 研究 了 非 共振 情况 : 他 指出 , 函数 f 的 几 平 每 一 个 
WA (versal) WÉ), 在 乘 以 (dz)? 后 , 只 要 a 是 非 共振 的 , 都 定义 微分 形式 的 一 个 
WATE (dysko. aHaJI3 n ero nupun. 1985. T.19, Bem.2. 78~79). 

o = —1 时 的 情况 对 于 泊 松 构造 是 有 意义 的 ,一 般 说 来 它们 是 共振 的 .除了 如 
(2) 那样 的 体积 形式 的 寡 , 我 们 还 将 对 以 下 形状 的 微分 形式 分 类 : 


1 
8 => 
f'à, Boc. (3) 


它 显 然 等 价 于 形式 (2) 的 分 类 . 


1 关于 遍 有 变形 请 参看 Arnold V. L, Varchenko A. N., Gusein-Zade, S. M. [1 第 一 卷 . —— 中 译 
者 注 
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超 曲 面 f = 0 不 变 地 与 形式 (3) 相 联系 . 所 以 分 类 将 从 将 奇 性 流 形 f = 0 化 为 
标准 形式 开始 . 超 曲面 的 奇 点 的 分 层 的 开始 部 分 是 已 知 的 . 在 适当 的 局 部 坐标 下 , 超 
曲面 是 由 下 表 中 的 某 一 个 方程 给 出 的 : 

A, : xx xalueokai2-0,420; 
D,:alz,tazb | Rzlbkeka2—0,5024; 
Eg: T} + r4 +r +- +z? 一 0; 

Er : £3 + rir? +z? +. gz? = 0; 

Eg: x% +x +r? +- tr? =0. 


把 超 曲 面 化 为 标准 形式 后 , 我 们 就 将 形式 (3) 或 (2) 的 分 类 化 成 了 以 下 形状 的 微分 
形式 之 分 类 : 

fPh(zi,-.,z4)de, h(0) #0, (4) 
f = 0 是 所 选 定 的 奇 性 超 曲面 的 方程 , h 是 光滑 (全 纯 ) 函数 , 它 还 有 待 于 化 为 标准 


E. 准 齐 性 情况 


我 们 现在 来 考虑 奇 性 超 曲 面 f = 0 为 准 齐 性 的 情况 (A, D, E 诸 情况 都 适合 这 个 
条 件 ). 

定义 ”函数 S 称 为 权 为 p 的 准 齐 性 函数 , 且 对 变量 z; 有 权 wi, 如 果 它 是 准 齐 性 
欧 拉 矢量 场 e 对 本 征 值 p 的 本 征 函数 (RAF): 


ef — pf, e= uizi(8/8ci). 


准 齐 性 多 项 式 称 为 非 退 化 的 , 如 果 临 界 点 0 是 有 限 重 的 (C- 孤 立 的 ). 我 们 以 下 将 设 
权 wi 为 正 . 

定理 令 f 为 非 退 化 的 权 为 1 的 准 齐 性 多 项 式 . 则 微分 形式 fÓhdr(X €. dz = 
dz, A- Adan, h 在 函数 的 零点 附近 全 纯 , 而 在 零点 上 不 为 0) 可 以 用 在 零 附 近 双 全 
纯 坐 标 变换 化 为 58(1 十 9)dz 的 形状 , RZE p ERA -8-0,0 =w t: +w 的 准 
齐 性 多 项 式 . 

o 的 权 是 这 样 选 定 的 , 使 形式 Podr 之 权 为 零 . 

对 于 光滑 的 h( 和 光滑 的 坐标 变换 ), 也 有 类 似 定理 成 立 , 只 不 过 在 实 的 情况 需 以 
+1+o RE 1+ 9. 

例 1 若 8E, 则 $=0, 使 复 形式 可 以 化 为 fadz 的 形状 . 

更 为 一 般 的 情况 下 , 若 8( 可 能 为 复数 ) 不 是 负 有 理 数 , 也 可 使 $ = 0; 这 时 不 会 
出 现 非 零 的 权 为 ~6 - c 的 准 齐 性 多 项 式 . 因此 6 的 共振 值 只 能 是 负 有 理 数 . 若 多 
项 式 f 是 固定 的 (甚至 只 要 其 准 齐 性 型 w 是 固定 的 ), 则 6 之 共振 值 构 成 有 限 的 负 
有 理 数 的 算术 数列 (对 其 余 的 8, 形式 fPhdz 可 化 为 f5dz 之 形 ). 
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例 2 若 6= -1, 则 中 的 单项 式 可 以 用 f£ 的 牛顿 图 式 的 内 部 整 点 来 排序 . 单 
MA r” =r Zn 对 应 于 图 式 上 之 点 (mi 十 1,… ,mn 十 1)( 即 zmdz 之 指数 ). 
例 3 令 8= 一 1,n=3 而 f 是 上 述 多 项 式 A, D,E 之 一 ,它们 定义 了 简单 奇 性 . 
计算 权 以 后 , 可 以 得 出 —8 一 o < 0, 所 以 6 s 0, 由 此 可 得 
X1 有 极 性 奇 性 的 形式 
h(z,y, z)dz ^ dy ^ dz 
f(x,y, z) ' 
f 为 多 项 式 4, DD, 忆 之 一 , 可 以 用 全 纯 (光滑 ) V) A AE AARAU da ^ dy ^dz/f. 
用 完全 同样 , 对 任意 的 n > 3, 在 原点 不 为 0 的 因子 h(xz1,… ,zn) 可 以 化 为 1. 
系 2 简单 的 ( 即 无 模 的 ) 形 如 dai 入 … 和 Adzn/ (zi ,zn) 的 形式 ,其 中 是 
在 0 点 的 全 纯 (光滑 ) 函数 ， 可 以 选用 适当 的 局 部 坐标 在 0 点 附近 化 为 一 标准 形式 ， 
其 中 的 或 者 为 1 或 者 为 AJD,E Z. 
系 3 n 维 空间 (n > 2) 中 的 简单 的 ( 即 无 模 的 ) ro 一 矢量 场 局 部 等 价 于 标准 形式 
f(B1 人 入 … 人 和信 Om), 其 中 或 者 为 1, 或 者 为 多 项 式 A, D,E 2, 而 0, = 9/8zk. 
X4 当 1< 6 时, 在 n 维 空间 (n > 2) PHA 1 参数 的 一 般 位 置 的 n- 矢 量 场 
F, 场 在 每 个 参数 值 在 每 点 的 邻 域 中 均等 价 于 上 述 诸 简 单 场 之 一 . 
系 5 当 1<6 时 ,在 含 1 参 数 的 一 般 位 置 的 微分 形式 族 dz ^Ady^dz/f(z,y,z) 中 ， 
会 遇 到 这 样 的 形式 ,它们 在 每 点 的 邻 域 中 , 在 适当 坐标 系 下 , 可 以 化 为 以 下 260 种 
状 之 一 : 


h(0) # 0, 


is] 


^ 


« 


S 


dr ^ dy ^ dz dr^dy^dz dz ^dy^dz dx ^ dy ^ dz 

1 , z a Hy Ez? x3 +y? Ez?’ 
dz ^ dy ^ dz dz ^ dy ^ dz dz A dy ^ dz dx ^ dy ^ dz 
rtty +z?) tyz? mytty tz? gôêty tz?’ 
dz ^ dy ^ dz dz ^ dy ^ dz dz ^ dy ^ dz dz ^ dy A dz 


当 n=2,6 = 一 1 时 , 此 定理 形状 如 下 : 
系 6 设 f 是 权 为 1 的 非 授 化 准 齐 性 多 项 式 而 对 其 两 个 变 元 有 任意 的 权 w, ws, 
这 时 , 形式 | 
h(z,y)dz ^ dy 
f(zy) ' 
(BF h AASR PHAR (全 纯 ) AA) 必 可 用 0 附近 的 光滑 (全 纯 ) 坐标 变换 ; 
A h=+1+o 之 形 , 其 中 由 是 权 为 1 一 Wi 一 2 的 准 齐 性 多 项 式 . 
DABE 24 种 形状 . -一 中 译 者 注 


h(0,0) #0, 
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相应 于 此 , 双 矢 量 场 与 泊 松 构造 可 以 局 部 地 化 为 以 下 形式 : 
士 1 十 P(z;y) ' jy +1 + (zy) 
对 于 二 元 函数 f 计算 简单 奇 点 A, D,E 的 权 就 可 由 此 系 得 出 360 页 的 表 . 例如 ， 
对 于 Ai 我 们 有 wi = wa = 1/2, v 之 权 为 0, BI o 为 常数 . 
EU hdz ^ dy/ f 的 等 价 类 空间 的 维 数 等 于 权 为 1- o 的 准 齐 性 多 项 式 空间 的 维 
数 , 以 上 h(0) #0, f 为 固定 的 非 退化 准 齐 性 多 项 式 . 
F. Varchenko 定理 


A. N. Varchenko (A. H. Bapuenxo) 对 上 面 的 定理 给 出 了 一 系列 推广 ( 见 更 yarr 
amans n ero apun. 1985. T.19, BpI.4. 23~31). 


1. 设 f 是 权 为 1 的 准 齐 性 多 项 式 , 对 其 变 元 z1,… ,zn 之 权 则 为 wi)… ,wn 
设 对 重 指标 的 某 个 集合 I, 单项 式 2, m € I 282828 UREBUBU OC 


C[[z;,--- ,zn]]/ (25.- ar) 


'! Oz 
的 因子 代数 (作为 一 个 线性 空间 ). 
定理 所 有 的 芽 Phdr 均等 价 于 形 为 JP(1-- Y usua f')da 的 芽 , 这 里 1 是非 
负数 , me I, 使 得 f6zmfidz Z ds €. 
2. 我 们 把 因子 空间 


of of of of 

BJ EURO TE f BEEPER. 

定理 对 几乎 所 有 b, 形式 f8hdzri 入 …: 和 dzn (0 与 f 为 固定 , h 为 任意 , E. 
h(0) 关 0) 的 模 的 个 数 等 于 芽 f 的 非 准 齐 性 贺 . 6 的 例外 值 ( 即 共振 值 ) 中 含有 有 限 
多 个 负 有 理 数 的 公差 为 -1 的 算术 数列 . 特别 是 , 对 于 6 > 0, 模 的 数目 等 于 f 的 非 
APEX. 

3.84 当 8 = 0 时 我 们 得 到 

R 形式 hdz(h(0) #0) 相对 于 保持 f 之 芽 的 微分 同 胚 群 的 模 的 数目 , 等 于 f 
之 非 准 齐 性 需 ( 若 f 等 价 于 一 准 齐 性 多 项 式 , 则 此 数 为 0). 

4. 在 共振 情况 下 , 结果 较为 复杂 . 

定理 平面 上 具有 给 定 奇 性 曲线 f = 0 的 泊 松 构造 之 芽 的 模 的 数目 等 于 f 之 芽 
85 3E E EE, 加 上 曲线 f = 二 0 的 不 可 约 分 支 的 数目 减 去 1. 

在 共振 情况 下 , 模 的 数目 的 性 态 相 当 规 则 即 成 为 一 个 公差 为 —1 的 算术 数列 . BU 
是 说 , 当 减少 1 时 , 模 的 数目 会 增加 (不 一 定 是 严格 增加 ), 但 是 不 会 达到 最 大 值 
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(对 某 个 6 > —n) 这 个 最 大 值 超过 原来 的 值 (BUAEHEOT PER) 加 上 函数 f 的 单 值 化 算 
F (monodromy operator) 之 本 征 值 e2" 的 若 尔 当 方块 数 . 


G. 泊 松 构造 与 周期 映射 


全 纯 函 数 的 临界 点 的 周期 映射 是 泊 松 构造 的 有 趣 的 来 源 ( 见 Varchenko A. N., 
Givental’ A. B. [1]). 

周期 映射 使 我 们 能 把 纤维 从 的 纤维 上 之 (CE) 同调 空间 的 某 些 构造 转移 到 其 底 
空间 上 . 这 样 , 在 纤维 的 中 间 维 数 同调 的 相交 形式 (intersection form), 当 此 形式 为 斜 
对 称 时 , 在 底 空 间 上 产生 了 泊 松 构造 . 

周期 映射 是 由 以 下 构造 来 定义 的 . 没有 局 部 平凡 的 纤维 从 . 与 之 相关 , 在 同样 的 
底 空 间 上 有 纤维 的 复 系数 的 同调 与 上 同调 从 .这 些 纤维 从 不 仅 是 局 部 平凡 的 , 而 且 
是 典 则 地 局 部 平凡 的 〈 即 纤维 的 整 系数 循环 可 以 唯一 地 与 邻近 的 纤维 同调 之 整 系数 
循环 等 同 起 来 ). 周期 映射 就 定义 为 上 同调 从 之 截面 . 

现 设 在 光滑 纤维 从 的 全 空间 中 给 定 了 一 个 在 每 个 纤维 上 为 闭 的 微分 形式 . 这 个 
形式 的 周期 映射 对 底 空 间 之 每 一 点 给 出 在 此 点 的 纤维 上 微分 形式 的 一 个 上 同调 类 . 

车 在 纤维 从 的 底 空 间 上 给 定 了 一 个 矢量 场 , 则 每 一 个 (光滑 的 ) 周期 映射 都 可 以 
沿 此 场 求 导 , 其 导数 也 是 一 个 周期 映射 . 事实 上 , 上 同调 从 的 邻近 的 纤维 可 以 用 上 述 
的 “ 整 系数 ”局 部 平凡 化 彼此 等 同 起 来 . 所 以 一 个 截面 可 以 (局 部 地 ) 看 作 是 映 到 一 
个 纤维 上 , 因此 可 以 如 像 通常 的 (矢量 值 ) 函数 那样 求 导 . 

现 设 底 空间 是 一 个 复 流 形 , 其 复 维 数 与 上 同调 从 之 纤维 维 数 相同 . 一 个 周期 映 
射 若 其 沿 任意 的 C 一 一 线性 无 关 的 矢量 之 导数 在 每 一 点 都 线性 无 关 ， 则 称 为 非 退 化 
的 . 换言之 , 一 周期 映射 为 非 退化 的 , 只 要 相应 的 由 底 空间 到 一 个 纤维 的 局 部 映射 为 
微分 同 胚 . 

于 是 , 非 退化 的 周期 映射 之 导数 把 底 空间 的 切 丛 同 构 地 上 映 到 上 同调 丛 . 其 对 偶 
的 同 构 则 把 同调 从 映 到 底 空间 的 余 切 从 上 . 这 个 同 构 就 把 同调 群 的 附加 结构 转移 到 
底 空 间 上 . 

现 设 原 纤维 从 的 纤维 是 实 的 可 定向 偶数 维 流 形 并 考虑 中 间 维 数 的 同调 . 这 时 , 每 
个 纤维 的 同调 空间 上 都 可 以 定义 一 双 线 性 形式 : 即 相交 指数 . 如 果 纤 维 的 维 数 是 4 的 
倍数 , 此 形式 为 对 称 的 ; 否则 为 斜 对 称 的 . 若 纤 维 为 闭 的 ( 即 紧 且 无 边 的 ), 此 形式 是 
非 退 化 的 , 否则 可 能 退化 . 现在 设 此 形式 为 斜 对 称 的 . 

在 这 个 情况 下 , 非 退 化 周期 映射 将 在 底 空 间 上 诱导 出 泊 松 构造 . 事实 上 , 上 面 作 
出 的 底 空间 的 余 切 空间 与 同调 群 (其 上 有 和 斜 对 称 的 相交 形式 ) 之 同 构 将 定义 一 对 余 
切 矢量 的 双 线 性 斜 对称 形 式 . 两 个 函数 在 一 点 的 泊 松 括 弧 则 定义 为 此 形式 在 这 两 个 
函数 的 微分 上 的 值 . 

这 个 括 弧 在 底 空间 上 定义 了 泊 松 构造 ( 秩 为 常数 ), 这 一 点 由 下 面 的 事实 就 可 以 
看 清楚 : 底 空间 会 被 周期 映射 局 部 地 与 纤维 上 的 上 同调 群 等 同 起 来 ,由 此 在 底 空间 
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上 给 出 了 局 部 坐标 , 其 泊 松 括 弧 是 常数 . 

Varchenko 与 Givental 注意 到 , 如 果 按 上 面 的 方法 , 用 一 般 位 置 的 1- 形 式 在 一 
个 二 元 函数 的 临界 点 的 遍 有 变形 的 判别 式 轨迹 在 底 空间 的 余 集 上 构造 一 个 泊 松 构造 ， 
(如 果 需 要 , 也 可 以 在 用 一 个 典型 奇 性 的 波 前 集 的 全 集 上 构造 它 ). 这 个 构造 可 以 全 纯 
地 拓展 到 这 个 判别 式 轨迹 (或 波 前 ) E. 我 们 将 限于 这 样 产 生 的 泊 松 构造 的 最 简单 的 
例子 . 


考虑 三 维 的 多 项 式 空间 
Cs = (az? 十 Xiaz2 Aa As}, 


Ay 是 系数 . 具有 重 根 的 多 项 式 组 成 判别 式 曲 面 (燕尾 ， 
图 247), 由 周期 映射 产生 的 泊 松 构造 可 以 (ARRE 
的 微分 同 胚 ) 化 为 以 下 形状 : 辛 叶 是 平面 AS = 常数 , 其 
辛 构造 为 dài 人 dA. 

这 里 讲 到 的 纤维 从 是 由 复 曲 线 {(x,y),y? = rt + 
Az? 十 和 oz 十 和 3} 构成 的 , 而 周期 映射 则 例如 由 yde 给 
出 ( 见 Arnold V. I., Varchenko A. H., Gusein-Zade, S. 
M. [1], 第 二 卷 , 815). 

由 周期 映射 产生 的 燕尾 空间 的 泊 松 构造 , 可 以 局 部 地 确定 为 在 所 有 一 般 位 置 的 
构造 中 具有 以 下 性 质 的 构造 : 燕尾 的 自 交 曲线 完全 位 于 一 个 辛 叶 上 . 

这 里 需要 的 一 般 位 置 条 件 是 : 辛 叶 在 零点 的 切 平面 与 燕尾 在 零点 的 切 平面 并 不 
重合 . 所 有 在 燕尾 的 自 交 曲线 上 为 常数 , 而 且 在 燕尾 于 零点 的 切 平 面 上 有 非 0 微分 
的 光滑 函数 , 都 在 零点 附近 可 以 用 保持 燕尾 的 微分 同 胚 化 为 和 2 + 常数 的 形状 , 而 在 
平面 A. = 常数 . 上 的 一 族 全 纯 辛 构造 都 可 以 化 为 dài ^ das 之 形 用 三 维 空间 中 保持 
纤 燕 尾 和 平面 X = 常数 上 的 纤维 不 变 的 全 纯 的 局 部 微分 化 为 dàr ^ ds ( 见 YMH. 
1985. T.40, Bprr.5. 236). 

可 以 猜想 , 其 他 在 奇 点 的 遍 有 变形 的 底 空 间 上 的 泊 松 造 构 (特别 是 辛 构造 ), 只 
要 是 由 无 穷 小 稳定 的 周期 映射 之 相交 形式 诱导 而 来 , 都 可 以 用 限制 在 判别 式 层 上 的 
泊 松 构造 的 自然 的 秩 条 件 来 刻画 (最 多 相差 一 个 保持 分 枝 集 的 微分 同 胚 ), 在 上 述 三 
维 空间 的 例子 中 , 所 谓 “ 自 然 的 ”条 件 就 是 : 燕尾 的 自 交 曲线 含 于 一 个 辛 叶 中 . 在 四 
维 空间 中 , 以 下 条 件 显 然 会 起 类 似 的 作用 , 即 某 个 子 流 形 是 拉 格 朗 日 流 形 , 这 就 是 在 
多 项 式 z5 + Aia? + Xaz2 + Xsz +A 的 辛 空间 中 具有 两 个 临界 点 并 以 零 为 临界 值 的 
多 项 式 所 成 的 子 流 形 . 


图 247 泊 松 构造 与 燕尾 
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欧 氏 空间 的 每 一 个 椭 球 面 上 都 有 一 个 雅 可 比 椭圆 坐标 , 用 这 些 坐 标 可 以 求 积 这 
个 椭 球 面 上 的 测 地 球 方程 , 还 有 一 些 其 他 方程 , 如 点 在 具有 平方 位 势 的 力作 用 下 在 
球面 上 运动 的 方程 , 或 点 在 均匀 引力 作用 下 在 抛物 面 上 运动 的 方程 . 

这 就 导致 了 一 个 想法 ， 即 每 一 个 无 限 维 希 尔 伯 特 空间 的 每 一 个 对 称 算 子 ， 都 与 
自己 的 一 类 可 积 方程 组 相关 . 为 了 研究 这 些 方程 组 , 需要 把 椭圆 坐标 的 理论 移 到 无 限 
维 情况 . 而 为 此 首先 需要 用 无 坐标 形式 来 叙述 有 限 维 的 二 次 共 焦 曲面 的 通常 的 理论 . 

为 了 过 渡 到 无 限 维 情况 , 需要 处 处 都 以 希 尔 伯 特 空间 中 的 自 伴 算 子 理论 代替 有 
限 维 欧 几 里 得 空间 中 的 对 称 算 子 理论 . 这 时 , 因为 椭圆 坐标 并 不 是 与 算 子 本 身 而 是 
与 其 预 解 式 相 联系 , MAT (可 能 是 微分 算 子 ) 的 无 界 性 并 不 成 为 严重 的 障碍 . 

在 有 限 情况 下 , 这 样 得 出 的 椭圆 坐标 成 为 一 个 可 数组 .然而 也 可 能 有 连续 谱 的 
情况 , 这 时 所 得 的 坐标 组 成 为 一 个 连续 统 . 这 时 , 由 原来 的 希 尔 伯 特 空间 (可 以 是 泛 
函 空 间 ) 中 的 点 到 其 成 为 连续 统 的 椭圆 坐标 组 的 过 渡 可 以 看 成 是 泛 函 空间 的 非 线性 
变换 . 这 个 变换 与 傅 里 叶 变换 相 类 似 , 可 以 称 为 雅 可 比 变换 , 把 原来 的 函数 变 成 这 样 
一 个 函数 , 它 把 成 为 连续 统 的 椭圆 坐标 表 为 某 个 连续 “指标 ”( 即 谱 参数 轴 上 的 数 ) 的 
函数 . 很 可 能 , 研究 雅 可 比 正 变换 与 道 变换 的 泛 函 解析 性 质 不 久 即 可 做 到 . 

与 椭圆 坐标 一 般 理论 同时 , 下 面 还 要 讨论 其 在 位 势 理论 上 的 应 用 . 


这 个 附录 的 基础 是 作者 在 纪念 L. D. Fadeer 五 十 寿辰 的 文集 3amrcK nayunsix ceMuHapoB 
JIOMM (JI. Hamao JIOMM. 1984. T.133. 38-50) 中 的 论文 Heckonko 3ameuaHuii o6 
emummrwueckux koopzumarax, 以 及 报告 HarerprrpyeMEre raMumbTOHOBEI CHCTeMbL, CBA3AH- 
Hse c KBayipukaMa (no IO. Mosepy) (Y MH. 1979. T.34, aiin.5. 214), 还 有 Some algebro- 
geometrical aspects of the Newton attraction theory( 见 丛书 Progress in Mathematics. Boston: 


- 368 - 附录 14 ”关于 椭圆 坐标 


Birkháuser, 1983. V.36 (纪念 I. R. Shafarevich volume. 1—4)). MarmwrHHe aHaxor TeopeM 
HproroHa n Aásopu. YMH. 1983. T.38. snam.5. 145-146). 

本 附录 的 结果 的 细节 可 在 以 下 诸 文 中 找到 : 

Melrose R. B. Equivalence of glancing hypersurfaces. Invent. Math. 1976. V.37. 
165-191. 


Mosep IO. HekoropPre acIIeKTEI muTerpMpyeMbix TAMMJBTOHOBHX CHcTeM. YMH. 
1981. T.36, Bpm.5. 109-151. 
AÁpnmounsau B. M. JarpaEHkeBEI MHoroo6pasus c ocoOÓeHHOCTAMM, &CHMHTOTHMueckKkHue 


JZyuu M packKpbITHIÁ JACTOYKMH XBOCT. CyHKIMOHAJIEbHBIÁ AHAJIM3 H ero npuoxegus. 1981. 
T.15, Na 4. 1 ~ 14. 

Apnuonsz B. Hl. OcoGeHHOCTH B BapuauuoHHoM nmcunmcneuusm. Mrorn mayka. Conpe- 
MeHHEIe HPOGTeMEI MaTeMATHKHM. M. BMHMH TM. 1983. T.22. 3-55. 


LlusenMaxze A. b. IIonnHOMUHaNPHOCTE sSJekrpocrarWueckax noreumBazoB. YMH. 
1984. T.39, Bpm.5. 253-.254. 


ApHonpn B. M. O HbIOTOHOBCKOM mnoreumaaze rumepOonwueckux coes.  Tpyum 
T6unncckoro yuunepcurera. 1982. T. 232.233, 237.28. 
BaitumMeith A. JL, Illamaspo B. 3. Mmoromepmmsie anmamorm TeopeMRI HpIOTOHa n 


Aüsopu. PyHKIMOHANPHEM AHAJM3 H ero npamauoxenuus. 1984. T.18, Ne 4. 


A. 椭圆 坐标 与 共 焦 一 次 曲面 


欧 几 里 得 空间 中 的 椭圆 坐标 可 以 用 共 焦 二 次 曲面 来 定义 . 共 焦 二 次 曲面 的 几何 
又 可 由 欧 几 里 得 空间 中 的 二 次 型 来 的 几何 〈 即 由 椭 球 的 主轴 理论 或 由 小 振动 理论 ) 
通过 转移 到 共 轿 空间 而 得 到 . 


定义 1 欧 几 里 得 空间 V 中 的 二 次 曲面 束 (AAR) 即 单 参数 二 次 曲面 族 


Sas, z) =1 
(二 次 型 族 4\), 这 里 
A= À — AE. 
A 是 对 称 算 子 
A:V—V", ÆA =A. 


定义 2 EG EUR AS E p — Aie de dod ak ( 即 所 考虑 的 空 
间 的 对 偶 空间 中 的 二 次 曲面 族 ) 


3(AX'é,6) =1 
称 为 欧 几 里 得 空间 的 共 焦 二 次 曲面 族 
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因此 , 共 焦 于 一 个 二 次 曲面 的 二 次 曲面 也 构成 一 个 单 参数 族 , 但 是 其 中 的 二 次 
曲面 是 非 线 性 地 依赖 于 此 参数 的 . 


例 共 焦 于 一 椭圆 的 平面 曲线 . 即 所 有 具有 相同 焦点 的 椭圆 与 双 曲 线 . 
图 248 左 方 是 一 个 共 焦 族 的 曲线 , 右 方 则 是 相应 的 欧 几 里 得 束 中 的 曲线 . 


图 248 共 焦 族 与 欧 几 里 得 束 


一 点 的 椭圆 坐标 就 是 和 的 值 使 得 一 个 固定 的 共 焦 二 次 曲面 族 中 相应 于 此 和 值 
的 二 次 曲 恰好 通过 此 点 . 

现在 在 欧 几 里 得 空间 取 定 一 个 各 个 轴 的 长 度 均 不 相同 . 

定理 1 ( 雅 可 比 ) 经 过 n 维 欧 几 里 得 空间 中 的 每 一 点 , BA n 个 二 次 曲面 . 共 
焦 于 所 选 定 的 椭 球 . 光滑 的 共 焦 二 次 曲面 以 直角 相交 . 

证 空间 的 非 零 的 点 对 应 于 对 偶 空 间 中 的 仿 射 超 平面 , 即 在 此 点 等 于 1 的 线性 
形式 . 用 对 偶 空 间 的 语言 来 说 , 定理 1 表示 , 在 ” 维 欧 几 里 得 空间 中 不 经 过 0 BUR 
平面 , 必 恰好 切 于 欧 几 里 得 约束 中 的 ”个 二 次 曲面 , 而 且 由 0 到 这 些 切 点 的 矢量 互 
相 正 交 (图 248 右 ). 

欧 几 里 得 东 的 这 一 性 质 的 证 明基 于 : 这 些 矢量 定义 了 经 过 此 点 的 二 次 型 B = 
l(Az,z)- i(Lz)? 之 主轴 , 这 里 (1,2) = 1 是 所 考虑 的 超 平面 的 方程 . 

事实 上 , 在 任意 二 次 型 B 的 相应 于 本 征 值 和 的 主轴 上 , 二 次 型 B AE 与 其 梯 
度 同 时 为 0. 这 个 二 次 型 本 身 在 主轴 与 超 平面 之 交点 上 为 0 表示 切 点 位 于 二 次 曲面 
l(Ayz,z) = 1, 而 其 梯度 为 0 则 表示 二 次 曲面 在 此 点 与 超 乎 面相 切 ， 口 

定理 2 (WR Chasles) n 维 欧 几 里 得 空间 中 一 般 的 直线 必 切 共 焦 二 次 曲面 族 
中 的 n-1 个 不 同 的 二 次 曲面 , 而 在 直线 与 它 的 切 点 处 与 此 二 次 曲面 相 切 的 平面 互 
HEX. 

证 ”将 共 焦 族 中 的 二 次 曲面 沿 一 平行 直线 束 投影 到 与 此 直线 束 垂 直 的 超 平面 上 . 
于 是 每 个 二 次 曲面 将 定义 其 视 轮 廊 ( 即 此 二 次 曲面 投影 的 临界 值 ). 对 一 般 位 置 的 投 
影 方向 , 这 个 投影 是 超 平面 上 的 二 次 曲面 , 即 其 投影 . o 

引 理 共 焦 二 次 曲面 族 的 视 轮廓 也 组 成 共 焦 二 次 曲面 族 . 

证 在 过 渡 到 对 侦 后 , 截 口 变 成 投影 , 反之 亦 然 . 所 以 共 焦 二 次 曲面 族 沿 平行 直 
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线 来 投影 的 视 轮 廊 对 偶 于 对 偶 的 二 次 曲面 族 被 过 原点 的 一 超 平面 所 截 的 截 口 . 
但 是 欧 几 里 得 二 次 曲面 束 被 过 0 的 超 平 面 所 截 的 截 口 , 构成 此 超 平面 上 的 欧 几 
里 得 二 次 曲面 束 . 由 对 偶 性 即 得 引 理 之 证 . o 


应 用 此 引 理 于 沿 定理 2 所 说 的 直线 束 的 投影 . 按 此 引 理 , 定理 2 中 的 共 焦 二 次 
曲面 族 之 投影 的 视 轮廓 在 超 平面 上 构成 共 焦 二 次 曲面 族 . 按 定理 1. 这些 视 轮廓 以 
直角 相交 . 从 而 定理 2 得 证 . 

定理 3 ( 雅 可 比 与 沙 尔 ) 4E n 维 空间 一 个 二 次 曲面 的 测 地 线 上 , 过 其 上 所 有 点 
所 作 的 切线 , 除 与 此 二 次 曲面 相 切 外 , 还 与 n —2 个 与 此 二 次 曲面 共 焦 的 二 次 曲面 相 
切 . 对 测 地 线 上 的 所 有 点 , iX n 一 2 个 二 次 曲面 都 是 相同 的 . 

证 明 第 一 部 分 “考虑 欧 几 里 得 空间 中 有 定向 直线 所 成 的 流 形 . 这 个 流 形 是 欧 几 
里 得 空间 中 按 惯 性 运动 的 自由 粒子 的 相 空间 的 超 曲面 p? = 1 的 特征 之 流 形 , 而 且 有 
自然 的 辛 构造 . 

(所 谓 辛 流 形 中 的 超 曲 面 之 特征 就 是 特征 方向 场 的 积分 曲线 , 即 超 曲 面 的 切 平面 
之 斜 正 交 补 的 场 , 也 就 是 此 超 曲 面 上 的 哈密 顿 方程 的 相 曲 线 , 其 哈密 顿 函数 在 此 超 
曲面 上 一 阶 为 0. 

辛 流 形 之 超 曲 面 的 特征 流 形 上 之 辛 构造 是 根据 这 样 的 事实 来 定义 的 : 切 于 原来 
流 辛 形 的 超 曲面 的 两 个 矢量 之 斜 数量 积 等 于 它们 在 特征 流 形 上 的 投影 的 斜 数量 积 .) 

SEA 切 于 欧 几 里 得 空间 中 一 给 定 超 曲面 的 所 有 直线 所 成 的 流 形 的 每 一 个 特 
征 , 都 是 由 于 超 曲 面 的 一 条 测 地 线 在 其 各 ,点 上 的 切线 构成 的 . 

引 理 A 的 证 明 为 简单 起 见 , 我 们 用 欧 几 里 得 空间 的 欧 几 里 得 构造 把 余 切 矢量 
与 切 矢量 等 同 起 来 , 这 样 原来 的 相 空 间 就 可 以 看 作 是 作用 于 欧 几 里 得 空间 的 点 上 的 
矢量 之 空间 ( 即 把 动量 与 速度 等 同 起 来 ). 在 超 曲面 之 各 点 上 的 切 于 此 超 曲 面 的 单位 
矢量 在 相 空间 中 形成 一 个 余 维 数 为 3 的 子 流 形 . 这 个 子 流 形 的 特征 在 超 曲 面 上 定义 
了 测 地 流 . 

作 一 映射 , 把 一 个 矢量 映 为 其 所 在 的 直线 , 就 把 上 述 余 维 数 为 3 的 子 流 形 映 到 
切 于 此 超 曲 面 的 直线 之 流 形 .在 此 映射 下 , 特征 变 成 ( 按 直线 之 空间 的 辛 构造 而 言 
的 ) 特征 . 引 理 证 毕 . 


x ik ”以 上 的 讨论 很 容易 推广 到 以 下 的 一 般 情 况 . 这 是 


cc ~ 
y?" | Z"- 首先 由 Melrose 考虑 的 . S Y.Z 为 辛 流 形 X 的 一 对 超 曲 
| Ue | 面 , 横 截 交 于 子 流 形 W 上 .考虑 超 曲面 了 与 Z 的 特征 
a -— | gra MÉ B 与 C 以 及 在 特征 上 的 典 则 的 商 纤维 从 Y 一 B 与 
B Ti, 
Z- C. 流 形 B5 CA x 得 到 辛 构造 . 
Uv 在 截面 W 上 可 以 分 出 X 的 一 个 ( 余 维 数 为 3) 的 超 


曲面 . 在 它 的 点 上 X 之 辛 构造 在 W 上 的 限制 退化 . W 的 这 个 超 曲面 X: 也 可 以 定义 为 复合 映射 
W 一 了 一 互 (也 可 以 说 是 W => Z > C) 奇 点 之 集合 这 些 对 象 构成 如 上 面 的 可 换 图 式 . 
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在 这 个 情况 下 , 引 理 A 的 类 似 物 指出 , 映射 5: B SS E — C 的 像 的 特征 是 X 上 的 同一 曲 
线 ( 即 辛 流 形 X 的 子 流 形 之 子 流 形 E 的 特征 ). 

在 下 面 的 特例 下 , 以 上 所 述 就 是 引 理 A: X =R” 是 R" 中 的 自由 粒子 的 相 空间 , 超 曲面 Y 
由 单位 矢量 构成 (单位 矢量 的 条 件 为 p? = 1, 即 自由 粒子 的 哈密 顿 函数 的 等 值 面 ), 超 曲 面 2 则 由 
位 于 R”* 中 所 研究 的 超 曲面 上 之 点 处 的 所 有 矢量 组 成 . 这 时 B 是 欧 几 里 得 空间 中 所 有 可 定向 直 
线 所 成 的 流 形 , 而 则 是 单位 切 矢 量 的 流 形 . 映射 X B 把 单位 矢量 映 为 包含 它 的 直线 . UE 
C 则 是 余 切 从 , X: — C. 则 把 单位 球 纤维 从 嵌入 到 此 空间 内 ( 换 一 种 名 词 来 说 , 就 是 动能 的 等 值 超 
曲面 的 嵌 人 , 即 具 有 约束 的 哈密 顿 运动 ). 

在 研究 辛 几何 的 约束 时 , 记 住 这 个 图 式 是 有 用 处 的 . 

定理 3 证 明 的 继续 设 在 欧 几 里 得 空间 ( 构 形 空间 ) 中 给 定 一 光滑 函数 , 而 它 
在 某 直线 上 的 限制 有 非 退 化 的 临界 点 . 在 这 个 情况 下 , 它 在 每 一 条 邻近 的 直线 上 都 
有 这 样 的 临界 点 ( 即 直 线 与 函数 的 等 值 面 的 切 点 ). 所 以 函数 在 临界 点 的 值 将 是 直线 
的 函数 . 我 们 称 它 为 (原来 的 点 函数 的 ) 诱 导 直 线 函 数 . 


引 理 B 如 果 欧 几 里 得 空间 中 的 若干 个 点 函数 有 以 下 性 质 , 即 在 它们 的 等 值 面 
的 某 点 的 切 平面 @ 上 有 互相 正 交 的 直线 , 则 其 诱导 直线 函数 的 泊 松 括 弧 在 相应 于 这 
个 点 的 直线 上 为 0. 


引 理 B 的 证 有 明 我们 来 计算 第 二 个 诱导 函数 沿 第 一 个 诱导 函数 (作为 哈密 顿 函 
数 ) 的 相 流 的 导数 .第 一 个 诱导 函数 在 其 等 值 面 上 的 相 曲 线 就 是 此 曲面 的 特征 . 第 
一 个 诱导 函数 的 等 值 面 是 由 这 样 一 些 直 线 组 成 的 : 它们 都 切 于 第 一 个 点 函数 之 固定 
的 等 值 流 形 

当 点 在 曲面 上 的 测 地 线 上 作 无 穷 小 位 移 时 , 测 地 线 的 切线 将 要 在 此 切线 与 法 线 
所 成 的 平面 上 旋转 (可 以 相差 一 个 高 阶 无 穷 小 量 ). 由 假设 , 第 二 个 函数 的 等 值 面 在 
此 曲面 与 上 述 直线 相 切 的 切 点 上 与 第 一 个 函数 的 等 值 面 的 切 平面 垂直 . 所 以 , 在 上 
述 的 无 穷 小 旋转 后 , 直线 仍 与 第 二 个 函数 的 上 述 等 值 面相 切 (可 以 相差 一 个 高 阶 无 
穷 小 ). 所 以 第 二 个 诱导 函数 在 第 一 个 函数 给 出 的 相 流 作用 下 的 变化 速度 , 在 直线 所 
成 的 空间 中 的 所 研究 的 点 上 为 0. 引 理 B 得 证 . 

定理 3 证 明 的 最 后 部 分 . 在 R 中 选 定 一 般 位 置 的 直线 . 按 定理 2, 它 在 n 一 1 
个 点 上 与 共 焦 族 中 的 n 一 1 个 二 次 曲面 相 切 . 在 这 n 一 1 个 点 的 每 一 个 点 之 邻 域 中 ， 
作 一 无 临界 点 的 光滑 函数 , 使 其 等 值 面 恰好 是 共 焦 族 中 的 二 次 曲面 . 

固定 这 些 二 次 曲面 的 一 个 (作为 前 述 的 “第 一 个 ”) 并 在 直线 空间 中 考虑 哈密 顿 
方程 , 而 其 哈密 顿 函 数 就 是 第 一 个 诱导 直线 函数 . 在 此 哈密 顿 函数 的 等 值 面 上 , 每 一 
条 相 曲 线 都 是 由 此 二 次 曲面 的 一 条 测 地 线 之 切线 组 成 ( 引 理 A). 按 引 理 B, 其 他 的 
诱导 函数 与 此 函数 的 泊 松 括 弧 均 为 0 (因为 由 定理 2 在 共 焦 的 曲面 与 一 直线 相 切 的 
各 点 上 , 切 平面 互相 垂直 ). 


马 每 个 函数 的 切 点 各 不 相同 . 
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所 以 , 所 有 的 诱导 滑 数 约 为 其 中 之 一 生成 的 哈密 顿 方程 组 之 首次 积分 ， 因 为 切 
于 第 一 个 二 次 曲面 的 测 地 线 的 直线 构成 第 一 个 方程 组 之 相 流 , 所 有 的 诱导 函数 在 其 
上 均 取 常 值 . 定理 3 由 此 得 证 , 而 且 同 时 还 证 明了 以 下 的 结果 . 口 

定理 4 欧 几 里 得 空间 中 的 二 次 有 心 曲面 的 测 地 流 是 刘 维 尔 意义 下 的 完全 可 积 
方程 组 ( 它 的 对 合 的 独立 积分 的 个 数 与 其 自由 度 个 数 相同 ). 

ik 严格 说 来 , 我 们 只 对 一 般 位 置 下 的 直线 证 明了 定理 3, 但 是 这 些 结果 可 以 用 连续 性 拓展 
到 例外 情况 (特别 是 拓展 到 这 次 二 次 曲面 的 渐 近 线 上 去 ). 完全 同样 , 定理 4 开始 时 只 是 对 具有 不 
相等 主轴 的 二 次 曲面 证 明 的 , 但 是 通过 求 极 限 , 也 可 推广 到 更 对 称 的 旋转 二 次 曲面 (以 及 无 心 的 抛 
物 面 ) 上 去 . 


B. 牛顿 和 艾 弗 里 (Ivory) 定理 的 磁 类 比 


用 椭圆 坐标 可 以 把 熟知 的 牛顿 关于 球面 的 引力 定理 推广 到 椭 球 面 上 去 . 


定义 HIERHER homeoidal 密度 即 由 此 椭 球 面 与 同心 的 位 似 的 无 限 接近 的 椭 球 
面 所 成 的 一 层 之 密度 . 


艾 弗 里 定理 具有 有 限 质 量 的 分 布 于 一 有 homeoidal 密度 的 椭 球 面 , 对 椭 球 面 
所 围 成 的 椭 球 内 部 各 点 引力 为 0, 而 对 其 外 部 各 点 的 引力 与 具有 同样 总 质量 的 也 具 
有 homeoidal 密度 但 较 小 的 共 焦 椭 球面 的 引力 一 样 . 

这 里 , 引力 按 牛顿 定律 或 库伦 定律 确定 : 在 n 维 欧 几 里 得 空间 中 , 引力 正比 于 
+1~"( 这 就 是 拉 普 拉 斯 方程 的 基本 解 ). 

关于 内 点 上 的 引力 的 牛顿 定理 也 可 以 移 用 于 双 曲 homeoidal 层 , 以 及 分 布 在 任 
意 次 双 曲 多 项 式 的 等 值 面 上 质量 的 引力 . 

[m 次 多 项 式 f(z1,… ,zn) 称 为 双 曲 (关于 0 点 ) 多 项 式 , 即 指 它 限 制 在 过 0 的 
任意 直线 上 时 只 有 实 根 . 

双 曲 面 f = 0 上 的 电荷 的 homeoidal 密度 是 这 样 定 义 的 , 即 在 超 曲 面 f = 0 与 
f =e 一 0 之 间 的 均匀 的 无 限 薄 层 的 密度 (电荷 的 符号 要 这 样 选取 , 使 得 相继 的 卵 形 
面 上 有 电荷 反 号 ). 

homeoidal 电 荷 对 0 点 没有 引力 (对 最 内 层 卵 形 面 内 部 各 点 也 无 引力 ), m ERE 
密度 乘 以 任 一 个 次 数 不 超 过 和 mn 一 2 的 多 项 式 时 , 这 个 性 质 不 变 . 


推广 ” 若 对 homeoidal 密度 乘 以 mm 一 2+Tr 次 多 项 式 , 则 这 一 电荷 之 位 势 在 最 内 
层 卵 形 面 内 是 一 7 次 调和 多 项 式 (A. B. Givental, A. B. D'useuraze, 1983). 位 势 的 
高 阶 导数 在 以 后 的 区 域 中 是 代数 函数 (V. A. Vasiliev, B. A. Bacunpes, 1989) n = 2.] 

当 试 图 将 艾 弗 里 关于 共 焦 椭 球 层 的 引力 的 定理 推广 到 双 曲 面 , 就 可 以 看 清楚 双 
曲面 的 拓扑 结构 起 了 本 质 的 作用 ， 当 过 渡 到 不 同 符号 数 的 双 曲 面 时 , 就 将 以 考虑 双 


D homeoidal 一 词 找 不 到 适合 的 中 文 名 词 , 故 原文 照 录 . 一 中 译 者 注 
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曲面 上 不 同 次 数 的 调和 微分 形式 代替 homeoidal 密度 , 而 代替 牛顿 或 库伦 位 势 的 是 
按 比 奥 - 萨 瓦尔 (Biot-Savart) 定律 相应 地 推广 了 的 位 势 . 

在 三 维 欧 几 里 得 空间 中 的 单 叶 双 曲面 这 个 最 简单 而 又 不 平凡 的 情况 , 结果 如 下 : 

这 个 双 曲 面 把 空间 分 为 两 部 分 :“ 内 域 ” 与 (不 是 单 联 通 的 )“ 外 域 ". 考虑 椭圆 坐 
标 曲 线 , 其 等 值 面 是 与 一 固定 的 双 曲 面 共 焦 的 二 次 曲面 . 

这 个 双 曲 面 与 椭 球 面相 截 而 得 的 椭圆 坐标 曲线 ( 即 双 曲 面 上 的 闭 曲率 线 ) 称 为 
此 双 曲 面 的 纬 线 , 与 双 叶 双 曲 面相 截 而 得 出 的 与 它们 正 交 的 线 称 为 子午 线 . 

虽然 椭圆 坐标 (在 族 中 二 次 曲面 的 每 一 个 对 称 平面 上 ) 都 有 奇 性 , 双 曲 面 可 以 光 
背地 用 纬 线 纤维 化 ( 纬 线 微分 同 胚 于 圆周 ), 也 可 用 子午 线 纤维 化 (子午 线 微分 同 胚 
于 直线 ). 

在 双 曲 面 的 管子 形状 的 内 域 也 可 以 用 ( 正 交 于 共 焦 椭 球 面 族 的 ) 子午 线 光 滑 地 
纤维 化 , 而 环形 的 外 域 则 用 ( 正 交 于 双 叶 双 曲面 的 ) 纬 线 光滑 地 纤维 化 . 

定理 具有 适当 电流 密度 的 沿 双 曲面 子午 线 之 电流 会 产生 一 个 磁场 ， 它 在 双 曲 
面 的 管状 内 域 中 为 0, 而 在 其 环形 的 外 域 中 取 纬 线 方向 . 具有 适当 电流 密度 的 活着 双 
曲面 纬 线 的 电流 , 则 在 外 域 中 产生 0 磁场 , 而 在 内 域 中 磁场 方向 则 沿 着 子午 线 . 

产生 这 种 磁场 的 电流 按 以 下 方式 推广 了 椭 球 面 上 的 homeoidal 密度 . 


与 三 维 欧 几 里 得 空间 中 的 共 焦 二 次 曲面 相关 有 两 个 焦点 曲线 
(focal curves): 椭圆 与 双 曲 线 (图 249) 共 焦 椭圆 是 椭 球 族 的 极限 
的 边缘 : 令 一 个 短 轴 趋 于 0 (对 于 双 叶 双 曲 面 用 类 似 方 法 可 得 共 焦 
DHR). 

在 共 焦 椭圆 上 可 定义 homeoidal 密度 如 下 . 先 考 虑 一 个 非 平 图 249 焦点 椭圆 与 
面 的 续 线 , 它 是 共 焦 本 球面 与 单 叶 双 曲面 的 非 平面 的 截 线 . EE ana 
线 上 的 homeoidal 密度 定义 为 一 无 限 细 的 “导线 ”上 的 密度 . 这 条 
线 是 这 样 得 出 的 , 即 一 方面 考虑 此 椭 球 面 与 相 邻 的 无 限 接近 的 位 似 而 且 同 心 的 椭 球 
面 所 夹 的 一 层 , 男 一 方面 则 考虑 此 单 叶 双 曲 面 与 相 邻 的 无 限 接近 的 位 似 而 且 同 心 的 
单 叶 双 曲 面 所 夹 的 一 层 , 二 者 相交 就 得 出 这 条 线 . 纬 线 上 的 密度 需要 规范 化 使 得 其 
总 质量 为 1. 

现 将 焦点 椭圆 看 成 非 平面 纬 线 的 极限 . 可 以 得 知 , 当 纬 线 扑 向 于 焦点 椭圆 时 , 纬 
线 上 的 规范 化 homeoidal 密度 有 一 确定 的 极限 . 这 个 极限 密度 就 称 为 焦点 椭圆 上 的 
homeoidal 密度 . 

用 类 似 的 方法 可 以 定义 焦点 双 曲 线 上 的 homeoidal 密度 . 

现在 我 们 可 以 描述 产生 定理 中 所 说 的 磁场 的 电流 了 . 单 叶 双 曲 面 可 以 以 焦点 椭 
圆 为 底 空间 纤维 化 (一 点 上 的 纤维 即 过 此 点 的 双 叶 双 曲 面 的 子午 线 ). 

定理 中 所 说 的 子午 线 电流 , 通过 双 曲 面 上 任意 曲线 的 流量 就 等 于 焦点 椭圆 上 的 
homeoidal 密度 形式 活 此 曲线 在 焦点 椭圆 ( 沿 一 双 叶 双 曲 面 ) 上 的 投影 积分 . 
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沿 纬 线 上 的 电流 密度 也 可 类 似 地 由 焦点 双 曲 
线 上 的 homeoidal 密度 导出 (图 250). 
ik 具有 上 述 电 流 密度 的 纬 线 电 流 在 双 曲 面 的 管状 
区 域内 的 磁场 在 每 一 个 共 焦 椭 球 之 外 ( 除 相 差 一 个 符号 
外 ) 都 与 按 homeoidal 密度 分 布 于 此 椭 球 面 上 的 电荷 所 
产生 的 牛顿 或 库伦 场 相 同 @. 
图 250 双 曲 面 的 电流 之 磁场 完全 相同 在 单 叶 双 曲 面 外 侧 的 环形 区 域 中 子午 线 电 
流 的 磁场 , 在 每 个 共 焦 双 叶 双 曲 面 的 两 叶 之 间 所 产生 的 磁 
场 , 除 相差 一 个 符号 外 , 也 等 于 两 个 大 小 相同 但 符号 相反 的 电荷 各 按 homeoidal 密度 分 布 于 一 叶 
上 所 得 的 库伦 场 (O. P. Shcherbak, O. II. IIIlepoax) 

以 上 的 结果 最 近 由 B. Z. Shapiro(B. 3. HIanmpo) 与 A. D. Weinstein(A. Jl. 
Baiarmreta) 推广 到 任意 维 欧 几 里 得 空间 的 双 曲 面 上 . 对 于 R 中 微分 同 胚 于 S^ XR! 
的 双 曲 面 , 作出 了 在 外 域 (微分 同 胚 于 S 与 半空 间 之 积 ) 中 调和 的 &- 形 式 与 内 域 中 
调和 的 [形式 

在 相应 的 &- 维 焦点 椭 球 与 上 - 维 焦点 双 叶 双 曲 面 上 也 定义 了 homeoidal 密度 , 也 
是 从 无 限 接近 的 位 似 二 次 曲面 夹 成 的 层 的 截 口 求 极限 而 得 , 上 面 只 说 明了 =1=1 
的 情况 . 

这 些 非 计算 的 几何 定理 的 证 明 , 甚至 在 三 维 空间 的 磁场 这 一 特例 也 是 未 为 人 知 
的 . 

注 在 双 曲 面 及 其 余 集 的 区 域 上 出 现 了 特定 的 调和 形式 启发 我 们 , 在 非 紧 的 (甚至 可 能 是 有 
奇 点 的 ) 实 代数 流 形 或 半 代 数 流 形 上 , 在 微分 形式 空间 中 , 有 可 能 找 出 一 个 滤 过 结构 (filtration), 
类 似 于 出 现在 混合 Hodge 结构 中 出 现 的 那 种 . 


久 这 个 密度 正 是 同样 电荷 在 导体 楷 球 上 分 布 的 密度 . 
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射线 族 的 最 简单 的 例子 就 是 欧 几 里 得 空间 中 曲面 的 法 
线 族 . 

在 光滑 曲面 附近 , 法 线 族 构 成 光滑 的 纤维 从 , 但 在 距 曲 面 
一 定 距离 处 , 不 同 的 法 线 开 始 相交 (图 251)， 早 在 阿 基 米 德 ， 
就 已 经 研究 过 由 此 组 成 的 复杂 图 景 , 但 是 直到 1972 年 后 才 弄 
清楚 射线 族 的 奇 性 与 反射 组 成 的 群 的 联系 . 

对 这 种 联系 的 存在 看 不 到 有 什么 先 验 的 征兆 (可 以 说 其 
令 人 吃惊 , 犹如 切线 与 面积 有 联系 ). 它 是 研究 函数 临界 点 的 
有 力 工具 . 到 1978 年 , 说 明了 由 反射 生成 的 群 也 控制 着 惠 更 
斯 渐 开 线 的 奇 性 . 

惠 更 斯 (1654 年 ) 发 现 了 ， 平面 曲线 的 渐 开 线 在 渐 开 线 与 
曲线 相遇 处 有 转折 点 (图 252)， 渐 开 线 及 其 高 维 的 推广 就 是 
有 边 流 形 的 波 前 面 . 波 前 面 的 奇 性 , 与 射线 族 的 奇 性 一 样 , 是 
按 反射 生成 的 群 来 分 类 的 . 

正如 在 无 边 流 形 上 的 射线 与 波 前 与 外 尔 (Weyl) 系列 的 群 
A,D5 EARR, 渐 开 线 的 奇 性 则 是 由 群 B,C, (它们 在 邓 
肯 (Dynkin) 图 上 有 双 线 联系 ) 来 表示 . 

由 反射 生成 的 其 他 的 群 (2p), Ha, H4) 直到 不 久 以 前 , 还 


图 251 抛物 线 的 法 线 族 


图 252 光滑 曲线 的 渐 开 


没有 在 奇 点 理论 中 找到 应 用 . 到 1982 年 秋 以 后 , 情况 有 了 变 “ 线 的 奇人 


化 . 发 现 了 二 十 面体 对 称 群 Ha 控制 了 平面 曲线 扭转 点 附近 渐 开 线 族 的 奇 性 . 
深 藏 在 曲线 的 扭转 点 附近 的 二 十 面体 , 一 如 在 开 普 勒 关于 行星 距离 的 规律 中 的 


: 876 - 附录 15 ”射线 族 的 奇 性 


二 十 面体 一 样 神秘 . 但 是 二 十 面体 在 1984 年 出 现在 研究 射线 族 与 波 前 族 的 更 复杂 的 
奇 性 并 非 偶然 , 在 这 里 发 现 了 唯一 剩 下 的 群 Ha. 

在 本 附录 中 将 简略 地 描述 射线 族 的 奇 性 理论 . 更 详细 的 叙述 可 见 以 下 绪 文 D: 

ApHonpn B. M. OcoGennocra cncTeM azyues. YMH. 1983. T.38, pum.2. 77-147. 

ApHonpn B. M. Oco6enigocru B BapsamaoHHoM ncunczegap. COBpeMeHHHIE npoO/eMbr 
Mareuaruku. M.: BAHATH. 1983. T.22. 3-55 (此 卷 与 T.33 (1988) 都 是 关于 奇 点 理论 ). 

JIamko O. B. Knaccuóukanaus kpurWueckux rouek 中 yHKIUE ua MHOFOOG6Pa3MH c oc- 
oÓ6nM KpaeM. $yHku. auam H ero mpuauoxenmus. 1983. T.17, Ne 3. 28-36. 

Ulepõak O. II. OcoGengocru ceMeiicrBa 3BOJIPBeHT B OKPECTHOCTH TOuKu neperu6a 
KpuBoR n rpynuna H3, nopoxenmHas orpaxxeuuaMg. COCyHkKH. aHaJHM3 M ero HpHJOXeHHs. 
1983. T.17, Ne 4. 70-72. 

HIep6ak O. H. Bonmosme 中 poHTEI n rpynns orpaxeuud. YMH. 1988. T.43, Bum.3. 
125-160. 

Bapwuenko A. H. MMywos C. B. Koneungie nenpuBomMbre TPyIHEI， IIOpOXJIeHHbBIe OTO- 
ÓpaxxeHHMs MH, CyTb TDYIHEI MOHO/IDOMUH IOXXOHIUIX oco6engocreii. Pynkn. anas H ero 
npuzoxenuus. 1984. T.18, Ne 3. 1-13. 

ApHonpn B. M. Oco6ennocra pemeuuá sapmanuoHuux sanau. YMH. 1984. T.39, 
pBunm.5. 256. 

这 里 讲 的 结果 都 是 关于 如 此 简单 的 几何 对 象 , 何以 没有 被 经 典 大 师 们 注意 到 , 真 
令 人 惊奇 . 例如 , 三 维 空间 中 一 般 位 置 的 曲面 的 投影 的 局 部 分 类 , 直到 1981 年 才 得 
到 . 这 些 射 影 的 不 等 价 芽 为 数 有 限 , 共 14 个 : 从 空间 的 不 同 点 去 看 一 个 曲面 , 在 此 曲 
面 的 一 般 位 置 的 点 附近 , 曲面 竟然 可 以 表现 为 这 么 多 种 不 同 的 样子 ! 


A. 辛 流 形 与 射线 族 


1. 欧 几 里 得 空间 中 有 向 直线 的 空间 (图 253) 可 以 与 球面 的 

余 切 从 等 同 起 来 , 从 而 具有 辛 构造 . 
2. 较为 一 般 地 , 我 们 考虑 辛 空间 的 任意 超 曲面 . 它 的 切 空间 

的 斜 正 交 补 称 为 特征 方向 , 超 曲面 的 特征 方向 场 之 积分 曲线 称 为 
其 特征 . 特征 的 流 形 也 由 原 流 形 得 到 了 辛 构造 

mos 有 向 直线 的 。 。 3 特别 是 , 一 般 变 分 问题 的 极 信 线 场 有 辛 构造 

A 4. 考虑 奇数 次 二 元 形式 ( 即 两 个 变量 的 齐 次 多 项 式 ) 空 间 . E 
面 上 的 线性 变换 群 作用 在 这 个 偶数 维 矢量 空间 上 . 在 这 个 空间 存 

在 唯一 的 ( 除 相差 一 个 乘 数 外 ) 非 退化 斜 对 称 双 线 性 型 , 且 对 于 行列 式 为 1 的 线性 变 

换 群 SL(2) 为 不 变 的 . 这 个 形式 给 奇数 次 二 元 形式 的 流 形 以 自然 的 辛 构造 


1 这 里 的 文献 全 是 俄 文 的 . 读者 可 以 参看 Arnold V. L Singularities of caustics and wave fronts. 
Kluwer Academic Publisher. 1990. 一 一 中 译 者 注 
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5. z 和 y 的 二 元 形式 中 , z^. 的 系数 为 1 者 形成 了 此 空间 的 一 个 超 平面 . 这 
个 超 平面 的 特征 流 形 自然 地 等 同 于 zx 的 偶数 次 多 项 式 z2 十 .… 之 流 形 . 我 们 前 已 在 
这 个 多 项 式 空间 中 定义 了 自然 的 辛 构造 . 

6. 沿 r 轴 的 平移 之 单 参数 群 保持 上 述 辛 构造 . 这 个 群 的 哈密 顿 画 数 是 一 个 二 次 
函数 ( 早 就 由 希 尔 伯 特 得 到 了 (18934E)). 哈密 顿 函 数 之 等 值 面 的 特征 流 形 自 然 地 等 
闻 于 z 的 次 数 为 2k 一 1 且 首 项 系数 为 1 根 之 和 为 0 的 多 项 式 流 形 .在 这 个 多 项 式 空 
间 中 我 们 也 有 自然 的 辛 构造 . 


B. 辛 流 形 之 子 流 形 


把 辛 构造 限制 在 一 子 流 形 上 , 我 们 仍 有 一 个 闲 的 2- 形 式 , 但 不 一 定 非 退 化 . 在 
欧 几 里 得 空间 中 , 子 流 形 除 有 内 蕴 几 何 外 , 还 有 广泛 的 外 曲率 理论 . 在 辛 几 何 中 情况 
就 比较 简单 : 

定理 (A. B. Givental' (A. B. Tusenrazæ), 1981 年 ) 辛 流 形 的 子 流 形 芽 可 
由 辛 构造 在 其 上 的 限制 得 到 . 最 多 相差 一 个 辛 微分 同 胚 . 

中 间 的 定理 , 其 中 用 到 辛 构造 在 不 切 于 子 流 形 的 矢量 上 之 值 , 早 前 已 由 A. We- 
instein 证 明 过 (197345E). Givental' 的 定理 与 Weinstein 的 定理 不 同 , 可 以 用 来 对 辛 
空间 的 一 般 位 置 的 子 流 形 的 芽 进 行 分 类 ; 其 中 只 需 用 到 J. Martinet 和 他 的 学 生 们 对 
辛 构造 的 退化 性 质 的 分 类 . 


| 
p 辛 空间 中 一 般 位 置 的 二 维 曲 面 , 在 其 每 一 点 附近 均 (在 达 布 坐标 中 ) 微分 同 
胚 于 曲面 p2 = pi, ps = 43 = … = 0. 
2. 在 四 维 子 流 形 中 , 可 以 稳定 地 遇 到 Martinet 的 椭圆 与 双 曲 奇 点 的 曲线 , 其 标 
准 形 式 为 


3 
p2 = pst S, pa 一 0，P = 和 一 二 0. 
椭圆 性 与 双 曲 性 是 关于 不 变 地 联系 于 子 流 形 的 动力 系统 的 运动 特性 的 . 由 此 产生 的 三 维 空间 
中 的 无 散 度 矢量 场 有 整 条 的 奇 点 曲线 . 奇 点 曲线 的 分 类 不 像 奇 点 分 类 有 那么 多 病态 (后 者 的 难度 
近 于 天 体力 学 ). 


以 上 是 光滑 子 流 形 的 辛 奇 点 理论 最 初 几 步 . 


C. 射线 族 理论 的 拉 格 朗 日 流 形 


我 们 再 提 一 下 , 所 谓 拉 格 朗 日 流 形 就 是 辛 流 形 的 这 样 的 子 流 形 : 辛 构造 在 其 上 
为 0, 且 有 最 大 可 能 的 维 数 (整个 辛 空间 维 数 的 一 半 ). 

例 

1. 余 切 从 的 纤维 均 为 拉 格 朗 日 流 形 . 

2. 欧 几 里 得 空间 的 (任意 维 ) 光滑 子 流 形 的 所 有 有 向 法 线 之 流 形 是 所 有 直线 之 
空间 的 拉 格 朗 日 子 流 形 . 
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3. 所 有 可 被 on 整除 的 多 项 式 z2n 十 .… 的 流 形 是 拉 格 朗 日 流 形 . 

车 一 纤维 从 之 纤维 是 拉 格 朗 日 流 形 , 则 称 之 为 拉 格 朗 日 纤维 从 . 

例 

1. 余 切 从 是 拉 格 朗 日 纤维 从 . 

2. 对 欧 几 里 得 空间 之 每 一 有 向 直线 均 对 应 其 上 的 单位 矢量 , 这 样 得 到 的 高 斯 纤 
维 从 是 拉 格 朗 日 纤维 从 . 

所 有 固定 维 数 的 拉 格 朗 日 纤维 均 局 部 地 ( 即 在 全 空间 每 一 点 的 邻 域 中 ) 辛 微分 
FJR. 

拉 格 朗 日 映射 就 是 拉 格 朗 日 子 流 形 到 拉 格 朗 日 纤维 丛 的 底 空 间 的 投影 ， 即 是 
V E 5 B. 第 一 个 箭头 是 拉 格 朗 日 子 流 形 V 到 拉 格 朗 日 纤维 丛 的 浸 和 人 (im- 
mersion). 第 二 个 箭头 定义 了 拉 格 朗 日 纤维 从 的 投影 . 

例 3 

1. HUE SU o A 

2. 法 线 映 射 , 即 把 欧 几 里 得 空间 的 子 流 形 映 到 此 法 线 端 点 的 映射 

3. 高 斯 映射 , 即将 欧 几 里 得 空间 横 截 定向 曲面 的 一 点 映 到 单位 法 线 矢 量 (相应 
的 拉 格 朗 日 流 形 正 是 由 这 些 法 线 组 成 的 ). 

拉 格 朗 日 映射 的 等 价 性 就 是 纤维 空间 之 间 的 一 个 辛 上 映射 , 它 把 纤维 映 为 纤维 , 而 
把 第 一 个 拉 格 朗 日 流 形 映 为 第 二 个 拉 格 朗 日 流 形 . 

拉 格 朗 日 映射 的 临界 值 集 称 为 聚焦 曲面 , 等 价 映 射 的 聚焦 曲面 互相 微分 同 胚 . 

例 法 映射 的 聚焦 曲面 就 是 法 线 族 的 包 络 , 即 焦点 曲面 (由 率 中 心 的 曲面 ). 

所 有 的 拉 格 朗 日 映射 均 局 部 地 等 价 于 梯度 映射 (法 映射 , 高 斯 映射 ). 一 般 位 置 
的 梯度 映射 (法 映射 , 高 斯 映射 ) 的 奇 性 均 与 一 般 的 拉 格 朗 日 映射 的 奇 性 相同 , 其 中 
最 简单 的 可 以 按 反 射 群 Aj, Dr, Ec, Ez, Ee 来 分 类 ( 见 附录 12). 

例 考虑 尘埃 状 粒子 所 成 的 介质 在 其 惯性 下 的 运动 , 且 其 速度 具有 势 场 . 经 过 
时 间 t 以 后 , 原来 位 于 > 处 的 粒子 走 到 了 z +t 名 处 , 我 们 于 是 得 到 了 一 个 由 R 到 
R? 的 单 参数 光滑 映射 族 . 

这 些 映 射 均 为 拉 格 朗 日 映射 , 事实 上 , 速度 的 势 场 给 出 了 余 切 从 的 拉 格 朗 日 截 
H. 牛顿 方程 的 相 流 会 保持 拉 格 朗 日 性 质 . 但 对 于 较 大 的 t, 这 个 拉 格 朗 日 流 形 就 不 
再 是 截 口 了 . 它 在 底 空间 上 的 投影 将 会 有 奇 性 . 这 个 映射 的 聚焦 曲面 就 是 粒子 密度 
成 为 无 限 之 处 @. 根据 Zel'dovich(3ezmpamopzy)(1970 年 ), 类 似 的 模型 (考虑 到 引力 
和 宇宙 的 扩张 ) 可 以 描述 物质 在 宇宙 \ 中 的 分 布 的 整体 不 均匀 性 . 


中 聚焦 曲面 与 尘埃 介质 密度 的 联系 首先 是 由 Lifshitz, Sudakov 与 Haletnikov 发 现 . 他 们 的 总 结 
Ji Lifshitz E. M., Halatnikov J. M. Investigations in relativistic cosmology. Adv. Phys, 1963, vol.12, 
185. 
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按照 拉 格 朗 日 奇 性 的 理论 , 新 生成 的 聚焦 曲面 形 如 椭圆 
LI? 形 的 小 碟子 (图 254) (在 生成 后 的 t 时 间 , 小 碟子 的 轴 之 数量 
级 是 0/2). 小 碟子 的 产生 相应 于 As. 三 维 空间 中 的 一 般 的 单 
参数 拉 格 朗 日 映射 下 , 聚焦 昌 的 变形 可 见 图 255 (Arnold V. I. 
图 254 新 产生 的 聚焦 曲 “Wave Front Evolution and Equivariant Morse Lemma. CPAM. 
m 1976. V.6, Ne.2. 319-335). 

定理 (1972 年 ) 维 数 «5 的 一 般 位 置 的 流 形 之 拉 格 朗 上 日 映射 芽 在 每 一 点 均 为 简 

单 ( 即 无 模 ) 而 稳定 的 , 简单 稳定 的 拉 格 朗 上 日 映射 芽 可 按 反射 群 4, D,E 分 类 如 下 . 


D. 射线 族 与 波 前 之 接触 几何 


回忆 一 下 , 奇数 维 光 滑 流 形 上 的 所 谓 接触 构造 就 是 切 空 间 中 的 一 族 非 退化 的 超 
平面 场 . 非 退化 条 件 是 什么 并 不 重要 , 因为 在 一 般 位 置 的 点 附近 , 固定 的 非 偶数 维 的 
一 般 位 置 的 所 有 超 平面 场 都 是 微分 同 胚 的 (这 就 是 接触 达 布 定理 , 见 附录 4). 

例 

1. 光滑 流 形 的 接触 元 素 流 形 就 是 由 所 有 切 超 平 面 组 成 的 流 形 . 若 一 接触 点 的 位 
移 速度 属于 一 接触 元 素 , 则 此 元 素 的 位 移 速 度 就 属于 给 出 这 一 接触 构造 的 平面 . 

2 EK y = f(z) 的 1- 节 (jet) 的 流 形 有 接触 构造 dy = pdz( 对 函数 f 之 1- 节 ， 
I), 

Oz 

接触 空间 的 子 流 形 的 外 几何 学 局 部 地 由 其 内 蕴 几 何 决 定 (这 就 是 接触 的 Given- 
tal 定理 )， 

若 一 接触 构造 的 积分 子 流 形 有 最 大 的 可 能 的 维 数 , 就 称 之 为 勒 让 德 子 流 形 . 

例 

1. 切 于 圆 的 (任意 维 ) 子 流 形 的 所 有 接触 元 素 之 集 是 一 个 勒 让 德 流 形 . 

2. 特别 是 , 附着 于 一 个 点 的 所 有 接触 元 素 构成 一 勒 让 德 子 流 形 ( 即 接触 元 素 从 
的 纤维 ). 

3. 同一 个 函数 的 所 有 1- 节 之 集合 是 1- 节 空间 的 勒 让 德 子 流 形 . 

若 一 纤维 从 之 纤维 是 勒 让 德 的 , 则 称 此 纤维 从 为 勒 让 德 纤维 从 . 

例 

1. 射影 余 切 从 (把 每 一 个 接触 元 素 映 到 作用 点 ) 是 一 个 勒 让 德 纤 维 从 . 

2. 在 0- 节 上 的 函数 的 1- 节 纤维 从 (所 谓 0- 节 就 是 忘记 导数 ) 是 一 个 勒 让 德 纤 
维 从 . 

所 有 同一 维 数 的 勒 让 德 纤维 从 , 必 局 部 地 ( 即 在 全 空间 的 每 一 点 的 邻 域 中 ) 接触 
微分 同 胚 . 

把 一 个 勒 让 德 子 流 形 投影 到 勒 让 德 纤维 从 的 底 空间 上 , 称 为 勤 让 德 映射 ， 勒 让 
德 映 射 之 像 称 为 波 前 . 


p= 
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图 255 取 焦 曲面 的 典型 变形 


例 
L HURRA: 把 射影 空间 中 的 一 个 超 平面 投影 到 其 接触 元 素 所 成 的 空间 中 ， 
而 使 此 超 平面 成 为 一 个 勒 让 德 子 流 形 . 射影 空间 中 接触 元 素 所 成 的 流 形 在 也 可 对 偶 
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的 射影 空间 中 纤维 化 (即将 一 个 接触 元 素 映 到 包含 它 的 超 平面 ). 这 是 一 个 勒 让 德 纤 
维 从 . 提升 后 所 得 的 勒 让 德 流 形 被 投影 到 对 偶 于 原 空间 的 空间 上 . 

所 以 , 射影 对 偶 的 光滑 超 平面 是 勒 让 德 映射 的 波 前 . 

2. 波 前 映射 : 在 欧 几 里 得 空间 中 的 超 曲 面 的 每 一 法 线 上 , 取 长 为 t 的 线段 . 我 
们 就 得 到 了 一 勒 让 德 映射 , 其 波 前 与 原 超 曲 面 等 距 . 

所 有 的 勒 让 德 映 射 局 部 地 都 既 等 价 于 一 勒 让 德 变 换 , 也 等 价 于 一 波 前 映射 . 39 
让 德 奇 性 理论 , 恰好 既是 勒 让 德 变换 的 , 也 是 波 前 映射 的 奇 性 理论 . 勒 让 德 映射 的 等 
价 性 、 稳 定性 与 简单 性 都 与 拉 格 朗 日 情况 定义 一 样 . 

定理 (1973 年 ) 维 数 < 5 的 一 般 位 置 的 流 形 的 勒 让 德 映射 芽 都 是 简单 的 , 稳定 
的 . 简单 稳定 的 勒 让 德 映射 之 芽 可 用 群 AQD,E 分 类 : 它们 的 波 前 (在 复 域 中 ) 局 部 
微分 同 胚 于 一 个 群 的 非 正 规 轨道 的 流 形 , 此 群 由 反射 生成 . 

例 三 维 空间 中 典型 的 波 前 只 有 两 种 奇 性 , 即 半 立 方 抛物 线 两 枝 的 转折 (A2) 与 
JRE” (Aa, 见 图 256; 在 这 类 奇 点 附近 , 波 前 微分 同 胚 于 多 项 式 1 az? br-- c 的 
空间 中 由 有 重 根 的 多 项 式 所 成 的 流 形 ). 当然 也 可 能 横 截 交 于 具有 上 述 奇 性 的 波 前 之 
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图 256 波 前 的 典型 奇 性 


注 波 前 的 简单 奇 性 的 实 形状 也 可 以 用 反射 群 来 讲 . E. Looijenga 证 明了 : 简单 的 波 前 芽 的 
余 集 之 各 个 实 分 枝 可 以 用 反射 群 的 正规 化 子 的 对 合 类 (它们 是 2 阶 元 素 ) 来 编号 (I Looijenga E. 
The discriminant of a real simple singularity. Compositio Math. 1978. V.37, Fasc.1. 51~62). 


E. 接触 几何 对 辛 几何 的 应 用 


只 要 将 函数 的 1- 节 空间 投影 到 0- 节 空间 上 去 , 即 忘记 函数 值 , 使 得 1- 节 空间 变 
成 相 空间 , 而 其 勒 让 德 流 形 同 构 地 投影 为 相 空间 的 拉 格 朗 日 流 形 , 这 样 就 可 以 由 勒 
让 德 奇 性 得 到 所 有 的 拉 格 朗 日 奇 性 . 特别 是 , 在 纤维 为 一 维 的 一 般 的 射影 化 下 面 , 拉 
格 朗 日 映射 的 聚焦 面 就 是 勒 让 德 映射 的 波 前 的 折 转 的 棱 的 射影 . 
定理 (Ljashko, JIamko, 1979 年 ) 所 有 的 横 截 于 简单 奇 性 的 波 前 的 全 纯 夭 量 
场 , 均 可 用 保持 波 前 不 变 的 全 纯 微 分 同 胚 互相 转变 . 
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例 ÆRE {r +ar? +br+c= (+d)? +- --} É 
一 般 位 置 的 奇 点 的 邻 域 中 所 有 的 矢量 场 , 均 可 用 保持 其 
尾 不 变 的 全 纯 微分 同 胚 化 为 标准 形式 Č (图 257). 
把 各 种 对 象 用 保持 波 前 或 公 焦 面 的 微分 同 胚 化 为 标 
Bow 丫 必 内 过 的 矢量 场 。 准 形式 , 这 是 研究 射线 系 和 波 前 的 基本 手段 ,例如 , 对 运 
动 着 的 波 前 的 研究 , 就 基于 “对 偶 ” 于 上 述 结果 的 . 
定理 (1976 年 ) 在 一 般 位 置 的 所 有 在 “最 奇异 ”的 点 上 为 0 的 全 纯 函 数 , 均 可 
用 保持 波 前 的 全 纯 微 分 同 胚 局 部 地 互相 转变 . 
例 在 燕尾 的 奇 点 附近 , 一 般 位 置 的 函数 均 可 用 保持 燕尾 的 微分 同 胚 化 为 标准 
形式 a. 
这 个 定理 是 同 变 莫 尔 斯 引 理 (equivariant Morse lemma) 之 特例 . 它 是 这 样 应 用 
的 . 瞬时 的 波 前 在 时 -空中 构成 一 个 “大 波 前 ”. 时 间 是 时 - 空 的 函数 . 把 它 用 保持 大 
波 前 的 微分 同 胚 化 为 标准 形式 , 我 们 就 得 到 了 有 瞬时 波 前 的 变形 之 标准 形式 . R 中 的 
波 前 之 变形 可 见 图 258. 可 以 同样 解决 一 般 位 置 的 单 参数 族 中 的 聚焦 曲面 的 变形 问 
题 (图 255). 这 就 是 用 保持 “大 波 前 ”的 微分 胚 把 时 - 空 的 函数 (时 间 ) 化 为 标准 形 的 
问题 . 如 果 时 - 空 的 维 数 不 超过 4, 则 大 波 前 只 有 4 与 DIE. 
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图 258 波 前 的 典型 变形 


A 系列 的 拉 格 朗 日 聚焦 曲面 与 4 系列 的 波 前 之 差别 仅 在 于 顺序 号 要 差 1. 所 以 ， 
系列 4 的 聚焦 曲面 和 系列 4 的 波 前 是 一 样 的 . 

D 系列 的 聚焦 曲面 则 与 波 前 不 同 . 一 般 位 置 的 函数 (时 间 ) 在 D 系列 聚焦 曲面 
奇 点 附近 的 标准 形式 是 V. M. Zakalyukin (B. M. 3akamoxumum) 得 到 的 (19754). 
函数 (时 间 ) 的 拓扑 标准 形式 特别 简单 . 
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聚焦 曲面 实情 况 复 情况 
Dj Àidc A2 Al A2 
Di ài E Xz, 和 Al 十 和 4 Ar 十 À2 
D2k+1 EA à 

Dok, k 23 和 1 £ àÀ2 Al À2 


这 里 大 案 焦 面 D, 由 以 下 条 件 给 出 :{A : F(., 和 ) 有 退化 临界 点 }, 这 里 

1 入 1 

—1 于 十 H-2 

把 函数 (时 间 ) AFLAR 可 以 用 空间 RHC) 的 一 个 局 部 同 胚 

来 实现 . 这 个 同 胚 能 保持 大 聚焦 面 而 且 除 在 0 点 外 , 处 处 光滑 ( 见 Baxmmu B. M. 
Becrark MIY. 1987. Bum.4. 58~61). 

J. Nye 在 1984 年 注意 到 ,并 非 聚 焦 曲面 和 波 前 的 所 有 变形 都 会 在 光 程 方程 
(eikonal equation， 也 就 是 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ) 所 决定 的 波 前 之 运动 中 实现 ， 例 如 ， 
射线 族 的 聚焦 面 就 不 会 有 具有 两 个 转折 点 的 “ 层 ”(lips, 这 是 R. Thom 的 用 语 ). 但 是 ， 
拉 格 朗 日 映射 的 聚焦 曲面 则 可 能 有 . 问题 在 于 , 把 拉 格 朗 日 或 勒 让 德 流 形 媒 人 到 由 
哈密 顿 - 雅 可 比方 程 ( 即 光 程 方 程 ) 所 定义 的 超 曲面 中 , 就 对 其 实现 加 上 了 拓扑 限制 ， 
因此 也 就 对 奇 性 的 变形 加 上 了 限制 (特别 是 在 非 退 化 情况 下 , 如 对 动量 为 严格 凸 , 或 
哈密 顿 情况 ), 虽然 奇 性 本 身 可 以 在 超 曲面 上 实现 . 

保持 波 前 的 微分 同 肥 相应 于 切 于 此 波 前 的 矢量 场 . 

研究 这 些 矢量 场 将 导致 一 种 特别 的 运算 : 群 的 “不 变量 的 卷 积 ”(convolution of 
invariants), 此 群 由 反射 生成 : 对 于 一 对 不 变量 ( 即 轨道 空间 上 的 函数 ), 必 可 作出 新 
的 不 变量 : 即 这 些 函 数 的 梯度 的 数量 积 (由 轨道 空间 提升 到 原来 的 欧 几 里 得 空间 ). 

这 个 运算 的 线性 化 定义 了 由 轨道 空间 之 余 切 从 到 其 自身 的 一 个 双 线 性 对 称 映 射 . 

定理 (1979 年 ) 由 反射 生成 的 群 之 不 变量 的 线性 化 卷 积 , 作为 双 线 性 映射 , 同 
构 于 其 相应 奇 点 的 局 部 代数 上 的 如 下 的 运算 : (p,g) 5 S(p,q), 其 中 S= D - (2/h)E, 
求 导 运算 D 是 欧 拉 准 齐 性 的 , h Æ Coxeter X. 

1981 年 A. N. Varchenko (A. H. Bapuenko) 与 A. B. Givental' (A. B. Typea- 
Tab) 给 出 了 这 个 定理 很 深远 的 推广 (后 者 还 把 它 推广 到 例外 群 上 ). 他 们 把 欧 几 里 
得 构造 换 成 了 遍 有 函数 族 的 Milnor 纤维 从 之 纤维 上 的 全 纯 微 分 形式 族 的 适当 的 非 
退化 周期 映射 的 相 截 形式 (intersection forms)， 非 退化 的 相 截 形式 或 者 定义 了 局 部 
平面 的 伪 欧 几 里 得 度量 , 它 在 惑 让 德 波 前 形 上 有 标准 的 奇 性 , 或 者 定义 了 可 以 全 纯 
拓展 到 波 前 上 的 辛 构造 , 全 由 变量 个 数 之 奇偶 性 决定 . 

例 最 高 次 项 系数 为 1 且 根 之 和 为 0 的 奇数 次 多 项 式 空间 还 有 一 个 辛 构造 . 在 
此 辛 构造 下 , 具有 可 能 最 多 的 二 重 根 的 多 项 式 流 形 是 拉 格 朗 日 流 形 . 


F(z,À) = *xiz tii 十 .十 Ap-271 十 2 和 XiZ2. 
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在 相 截 形式 为 退化 时 , 辛 构造 应 该 代 以 泊 松 构造 ( 见 附录 13). 


F. WARY? 


第 一 批 应 用 , A 1966 年 以 来 是 为 了 发 展 拉 格 朗 日 和 勤 让 德 奇 性 理论 , 其 中 有 得 
UT, 包括 振荡 积分 的 渐 近 性 质 . 这 些 应 用 的 综述 (直到 如 何在 扭转 点 附近 对 积分 
作 一 致 估计 ; 用 牛顿 多 面体 计算 渐 近 性 ; 构造 混合 Hodge 构造 ; 在 数论 以 及 凸 多 面 
体 理论 中 的 应 用 ; 矢量 场 奇 点 的 指数 的 估计 以 及 代数 曲面 奇 点 个 数 的 估计 ) 都 可 以 
在 Arnold V. L, Varchenko A. N., Gusein-Zade S. M. [1] 的 第 二 卷 以 及 Arnold V. I. 
在 1983 年 在 华沙 召 开 的 国际 数学 家 大 会 中 的 报告 OcoGeHHOCTH ccreM zyueit 中 
找到 . 

这 里 将 讨论 拉 格 朗 日 和 勒 让 德 奇 性 的 另外 一 些 应 用 应 用 来 研究 射影 流 形 
和 切 于 它 的 不 同 维 数 的 切 平面 的 相互 位 置 . 会 引导 到 这 个 问题 的 有 具有 单 侧 约束 的 
变 分 问题 以 及 Nekhoroshev 非 摄 动 哈密 顿 函 数 的 旋转 指数 的 研究 ( 见 附录 8). 


考虑 三 维 射影 空间 中 的 一 般 位 置 的 曲面 (图 259). 抛物 
点 (p) 的 曲线 把 曲面 分 为 椭圆 点 (e) 区 域 和 双 曲 点 (4) KER, 
其 中 还 有 渐 近 线 扭转 点 (f) 的 曲线 , 其 上 有 扭转 点 (b), HAE 
点 (c) 以 及 与 抛物 曲线 相 切 的 点 (1). 

由 这 个 分 类 可 以 导出 曲率 指数 的 估计 与 射影 化 的 分 类 . 


图 259 曲面 上 的 点 的 分 
类 定理 (O. A. Platinova (O. A. ILzargosa) 与 O. P. 


Shcherbak (O. II. IIlepoak), 1981 年 ) RP? 中 任意 的 一 
般 位 置 的 光滑 曲面 之 射影 , 不 论 射影 中 心 如 何 选取 (但 不 能 选 在 此 曲面 上 ), 在 任 一 
点 处 必 等 价 于 曲面 z = f(z,y) 按 平行 于 x 轴 方向 的 射影 . 是 以 下 14 个 函数 之 一 : 


zx, 22， 23 xy, T? +ry?, x? 十 2ZV3， 


Z4 十 TU， 24 十 224 ry, T 士 Z39 amy, 
z? ryt, 2Z4 十 Z29 十 ZUV3， T’ 十 了 9/. 


这 里 的 射影 理解 为 V — E — B, 即 由 菩 人 和 射影 组 合 而 成 , 射影 的 等 价 性 则 理 

解 为 一 个 可 换 的 3 x 2 图 式 , 其 每 一 纵 列 均 为 微分 同 胚 . 
由 一 般 位 置 的 点 作 射 影 ， 其 奇 性 只 可 能 是 Whitney B. Dr" (fold, Ciena) E 或 
“ 尖 点 ” (cusp, cóopku) 9).， 沿 渐 近 方向 射影 时 ， 就 会 出 现 “ 尖 点 ”只 在 从 某 些 点 作 
射影 时 才 会 出 现 其 他 的 奇 性 . 射影 的 奇 点 为 数 有 限 (从 而 视 轮廓 的 奇 点 也 为 数 有 限 ) 


这 一 一 段 及 以 下 用 到 的 一 些 概念 和 名 词 之 解释 , 请 参看 本 节 开 始 时 的 中 译 者 注 所 引用 的 Arnold 


中 译 者 注 
25 与 尖 点 的 典型 形状 是 yl = zi,y2 = 02 与 y = mnys = 23 + ay. 详细 的 说 明 例 如 可 见 
Arnold V. L, Varchenko A. N., Gusein-Zade S. M. n]. 第 一 卷 . 一 一 中 译 者 注 
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早先 并 不 显然 ,因为 在 曲面 到 平面 的 一 般 的 三 参数 映射 族 中 , 不 等 价 奇 点 集 具 有 连 
续 统 势 . 

将 视点 空间 分 划 成 一 些 区 域 , 使 得 由 不 同 区 域 中 的 点 来 看 曲面 一 般 位 置 的 , 其 
形状 不 同 , 这 些 曲 面 芽 的 相应 形状 (在 最 复杂 的 情况 下 ), 列 在 图 260 上 . 

如 果 用 辛 几 何 和 接触 几何 的 语言 重 述 , 切面 之 分 为 层次 就 更 易 懂 了 . R. Melrose 
证 明了 (19764), 射线 曲面 的 切面 可 以 用 辛 相 空间 中 的 一 对 超 曲面 来 描述 : 其 一 是 
22 = 1, 它 定义 度量 , 另 一 则 为 曲面 ( 见 附录 14 引 理 A 的 注 ). 

渐 近 性 的 几何 的 很 大 一 部 分 都 可 以 用 这 一 对 超 曲 面 来 重新 陈述 . 这 样 我 们 就 能 
把 曲面 几何 学 的 概念 移 用 于 辛 空间 任意 一 对 超 曲 面 这 个 一 般 情 况 , 就 可 以 把 曲面 理 
论 中 积累 起 来 的 几何 直观 用 于 研究 一 般 的 具有 单 侧 相约 束 的 变 分 问题 . 


令 Y,Z 为 辛 空间 x 中 的 超 曲面 , 它们 在 子 流 形 W 7 
上 模 截 相交 . 把 Y, Z 投影 到 它们 的 特征 流 形 U,V 上 ,就 Ya 
得 到 侧 方 六 角形 的 图 式 . 其 中 卫 是 指 W 投影 到 UU 和 V | 
上 的 奇 点 的 一 般 流 形 . D 

8| 4 X — (gp) 为 欧 几 里 得 空间 中 的 自由 粒子 的 。 “一 ~ 
相 空 间 (q 为 粒子 位 置 , p 为 其 动量 ); Y 为 单位 矢量 流 形 
(p? = 1); Z 为 边缘 上 的 矢量 之 流 形 (g 位 于 超 曲 面 工 上 ). 这 时 . U 是 射线 的 流 形 , V 
是 切 矢量 的 流 形 , W 是 边缘 上 的 单位 矢量 流 形 , X 是 切 单位 矢量 之 流 形 . 

如 果 切 单位 矢量 不 是 渐 近 的 , 则 两 个 射影 W — U 与 W — V 在 其 邻 域 中 的 奇 
ERE «Ur. 每 个 射影 在 W 上 都 定义 一 个 对 合 , 而 此 对 合 在 2 上 为 不 动 . 

例 在 平面 凸 曲线 W 的 边缘 切 矢量 流 形 上 都 出 现 两 个 对 合 o 与 r( 图 261). 

它们 的 乘积 就 是 伯 克 霍 夫 的 台球 变换 (19274). 

Melrose 使 用 这 一 对 对 合 找到 了 辛 空间 中 一 对 超 曲 面 在 所 述 情况 下 的 局 部 标准 
形式 (但 是 是 Coo 的 提 法 下 , 因为 在 解析 情况 下 级 数 发 散 , 例如 在 Ecalle (1975 年 ) 的 
理论 和 S. M. Voronin (C. M. Bopoama) 关于 共振 动力 系统 的 理论 (1981 年 ) 中 都 是 
这 样 ). 

对 于 更 复杂 的 奇 性 (例如 在 渐 近 的 单位 矢量 附近 )， 一 对 超 曲 面 有 模 ， 对 于 在 
“ 折 ” 以 后 的 两 个 奇 性 , 可 以 (至 少 在 形式 上 ) 把 一 对 超 曲 面 化 为 标准 形 (第 一 个 是 超 
曲面 , 第 二 个 则 迹 在 其 上 )， 这样 就 可 以 研究 以 下 映射 的 奇 性 , 这 映射 在 渐 近 与 双 渐 
近 单 位 矢量 附近 , 把 边缘 单位 矢量 映 为 它 所 决定 的 射线 . 这 个 映射 在 直线 的 辛 空间 中 
的 临界 值 , 可 由 以 下 定理 描述 . 

定理 (1981 年 ) EREK REZ NH ERA AMG, 所 有 的 一 般 位 置 的 辛 构造 
都 是 形式 微分 同 胚 的 . 


因为 在 双 渐 近 射线 附近 , 切 射 线 之 流 形 局 部 微分 同 胚 于 疗 尾 与 直线 之 积 . 


SE 
NININIS 
uum 
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图 261 台球 变换 看 作 两 个 对 合 的 乘积 图 262 绕 过 障碍 的 最 短路 径 


G. 绕 过 障碍 问题 


考虑 欧 几 里 得 空间 中 的 光滑 曲面 围 成 的 障碍 . 绕 过 障碍 问题 就 是 研究 由 一 动 点 
到 固定 的 初始 集合 的 绕 过 障碍 的 最 小 距离 的 奇 性 (DL Givental' A. B. Oco6rre na- 
TPAHKEBPI MHOroo6paaus m ux 1arpamkeaBB OTOOPaKeHUA. CospeMeuHHre npob- 
NEMEI MaTeMaTHKH， Hoseitmme nocrmkemua. 1988. T.33, BHHHA TH. 55-112). 

最 短路 径 是 由 直线 段 和 障碍 的 表面 上 的 测 地 线段 构成 的 (图 262). 所 以 我 们 来 
考虑 障碍 表面 上 的 正 交 于 固定 的 波 前 的 测 地 线 族 . 切 于 这 些 测 地 线 的 射线 族 , 是 直 
线 (以 及 变 分 问题 的 所 有 极 值 曲 线 族 ) 的 辛 流 形 的 拉 格 斋 日 子 流 形 . 如 果 说 在 通常 的 
变 分 问题 中 , 拉 格 朗 日 流 形 是 光滑 的 (甚至 在 出 现 聚 焦 面 时 也 是 这 样 ), 那么 在 绕 过 
障碍 问题 中 , 拉 格 朗 日 流 形 则 有 奇 性 . 

由 上 面 的 定理 可 得 

推论 (1981 年 ) 在 绕 过 障碍 问题 中 的 拉 格 朗 日 流 形 , 在 一 
般 位 置 下 , 在 渐 近 射线 附近 有 半 立 方 型 的 担 转 核 , 而 在 双 渐 近 和 
RENARD ETRE AA” (unfurled) 的 奇 性 . 


MERRER, 是 多 项 式 r + Az? + Bz? - Cz 4- D 的 空间 
中 的 一 个 流 形 , 它 由 具有 三 重 根 的 多 项 式 构成 .多 项 式 的 求 导 
将 展开 了 的 尾 变 为 通常 的 点 ; 在 展开 时 , 燕尾 的 楼 仍 得 保持 , 但 图 263 藻 尾 的 展开 
自 交 点 将 会 消失 (图 263). 

定理 (1981 年 ) 一 般 位 置 的 波 前 运动 时 , 皮 间 波 前 的 扭转 棱 会 在 四 维 时 空中 缝 
成 展开 了 的 燕尾 (在 聚焦 面 的 通常 是 燕尾 上 方 ). 

定理 (O. P. Shcherbak (O. II. IIlepoax), 1982 年 ) 考虑 一 般 的 单 参 数 空间 
曲线 族 , 并 设 对 于 参数 (时 间 ) 的 某 个 值 , 有 一 条 曲线 有 (010,0 型 ) 的 双 展 平 (bi- 
flatten) 点 . 这 里 , 射影 对 偶 的 曲线 在 时 -空中 构成 一 个 曲面 , 局 部 地 微分 同 胚 于 展开 
HRE. 

展开 的 尾部 是 一 大 系列 奇 性 的 第 一 个 代表 . 在 多 项 式 om +A? H Ani 
的 流 形 中 , 考虑 具有 一 定 余 重 数 的 重 根 的 多 项 式 (x — o)" (zh +) 对 多 项 式 
求 导 将 保持 根 的 余 重 数 不 变 . 

定理 (A. B. GiventaP (A. B. Tzmeearamp)，1981 年 ) 具有 国定 余 重 数 的 多 
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项 式 之 空间 的 序列 , Á n= 2k 十 1 起 ( 即 由 自 交 点 分 裂 时 起 ), 短 虽 然 增长 , 空间 则 
不 变 . 

例 展开 的 燕尾 是 通常 燕尾 上 方 的 第 一 个 稳定 的 流 形 . 

在 绕 过 障碍 的 问题 中 出 现 展开 的 燕尾 可 以 公理 化 成 为 Givental 三 元 组 理论 . 

定义 FEAA (H, L,1) 是 辛 流 形 中 的 光滑 超 曲 面 H, 拉 格 朗 日 流 形 L, mi L 
沿 一 个 子 流 形 与 H 一 阶 相 切 , ! 是 工 的 余 L 维 超 曲面 . 

1 在 超 曲面 H 的 特征 流 形 上 之 像 称 为 此 三 元 组 生成 的 拉 格 朗 日 流 形 ( 它 可 能 有 
奇 点 ). 

Bii 考虑 绕 过 具有 边缘 下 CR 的 障碍 的 问题 , 沿 测 地 线 到 初始 波 前 的 距离 为 
函数 s:r — RAAR 1- 形 式 由 工 到 R 上 的 拓展 构成 流 形 L 再 令 H 为 超 曲面 
p) = 1, 这 就 得 出 一 个 三 元 组 . 

这 个 三 元 组 恰好 生成 射线 的 流 形 , 这 些 射 线 在 D 上 与 极 值 曲线 相 切 . 

例 2 考虑 偶数 次 d = 2m 次 多 项 式 F = zd + Xiaza- 十.… 十 和 a 所 成 的 辛 流 形 . 
其 中 可 被 zm 整除 的 多 项 式 构成 其 拉 格 朗 日 流 形 L. 

考虑 沿 z 轴 的 平移 的 哈密 顿 函数 .| 这 是 和 的 多 项 式 h= L-1 FOFO i+ j= 
d, FO = ŽE) 超 曲面 大 = 0 滑 空 间 ! 切 于 L, ! 是 由 可 被 a 整除 的 多 项 式 构成 
如 此 又 得 一 个 三 元 组 . 

这 个 三 元 组 生成 m — 1 维 的 展开 的 燕尾 这 一 拉 格 朗 日 流 形 (这 就 是 具有 重 数 超 
过 寡 的 一 半 的 重 根 的 多 项 式 za-1 + 012379 十 … 十 aa-2 所 生成 的 流 形 ). 


定理 (A. B. Givental' (A. B. Tempeararp)，1982 年 ) 多 2 中 的 三 元 组 是 稳 
定 的 . 一 般 位 置 的 三 元 组 芽 在 所 有 点 上 均 辛 微分 同 胚 于 例 2 中 的 三 元 组 . 

系 切 于 一 般 位 置 的 绕 过 障碍 问题 的 测 地 极 值 线 之 射线 的 流 形 , 局 部 辛 微分 同 
胚 于 展开 的 燕尾 之 拉 格 朗 日 流 形 . 


在 接触 几何 中 有 两 个 与 绕 过 障碍 问题 有 关 的 有 奇 性 的 勒 让 德 流 形 : 即 波 前 的 接 
触 元 素 之 流 形 与 时 间 函 数 的 1- 节 的 流 形 . 其 第 一 个 可 微 地 覆盖 展开 地 藻 昆 的 拉 格 朗 
日 流 形 , 其 二 可 微 地 覆盖 第 一 个 流 形 下 面 的 柱 面 . 

例 考虑 平面 上 绕 过 障碍 的 问题 , 其 中 的 障碍 是 由 有 扭转 点 的 曲线 围 成 ， 波 前 
是 此 曲线 的 渐 开 线 . 它 有 两 个 反 转 点 : 即 曲线 上 的 通常 的 半 立 方 扭转 点 ( 阶 为 3/2) 
以 及 在 扭转 切线 上 的 阶 为 5/2 的 奇 性 (图 264). 在 曲线 上 方 勒 让 德 流 形 没有 奇 点 , 而 
在 扭转 点 的 切线 上 方 勒 让 德 流 形 有 阶 为 3/2 的 扭转 点 . 

定理 (1978 年 ) 平面 的 接触 元 素 空间 中 的 曲面 若 在 此 平面 上 纤维 化 , 是 由 一 般 
位 置 的 渐 开 线 在 曲线 的 捏 转 点 附近 的 所 有 接触 元 素 构 成 的 ， 它 局 部 微分 同 胚 于 多 项 
A Z3 十 az2 二 bz 十 c 空 间 中 的 具有 重 根 的 多 项 式 所 成 的 曲面 , 此 曲面 可 以 纤维 化 , 纤 
维 是 平行 于 5 轴 的 直线 . 
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这 个 曲面 (图 2065), 连同 位 于 此 曲线 的 元 素 所 成 的 曲面 c = 0, 组 成 反射 群 Bs 
的 非 正规 轨道 流 形 . 这 个 事实 引导 到 边缘 奇 性 理论 (19785F). 


A / umm 
曲线 


图 264 立方 抛物 线 的 渐 开 线 图 265 有 重 根 的 多 项 式 所 成 的 曲面 


例 (I. G. Shcherbak (M. T. IIlepGax), 1982 年 ) 考虑 三 维 欧 几 里 得 空间 中 
一 般 位 置 的 曲面 上 的 曲线 . 在 个 别 点 上 , 曲线 的 方向 与 曲率 线 的 方向 一 致 . 由 拉 格 朗 
日 边缘 奇 性 理论 可 知 , 有 Weyl 群 与 这 种 点 相关 二 曲面 的 焦点 (42), 曲线 的 焦点 
(A5) 以 及 曲 面 在 曲线 各 点 上 的 法 线 (B3), 在 曲率 中 心 附近 组 成 聚焦 面 (图 266). 

我 们 不 详细 讨论 边缘 奇 点 理论 , 但 是 要 提 到 :“ 拉 格 朗 日 对 偶 性 ”, 它 把 函数 与 其 
在 边缘 上 的 限制 对 换 (但 可 以 相差 一 个 稳定 的 等 价 性 (stable equivalence)). 这 就 是 
拉 格 朗 日 乘 子规 则 的 现代 的 讲法 (1. G. Shcherbak, M. DP. IIlep6ax). 

回 到 平面 曲线 的 扭转 点 , 我 们 再 看 绕 过 障碍 问题 中 的 多 值 时 间 函 数 的 图 像 . 时 
间 的 等 值 线 就 是 渐 开 线 . 所 以 这 图 像 形 如 图 267, 即 具 有 两 个 扭转 楼 的 曲面 (其 阶 分 
别 为 3/2 与 5/2). Givental 在 我 画 的 这 个 图 上 看 出 了 Ljashko 所 画 的 群 Hs( 二 十 面 
体 对 称 群 ) 的 非 正规 轨道 的 流 形 Y. 于 是 Givental 的 猜想 立即 得 证 : 


定理 (O. P. Shcherbak (O. II. IIlepóax), 1982 年 ) 绕 过 障碍 问题 (障碍 由 


图 266 有 边缘 的 曲面 之 焦点 图 267 在 障碍 边缘 扭转 点 附近 时 间 函 数 的 图 像 
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一 般 位 置 的 平面 曲线 围 成 ) 的 (多 值 ) 时 间 函 数 的 图 像 在 曲线 的 扭转 点 附近 微分 同 有 
于 流 形 M. 

证 明 时 要 用 到 

定理 (O. V. Ljashko (O. B. JIanrko), 1981 年 ) 流 形 X 微分 同 胚 于 具有 重 
根 的 多 项 式 z5 +az4 十 pz2 十 c 所 成 的 流 形 . 

Ljashko 的 定理 描述 了 群 Hs 的 非 正规 轨道 流 形 , 它 是 空间 曲线 (t,t, t) 的 切线 
之 并 , 而 Shcherbak 的 定理 则 指出 此 曲线 是 (t+ olt), t? + ot), t5 + o(t5)). 

一 般 位 置 的 波 前 在 渐 近 射线 与 R 中 的 障碍 曲面 相 切 的 点 附近 , 也 有 这 样 的 
奇 性 . 

最 后 我 们 要 叙述 一 下 可 归结 为 Hs 奇 性 的 变 分 问题 (仿照 Shcherbak). 

A Hs 由 R4 中 的 正 多 面体 的 对 称 组 成 ， 它 的 120 个 顶点 位 于 S9? z SU(2) 
E, 而 构成 二 元 (binary) 二 十 面体 群 (二 元 群 双 层 覆盖 二 十 面体 旋转 群 ,此 覆盖 为 
83 一 SO(3)). 

考虑 欧 几 里 得 空间 中 由 光滑 曲面 围 成 的 障碍 . 联结 障碍 外 的 点 与 绕 过 障碍 时 的 
所 有 点 的 极 值 曲 线 , 将 在 障碍 曲面 上 构成 一 个 测 地 线束 ( 即 单 参数 族 ). 沿 着 驻 定 路 
径 (不 一 定 是 极 值 曲线 ) 由 几 段 测 地 线 及 其 切线 到 固定 初始 流 形 (例如 一 个 点 ) 的 距 
UEM Ade, 它 可 看 成 是 空间 有 限 远 点 的 (多 值 ) 函数 ( 即 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 
之 解 ). 

定理 (O. S. Shcherbak (O. C. IIlepGax), 1984 年 ) 对 于 一 般 位 置 的 障碍 ， 
时 间 函 数 的 图 像 在 以 下 点 的 附近 微分 同 胚 于 群 Ha 之 非 正规 轨道 的 流 形 于 ,此 点 
即 在 曲面 的 抛物 点 上 渐 近 切 于 测 地 线束 的 焦点 . 

E 的 显 式 的 参数 式 是 


b? c ,05 d 3 
(e. 5 re at '5ta+w 3] 


图 268 上 是 相应 的 聚焦 曲面 . HT OH. EDRBURGE 
BLA. GE Es 之 基底 的 四 维 空间 有 关 (在 Apaozpa B. M. 
Minneke oco6nix Touek 1—bopM Ha MHOroo6Ppa3HMH 
C KpàeM, cCBOpauHBAHMe HHBApHMaHTOB rpyrmi, 


IIOpOXJIeHHBIX OTpa2KeHMAMHM, M OCOÓBHIe HPOeKIUH 


riaunkux nosepxgocred. YMH. 1979. T.34, Bum. 
2. 338 一 文 89 的 注 7 中 即 已 指出 这 种 联系 ). 

相应 于 此 四 维 子 空间 的 局 部 代数 Ds 在 局 部 代数 Es PHRA, 首先 导出 的 正 
是 旋转 不 变 式 Ha 给 出 的 分 层 . Shcherbak 证 明了 , 这 个 联系 提出 了 Ha 的 非 正规 轨 
道 流 形 的 另 一 种 表示 法 . 


图 268 群 ESES vp 
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定理 考虑 使 曲线 z5 十 中 十 Xizay + A 十 和 ay 十 和 4 =0 为 厅 异 的 入 值 . 这 个 
三 维 超 曲面 (A) 的 一 个 不 可 约 分 支 微分 同 胚 于 群 Ha 之 非 正规 轨道 之 流 形 , 
图 269 EMET H4 的 非 正 规 轨 道 流 形 的 三 个 典型 的 截 口 . 


图 269 绕 过 障碍 时 波 前 的 典型 变形 


附录 16 Korteweg-de Vries 方程 


经 典 力学 方程 的 首次 积分 并 不 是 都 可 用 该 癌 题 的 明显 的 对 称 性 (例如 开 普 勒 问 
题 、 椭 球面 上 的 测 地 线 问 题 等 等 的 特定 首次 积分 ) 来 解释 的 . 这 时 我 们 就 说 有 “ 隐 对 
称 性 ” 1) . 

Korteweg-de Vries 方程 (简称 KdV 方程 ) 提供 了 这 种 隐 对 称 性 的 有 趣 的 例子 


Ut = Óuuy 一 Werz， (1) 


这 个 非 线性 偏 微分 方程 第 一 次 出 现在 浅水 波 理论 中 ; 后 来 发 现在 一 系列 数学 物 
理 问 题 中 都 遇 到 这 个 方程 2). 

由 于 许多 数值 实验 , 发 现 了 这 个 方程 在 无 穷 远 处 适合 零 边 值 条 件 的 解 的 引 人 注 
目的 性 质 : 当 t — +o 和 上 一 —oo 时 , 这 些 解 分 解 为 “孤立 子 ” 一 一 即 具有 一 定形 
状 和 不 同 速度 的 波 . 

想 求 一 个 速度 为 c 的 孤立 子 , 只 需 以 函数 u = plr — ct) 代 人 方程 (1). 然后 得 到 y 的 方程 
P" 二 3e? 十 cp 十 4d,d 是 一 个 参数 . 这 是 具有 三 次 方位 能 的 牛顿 方程 . 在 相 空间 (o, o) 有 一 个 鞍 
A. 由 这 个 鞍点 到 使 得 o = 0 的 鞍点 的 分 界 流 形 决 定 了 一 个 当 z 一 to 时 趋向 零 的 解 , 它 是 一 
个 孤立 子 . 

孤立 子 在 碰撞 时 有 很 复杂 的 非 线 性 相互 作用 . 然而 数值 实验 的 结果 表明 , 孤立 子 

的 大 小 和 速度 并 不 因 碰 撞 而 改变 . 由 此 可 以 预想 有 某 种 守恒 律 存在 . 事实 上 Kruskal, 
0 英语 文献 中 时 常 称 为 “意外 (accidental) 对 称 性 ”. 一 一 英 译 者 注 
2) 测 地 流 的 欧 拉 方程 也 是 Korteweg-de Vries 方程 . 相应 的 无 限 维 群 称 为 Virasoro HE. 它 是 圆 的 微 
分 同 胚 群 的 一 维 中 心 扩张 . 可 参看 Oncnenxo B. IO., Xecmm B. A., Cynepypasnenne Koprenera- 


ne Bpu3a kak ypaBHHe Oiüüzepa, Pynukn, amanna n ero IIPMmoxk， 1987, T.21. no.4，81-82， 又 见 
D. J. Korteweg, G. de Vries, [1]. 一 一 日 译 者 注 
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Zabusky, Lax, Gardner, Green 和 Miura 找到 了 Korteweg-de Vries 方程 的 一 系列 首 
次 积分 . 它们 的 形状 是 五 = f Piu,- ,ua )dz, P, 是 一 个 多 项 式 . 例如 , 容易 验证 ， 
以 下 都 是 方程 (1) 的 首次 积分 : 


Ini 一 n Io = /ear 
u? 3 u”? 5 2, 1 5 
n= f (Fre) p= f (E -ieu4 ES 


出 现 首 次 积分 的 无 穷 序 列 很 容易 由 Lax 的 以 下 定理 @ 来 解释 . 我 们 用 一 个 z 的 
函数 记号 本 身 来 记 乘 以 这 个 函数 的 乘法 算 子 , 对 z 的 微分 运算 记 作 0. 考虑 含有 函 
数 u(z) 的 斯 图 姆 - 刘 维 尔 算 子 5 = -262 +w. 我 们 可 以 直接 验证 

ÆI Korteweg-de Vries J FMT 2:42. à = [L, A], A = 40? — 3(u8 + 3u). 

由 Lax 的 这 个 定理 直接 可 得 


系 ”由 方程 (1) 的 一 个 解 作出 的 算 子 工 对 一 切 t 互相 西 等 价 ; 特别 是 , 在 无 穷 远 
处 有 零 边 值 条 件 的 斯 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 Lf = Af 的 本 征 值 入 均 为 Korteweg-de Vries 
方程 的 首次 积分 . 

Gardner, V. E. Zakharov 和 L.D.Faddeev 注意 到 (1) 是 一 个 完全 可 积 的 无 限 维 
哈密 顿 方 程 组 , 并 找到 了 相应 的 作用 量 - 角 变 量 @. 在 无 穷 远 处 为 零 的 函数 空间 上 有 

一 个 辛 构造 由 斜 数 量 积 uw? (9w, 0v) = 二 J (wav — vow)dz 给 出 . 积分 五 就 是 方程 (1) 
的 哈密 顿 消 数 . 换言之 , 方程 (1) 可 写成 z 的 函数 的 函数 空间 中 的 哈密 顿 方程 的 形 
式 : ú = (d/dx)(61; /óu)). 

每 个 积分 I 都 这 样 给 出 “高 阶 Korteweg-de Vries 方程 ” = Qul, Q: = 
(d/dz) (61,/óu) 是 导数 uu, ut 的 多 项 式 ， 积 分 五 互相 对 合 , 相应 于 它们 
的 在 函数 空间 上 的 流 是 交换 的 . 

多 项 式 已 , 9。 的 显 式 以 及 作用 量 - 角 变量 的 显 式 (从 而 还 有 方程 (1) 的 解 ) 都 可 以 用 位 能 为 
u 的 散射 理论 的 正和 反问 题 的 解 表示 出 来 . 

Q, 的 显 式 可 以 由 Lax 定理 的 推广 Gardner 定理 得 出 . 在 z 的 函数 之 空间 中 考虑 形 如 A = 
2pi0m 一 的 微分 算 子 , 其 中 po = 1, 其 余 系数 则 为 u 以 及 u XI z 的 导数 的 多 项 式 . 结果 是 , 对 任意 
s 都 有 一 个 2s 十 1 阶 算 子 4。 使 得 它 与 斯 图 姆 - 刘 维 尔 算 子 工 的 交换 子 即 乘 以 函数 [L, A] = Qs 
的 算 子 . 

算 子 A. 可 以 由 这 些 条 件 唯 一 决定 但 相差 一 个 Anr < s 的 线性 组 合 ; 同样 , 多 项 式 Qs 也 可 
以 定义 到 相差 其 前 面 的 各 个 Q. 的 一 个 线性 组 合 . 


O W, P. D. Lax, [1]. 
O Wi, Zakharov, Faddeev, [1]. 


0 这 种 哈密 顿 形式 和 上 述 Lax 表现 还 有 非 线性 傅 里 叶 变换 是 KdV 方程 解法 的 三 个 途径 . XT 
它们 的 相互 关系 之 说 明 , 可 见 Flaschka, H. Newell, [1]. 一 一 日 译 者 注 
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V. E. Zakharov, A. B. Shabat, L. D. Faddeev 和 其 他 人 应 用 Lax 的 方法 和 散射 理 
论 反 问题 的 技巧 研究 过 一 系列 在 物理 上 重要 的 方程 , 包括 方程 va 一 wez = sin u, iw 十 
Ver c pipl? =0 等 等 . 

研究 Korteweg-de Vries 方程 的 周期 边 值 问 题 使 S.P.Novikov@ 发 现 了 一 类 有 趣 
的 有 限 多 自由 度 的 完全 可 积 方程 组 . 这 些 方 程 组 的 作法 如 下 : 

考虑 首次 积分 的 任意 有 限 线性 组 合 , I = Xe Lii 并 令 co = 1. 以 工 为 哈密 顿 函 
数 的 函数 空间 上 的 流 的 恒定 点 集 在 哈密 顿 函 数 为 I, 的 相 流 下 , 包括 在 方程 (1) 的 相 
流下 是 不 变 的 . 

另 一 方面 , 这 些 恒定 点 又 可 由 方程 (d/dx)(61/6w) = 0 或 61/0u = d 来 决定 . 后 
一 方程 是 包含 n 阶 导 数 的 泛 函 I -dI 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 D, 因此 其 阶 数 为 2n 
而 可 以 写成 2n 维 欧 氏 空间 中 的 哈密 顿 方程 组 . 

这 样 得 出 的 n 个 自由 度 的 哈密 顿 方程 组 有 个 互相 对 合 的 积分 , 而 可 以 用 适当 
的 作用 量 - 角 变量 坐标 完全 积 出 . 这 样 ; 我 们 可 以 得 到 Korteweg-de Vries 方程 的 含有 
3n 十 1 个 参数 (2n. 个 相 坐 标 和 n 十 1 个 其 他 参数 c1,… ,cni d) 的 有 限 维特 解 族 . 

这 些 特 解 , 正如 Novikov 指出 的 , 有 值得 注意 的 性 质 : 例如 , 在 周期 间 题 中 , 它们 
给 出 函数 ulr), 使 得 具有 周期 系数 的 线性 微分 方程 


—X" + u(z)X = AX 


fr 入 轴 上 有 有 限 多 个 参数 共振 带 (参见 节 25)?. 

可 积 系 统 的 现代 研究 状况 发 表 在 以 下 丛书 中 : Cospevenue npo6eMbt MaTe- 
MaTWKH, Pynzavenrambnuse nanpaszengas, T.4 (M.:BAHAMTH, 1985) & 7.16 (M.: 
BHHHTH, 1987). 作者 有 B. A. Iy6posun, M. M. Kpuuesep, C. II. Hosnkos, 
M. A. Onbmanenkmm, A. M. Ilepenomos, M. A. Ceuenons-Tan-IIIanckuM, B. B. 
Tpopnmos 和 A. T. Domeno. 


(D 9, S. P. Novikov, [1]. 


DAY 12, A, B. —— 日 译 者 注 

2) 关 于 可 用 散射 理论 的 反问 题 来 作出 KdV 方程 周期 解 的 方法 , 可 见 Dubrovin. Matveev, Novikov, 
[1]. 关于 Kav 方程 , 日 文书 中 也 有 一 些 很 好 的 书 , 如 田中 俊 一 , 伊 达 悦 朗 (Tanaka, Date, [1]), 户 田 
BA (Toda, [1]). 一 一 日 译 者 注 
书 dk: 指 第 一 版 ) 出 版 后 , 对 这 个 附录 中 所 讨论 的 问题 又 进行 了 大 量 的 研究 , 特别 是 有 Novikov, 
Doubrovin, Krichever, Manakov, Matveev, Its, Dikii, Manin, Drinfeld, Gelfand, Lax, Moser, Mc Kean, 
Van Moerbeke, Adler, Perelomov, Olshanetskii 等 人 . 其 中 Manakov 对 任意 n 解 出 了 Rn 中 刚体 的 
欧 拉 方 程 : 它们 是 完全 可 积 的 . 详 见 Novikov 及 其 合作 者 即将 出 版 的 新 书 . 英 译 者 注 
英 译 者 注 中 提 到 的 一 些 苏联 作者 的 主要 文章 已 由 G.Wilson 收集 并 英 译 为 "Integrable System" 一 
7B (London Math. Soc. Lecture Note Series, No. 60. Cambridge Univ. Press, 1981) 中 , 其 中 并 有 详 
尽 的 参考 文献 . —— 中 译 者 注 
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本 书 第 一 版 的 俄 文本 是 1974 年 出 版 的 (而 中 译本 则 于 1992 年 出 版 ), 至 今 已 
31 年 , 期 间 除了 流传 很 广 的 英 译本 (K. Vogtmann and A. Weinstein. Mathematical 
Methods of Classical Mechanics, Springer, 1978 年 已 由 Springer 收入 GTM AP, 并 
已 根据 第 二 版 修订 ) 以 外 , 还 有 日 文 和 法 文 译本 . 2003 年 原 书 已 修订 为 第 四 版 , 虽然 
主要 内 容 未 变 , 主题 则 更 鲜明 : 辛 几何 与 辛 拓扑 , 反映 了 几 十 年 来 数学 科学 在 一 个 方 
面 的 发 展 . 特别 是 16 个 附录 都 属于 专题 介绍 性 质 , 更 是 作者 和 他 的 学 生 们 在 有 关 方 
面 近年 来 研究 工作 的 总 结 . 所 以 本 书 除了 仍 是 一 本 优秀 教材 外 , 更 是 一 部 专著 , 其 价 
值 在 数学 界 早 有 定 评 . 

现在 根据 最 新 的 俄 文 第 四 版 修订 补充 , 有 以 下 几 点 应 加 以 说 明 . 

1. 一 些 记号 特别 是 矢量 的 旋 度 , 依照 英 译 本 记 作 curl, 而 不 用 俄 文 原来 的 rot, 
因为 curl 更 为 通用 . 

2. 书 中 文献 仿 日 文本 的 格式 列 在 书 末 , 以 便 读者 查阅 . 但 有 一 些 (主要 在 附录 
中 ), 因为 主要 涉及 的 是 正文 某 一 部 分 内 容 , 仍 列 在 正文 之 内 , 或 在 附注 (特别 是 译 者 
为 中 译本 增加 的 附注 ) 中 . 

3. 书 中 的 人 名 , 在 正文 中 均 译 为 汉语 , 但 在 附录 中 , 则 时 常用 其 原文 . 鉴于 时 下 
读者 熟悉 俄 文 者 不 多 , 俄 文 名 字 尽 可 能 按 通 例 用 英文 拼写 , 再 附 以 俄 文 原名 . 实在 不 
能 确定 英文 拼写 的 , 只 好 直接 用 俄 文 了 . 总 之 目的 在 于 方便 读者 查找 文献 . 

4. 俄 文 文献 时 常 有 英文 译文 , 译 者 尽 可 能 找 出 英文 篇 目 (个 别 只 有 英文 篇 目 未 
找到 俄 文 原文 ). 只 有 中 文 译本 者 也 尽 译 者 所 知 加 以 注 明 . 但 错漏 必 多 , 尚 盼 指正 . 

5. 有 个 别 专业 词 条 找 不 到 适当 中 文 译名 者 只 好 直接 用 英文 其 至 俄 文 . 这 主要 出 
现在 附录 中 . 但 有 一 个 词 : generic, 作者 常用 in general position, o6mee rornoxeHme. 
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因为 generic 一 词 并 无 通用 中 译 法 , 故 均 译 为 “一 般 位 置 ". 类 似 者 还 有 versal, 译 为 
SWA”. 也 盼 读者 指正 . 
中 译 者 于 2005 年 8 月 
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